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PRÉFACE A LA SECONDE ÉDITION 


La présente édition de l'ouvrage a été largement complétée et 
certains exposés ont été revus. Ceci concerne plus spécialement les 
chapitres consacrés aux corps condensés et aux gaz réels. aux 
transitions de phase de seconde espèce et aux fluctuations (main- 
tenant ce dernier chapitre comprend en particulier la théorie des 
fluctuations non thermodynamiques parue après 1950 et exposée 
antérieurement dans le volume «Electrodynamique des milieux 
continus »). 

Comme on sait, ces dernières années, la physique statistique 
s’est enrichie d’un grand nombre de travaux où des méthodes em- 
pruntées à la théorie quantique du champ ont été appliquées avec 
succès au problème à V corps. En particulier un grand nombre de 
questions concernant les spectres énergétiques des corps macrosco- 
piques ont été mises au clair. 

Néanmoins, ces méthodes n'ont pu être ex posées dans le présent 
volume, ce qui rend les corrections apportées insuffisantes. Mais 
nous voulions construire un cours de physique théorique respectant 
l'unité de cette science, il fallait donc relier les unes aux autres les 
différentes branches exposées dans les différents tomes. Suivant le 
plan général de ce cours, le présent volume devrait suivre celui qui 
est consacré à la théorie quantique du champ, donc l'exposé des 
méthodes correspondantes y devrait être basé sur leur étude faite 
au volume précédent. Mais ce dernier n'étant pas achevé, il nous a 
paru impossible d'inclure les méthodes en question dans la présente 
édition. Par ailleurs, l’édition précédente étant depuis longtemps 
épuisée, une réédition était opportune. Ainsi, pour ne pas remettre 
à plus tard la réédition de ce volume, nous l’avons présenté sous 
sa forme actuelle; après l’édition du tome IV de nouvelles correctives 
seront apportées. 

Malgré le choix judicieux du contenu, le volume de chaque tome 
de cours augmente par suite du développement incessant de la scien- 
ce. [1 paraît donc utile d'indiquer ce qui. d’après les auteurs. peut 
être omis lors de l’étude du livre en vue du « minimum théorique » 
Ce sont les paragraphes 22, 30, 50, 73, 76, 77, 84, 85, 97, 101, 102, 
124, 127, 136, 139-141, 143-151. 
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Une grande partie des compléments ont été écrits il y a quelques 
années en commun par les deux auteurs. Malheureusement, un acci- 
dent tragique d’automobile et une longue maladie n’ont pas permis à 
Lev Landau de prendre part à la préparation finale de cette édition. 

Je voudrais ici exprimer ma gratitude à mes amis A. Abrikossov, 
L. Gorkov, I. Dzialochinski, 1. Khalatnikov et tout particulièrement 
à 1. Lifchitz et à L. Pitaevski pour la discussion de diverses questions. 
Je remercie également N. Vdovitchenko pour l’aide qu'elle a ap- 
portée lorsque nous écrivions le $ 141. 


E. Lifchitz 
Juin 1964 


EXTRAIT DE LA PRÉFACE A LA PREMIÈRE ÉDITION 


Tout comme dans les autres tomes de ce cours nous nous sommes 
efforcés de donner un exposé clair des principes généraux et un ex- 
posé aussi complet que possible d’un grand nombre d'applications. 
Cependant les applications de la statistique se rapportant aux pro- 
priétés macroscopiques électriques et magnétiques de la matière ne 
figurent pas dans le présent volume ; en effet, ces questions, ainsi 
que celles de la cinétique, feront l’objet d’un autre volume. 

Lors de l'exposé des fondements de la statistique classique nous 
ne considérons que la distribution statistique pour des petites par- 
ties du système (sous-systèmes) et non pour les systèmes isolés 
en entier. Une telle méthode correspond justement aux problèmes 
et aux buts essentiels de la physique statistique, elle permet d'éviter 
complètement l'hypothèse ergodique et autres qui, en réalité, n’ont 
pas d’importance ici. 

Un grand nombre de questions importantes de statistique 
présentant de nombreuses difficultés n’ont pas, jusqu’à l'heure ac- 
tuelle, reçues de solution. Il s’agit de certains problèmes généraux 
(par exemple, les questions relatives aux fondements physiques de 
la loi de la croissance de l’entropie), ainsi que de certaines questions 
particulières de la théorie des transitions de phase de seconde espèce, 
de la théorie du point critique, des spectres énergétiques des corps 
macroscopiques, etc. Dans de tels cas nous nous sommes efforcés 
de formuler la question aussi clairement que possible, bien que 
souvent le problème lui-même ne soit pas clair. 


L. Landau, E. Lifchitz 
1950 


DÉSIGNATIONS 


© — au-dessus d'une lettre indique un opérateur 


Espace des phases 


P, g — les coordonnées et impulsions généralisées 
dp dg= dp, dp, … dp,dq, dq, ...dg, — l'élément du volume en 
phases (s est le nombre de degrés de liberté) 
dl =dp dg/(2rh) 

...dT—l'intégrale prise pour tous les états physiquement 
différents 


Grandeurs thermodynamiques 


Température T 

Volume V 

Pression P 

Energie E 

Entropie S 

Fonction thermique W—E+ PV 

Energie libre F=E-—TS 

Potentiel thermodynamique O=E-—TS+ PV 

Potentiel thermodynamique Q=——PV 

Chaleurs spécifiques C,, C, (chaleurs spécifiques moléculai- 
res C, Ca) 

Nombre de particules W 

Potentiel chimique pu 

Coefficient de tension superficielle & 

Superficie de la surface de séparation 8. 

La température dans toutes les formules est supposée être expri- 
mée en unités énergétiques (pour le passage aux degrés voir pp. 48, 
147). 
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CHAPITRE PREMIER 


PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATISTIQUE 


$ 1. Distribution statistique 


La physique statistique ou statistique tout court étudie les lois 
particulières régissant le comportement et les propriétés des corps 
macroscopiques, c’est-à-dire des corps composés d’une énorme quan- 
tité de particules — atomes et molécules. Le caractère général de 
ces lois n'est pas essentiellement déterminé par le type de mécanique, 
classique ou quantique, décrivant le mouvement de chaque particule 
du corps. Néanmoins, dans ces deux cas, les raisonnements néces- 
saires pour démontrer ces lois sont différents ; pour faciliter l'exposé, 
nous allons d’abord faire tous les raisonnements dans le cas de la 
mécanique classique. 

En écrivant les équations du mouvement d’un système méca- 
nique en nombre égal aux degrés de liberté et en les intégrant, on 
peut, tout au moins en principe, obtenir une description complète 
du mouvement du système. Mais si le système considéré, quoique 
soumis aux lois de la mécanique classique, a un nombre énorme de 
degrés de liberté, pour appliquer les méthodes de la mécanique, il 
est indispensable d'écrire et de résoudre un nombre égal d'équations 
différentielles, ce qui est pratiquement impossible. Il faut noter que, 
même si l’on pouvait écrire la solution générale de ces équations, 
il serait absolument impossible d’y introduire les conditions initia- 
les pour les vitesses et les coordonnées des particules, ne serait-ce 
qu’à cause du temps et de la quantité de papier nécessaires. 

A première vue, on pourrait en conclure que lorsque le nombre 
de particules augmente, les propriétés du système mécanique doi- 
vent devenir infiniment compliquées et enchevêtrées et qu'il est 
impossible de trouver dans le comportement du corps macroscopique 
toute trace de loi. Mais, il en est tout autrement et, comme nous le 
verrons plus loin, dans un système composé d’un grand nombre de 
particules on voit apparaître des lois toutes particulières. 

Ces lois, dites statistiques, proviennent justement de la présence 
d’un grand nombre de particules composant le corps et ne peuvent 
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en aucun cas se réduire à des lois purement mécaniques. Les lois sta- 
tistiques perdent tout sens lorsque l’on passe à un système méca- 
nique ayant un petit nombre de degrés de liberté, d’où leur caractère 
spécifique. Ainsi, quoique le mouvement d’un système ayant un 
grand nombre de degrés de liberté soit soumis aux mêmes lois mé- 
caniques que le mouvement d’un système ayant un petit nombre de 
particules, la présence même de ce grand nombre de degrés de liberté 
donne naissance à des lois qualitativement nouvelles. 

L'importance prise par la physique statistique au sein de la 
physique théorique provient du fait que, le plus souvent, dans la 
nature, nous avons affaire à des corps macroscopiques dont le com- 
portement, pour les raisons mentionnées ci-dessus, ne peut être com- 
plètement décrit par des méthodes purement mécaniques ; ces corps 
macroscopiques obéissent à des lois statistiques. 

Pour formuler le problème fondamental de la statistique classi- 
que, nous devons avant tout introduire la notion d'espace des phases 
dont nous nous servirons souvent dans la suite. 

Soit un système mécanique macroscopique à s degrés de liberté. 
La position de chaque point dans l’espace est caractérisée par s 
coordonnées, que nous désignerons par g;, l’indice à prenant les va- 
leurs 1, 2, ..…, s. L'état de ce système à un moment donné peut être 
alors déterminé par les valeurs simultanées des s coordonnées g; 
et des s vitesses correspondantes G;. En statistique, pour caractéri- 
ser le système on utilise habituellement ses coordonnées et ses im- 
pulsions p; et non pas ses vitesses, ceci présentant un certain nombre 
d'avantages. Mathématiquement, les divers états du système peuvent 
être représentés par des points dans l’espace dit des phases (ce der- 
nier étant une notion purement mathématique) ; sur les axes de 
coordonnées de cet espace, on porte les valeurs des coordonnées et des 
impulsions du système étudié. Ainsi, chaque système possède son 
espace des phases propre à 2r dimensions, où n est le nombre de de- 
grés de liberté. Tout point de l'espace des phases qui correspond à 
des valeurs déterminées des coordonnées du système g; et de ses 
impulsions p; représente un état déterminé du système. Lorsque 
l’état du système varie dans le temps, le point représentatif corres- 
pondant de l’espace des phases (nous dirons simplement « point de 
phase du système ») décrira une certaine ligne, que l’on appelle 
trajectoire des phases. 

Soit un corps ou un système de corps macroscopiques. Supposons 
le système isolé, c’est-à-dire n’interagissant avec aucun autre corps. 
Imaginons que nous avons isolé une partie de ce système, cette partie, 
tout en étant très petite par rapport au système en entier, reste ma- 
croscopique ; il est évident que lorsque le nombre de particules dans 
le système en entier est suffisamment grand, le nombre de particu- 
les dans la petite partie peut également être assez grand. Nous appel- 
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lerons sous-systèmes de telles parties relativement petites mais ma- 
croscopiques. Le sous-système obtenu est de nouveau un système 
mécanique, mais non plus isolé ; bien au contraire il est soumis à 
des actions diverses de la part des autres parties du système. Par 
suite du grand nombre de degrés de liberté de ces autres parties, les 
interactions ont un caractère compliqué et enchevêtré. L'état du 
sous-système considéré variera donc dans le temps également d'une 
manière compliquée et enchevêtrée. 

Pour obtenir la solution exacte du problème donnant le compor- 
tement du sous-système, il faut résoudre le problème mécanique pour 
le système isolé en entier, c'est-à-dire écrire et résoudre toutes les 
équations différentielles du mouvement pour des conditions initia- 
les données, ce qui, comme il a été mentionné plus haut, est irréa- 
lisable. Mais, fort heureusement, c’est justement cette variation 
infiniment compliquée de l’état des sous-systèmes rendant inappli- 
cables les méthodes de la mécanique, qui permet d'aborder le 
problème d'un tout autre côté. 

La méthode statistique repose essentiellement sur le fait que, 
par suite de la grande complexité et de l'enchevêtrement des actions 
exercées sur le sous-système par les autres parties du corps, durant 
un laps de temps suffisamment long le sous-système choisi passera 
un grand nombre de fois par tous les états possibles.Plus exactement 
ceci peut être formulé de la manière suivante. Désignons par ApAgq 
un élément de « volume » de l'espace des phases du sous-système, 
correspondant aux valeurs des coordonnées g; et des impulsions p; 
se trouvant dans de petits intervalles Ag, et Ap;. On peut affirmer 
que, durant un intervalle de temps 7 suffisamment long la trajectoire 
des phases, qui est très compliquée, passera un grand nombre de fois 
dans tout élément de l'espace des phases de ce genre. Soit Af la 
partie du temps total 7 durant laquelle le sous-système « s’est 
trouvé » être dans l’élément de l’espace des phases ApAg!. Lorsque 


le temps total 7 tend vers l'infini, le rapport + tend vers une li- 


mite finie: 
._ At 
w—= lim T- (1,1) 
To 


Cette grandeur peut évidemment être considérée comme la pro- 
babilité de trouver le sous-système à un moment arbitraire dans 
l'élément ApAg de l’espace des phases. 


1 Plus brièvement, on dira habituellement que le système « se trouve dans 
l'élément ApAgq de l'espace des phases », on entend par là que le système se trou- 
ve dans des états représentés par des points figuratils dans cet élément de l'espa- 
ce des phases. 
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Lorsque l'élément de l’espace des phases : 
dg dp = dg; dg, ... dg,dp; dp, ... dp,, (1,2) 


devient infiniment petit !, on peut introduire la probabilits dw des 
états représentés par des points dans ce volume, c’est-à-dire. la pro- 
babilité pour les coordonnées q; et les impulsions p; de prendre des 
valeurs se trouvant dans les intervalles infiniment petits q;, p; et 
g;+dg;, p;+dp;. Cette probabilité peut s'écrire de la manière sui- 
vante : 


dw=p(P;,...,Ps Qu --- , 9) dp dq, (1,3) 


OÙ P(Pys es Psr Eur - Q$) est une fonction de toutes les coordonnées 
et de toutes les impulsions [plus brièvement nous écrirons p(p.,q) 
ou même p tout court]. La fonction p, jouant le rôle de « densité » 
de distribution des probabilités dans l’espace des phases, s’appelle 
fonction de distribution statistique (ou simplement fonction de dis- 
tribution) du corps donné. La fonction de distribution doit, évidem- 
ment, satisfaire à la « condition de normalisation » 


Vpdp dg=1 (1,4) 


(l'intégrale est prise pour tout l’espace des phases) qui exprime sim- 
plement le fait que la somme des probabilités des divers états possi- 
bles doit être égale à l’unité. 

Notons un fait jouant un rôle particulièrement important en sta- 
tistique. La distribution statistique d’un sous-système considéré ne 
dépend pas de l’état initial d’une petite partie quelconque du système, 
l'influence de cet état initial pour un intervalle de temps suffisam- 
ment long étant complètement évincée par l'influence des autres 
parties plus grandes. La distribution ne dépend également pas de 
l'état initial de notre petit système, car dans le temps, celui-ci 
passe par tous les états possibles, chacun d’eux pouvant être pris 
comme état initial. Ainsi, on peut trouver la distribution statistique 
pour les petites parties du système sans résoudre le problème méca- 
nique compte tenu des conditions initiales pour le système entier. 

Le problème fondamental de la statistique est la recherche de la 
distribution statistique pour un sous-système quelconque. Quand 
on parle de « petites parties » d’un système isolé, on sous-entend que 
les corps macroscopiques auxquels nous avons généralement affaire 
sont déjà par eux-mêmes des petites parties d’un grand système isolé 
composé de ces corps et du milieu extérieur environnant. 


1 Dans la suite nous désignerons symboliquement par dp et dq le produit 
des éléments différentiels de toutes les impulsions et de toutes les coordonnées 
respectivement. 
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Si le problème mentionné est résolu, donc la distribution statis- 
tique du sous-système considéré est connue, on peut calculer les 
probabilités des diverses valeurs de différentes grandeurs physiques, 
dépendant de l’état de ce sous-système (c’est-à-dire des valeurs de 
ses coordonnées g et de ses impulsions p). On peut également calculer 
la valeur moyenne d'une grandeur quelconque f(p, qg), obtenue en 
multipliant ses valeurs possibles par la probabilité correspondante 
et en intégrant pour tous les états. Désignant la valeur moyenne par 
une lettre marquée d’un trait, on peut écrire la formule suivante : 


1 = i(p. 9)p(p, g)dp da, (1,5) 


celle-ci permet de calculer les valeurs moyennes de différentes gran- 
deurs à l’aide de la fonction de distribution statistique. 

Le calcul de la valeur moyenne à l’aide de la fonction de distri- 
bution (moyenne statistique) évite de suivre les variations dans le 
temps de la valeur réelle de la grandeur physique f(p,q). En même 
temps, il est évident que, conformément à la définition de la notion 
de probabilité suivant la formule (1,1), la moyenne statistique est 
équivalente à la moyenne temporelle. Donc, s’il en est ainsi, en sui- 
vant les variations de la grandeur dans le temps, on peut construire 
la fonction f=/(t) ; la moyenne cherchée est alors définie de la ma- 
nière suivante : 


Ce qui précède montre que la statistique permet de faire les dé- 
ductions et les prévisions concernant le comportement des corps 
macroscopiques, ayant un caractère aléatoire. C’est la différence 
essentielle entre la statistique et la mécanique (classique) qui per- 
met de faire des déductions purement univoques. [l faut cependant 
remarquer que le caractère aléatoire des résultats de la statistique 
classique ne provient pas de la nature même des objets considérés, 
mais uniquement du fait que les résultats sont obtenus à partir d’un 
nombre de données moindre que celui qui aurait été nécessaire pour 
la description mécanique complète (il n'est pas nécessaire de connaître 
les valeurs initiales des coordonnées et des impulsions). 

Cependant, en pratique, lorsque l’on applique la statistique aux 
corps macroscopiques, son caractère aléatoire ne se manifeste géné- 
ralement pas du tout. Ceci provient du fait que, lorsque l’on observe 
un corps macroscopique quelconque (se trouvant dans des conditions 
extérieures stationnaires, c’est-à-dire ne dépendant pas du temps) 
durant un intervalle de temps suffisamment long, toutes les grandeurs 
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physiques! caractérisant ce corps se trouvent être pratiquement 
constantes (égales à leurs valeurs moyennes) et ce n'est que très 
rarement qu’elles en éprouvent des écarts notables 3%. Ce fait, qui 
est essentiel pour la statistique, résulte de considérations très géné- 
cales (données au paragraphe suivant) et il est d'autant plus vrai 
que le corps considéré est plus grand et compliqué. Parlant distri- 
‘bution statistique, on peut dire que, si à l’aide de la fonction p(p,q) 
on construit la fonction de distribution des probabilités des diffé- 
rentes valeurs de la grandeur f(p,q), cette fonction aura un maximum 
très net pour f=#f, et ne différera notablement de zéro que très près 
du point correspondant au maximum. 

Ainsi, la statistique, qui permet de calculer les valeurs moyennes 
des grandeurs caractérisant les corps macroscopiques, permet de 
faire des prédictions se réalisant avec une grande précision pour la 
majeure partie d’un intervalle de temps suffisamment long pour que 
l'influence des conditions initiales disparaisse. En ce sens, les pré- 
dictions de la statistique ont un caractère non pas aléatoire mais 
pratiquement déterminé. (Ainsi, dans la suite, lorsque nous utili- 
serons les valeurs moyennes des grandeurs macroscopiques nous 
omettrons presque toujours le trait au-dessus de la lettre corres- 
pondante.) 

Si un système macroscopique isolé se trouve dans un état tel que 
les grandeurs physiques « macroscopiques » relatives à une de ses 
parties (qui est elle-même un corps macroscopique) sont égales avec 
une précision relativement grande à leurs valeurs moyennes, on dit 
que ce système se trouve en équilibre statistique (on dit aussi équi- 
libre thermodynamique ou thermique). Ainsi, si on observe un système 
macroscopique isolé durant un intervalle de temps suffisant, la ma- 
jeure partie de ce temps le système se trouvera en équilibre statistique. 
Si à un moment initial quelconque, le système macroscopique isolé 
ne se trouvait pas en équilibre statistique (par exemple, s’il était 
artificiellement mis hors de cet équilibre par des actions extérieures, 
puis était laissé à lui-même, donc redevenu un système isolé), dans 
la suite il reviendra obligatoirement vers cet équilibre. L’intervalle 
de temps durant lequel le système doit obligatoirement passer à 
l'équilibre statistique est appelé temps de relaxation. Lorsque ci- 
dessus il était question d'intervalles de temps suffisamment grands, 


1 Ici, on sous-entend, évidemment, que les grandeurs macroscopiques ca- 
ractérisent le corps en entier ou ses parties macroscopiques et non pas des par- 
ticules isolées. 

3 Voici un exemple montrant combien cette loi est ere Si dans un gaz 
quelconque, on isole un domaine contenant par exemple 1/100 mole, l'écart 
relatif moyen de l'énergie de cette quantité de matière à sa valeur moyenne 
se trouvera être d'environ 10-11. La probabilité de trouver (lors d’une seule me- 
sure) un écart relatif de l'ordre de 107$ est donnée par un nombre prodigieusc- 
ment petit égal à environ 1073-1015, 
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on sous-entendait des intervalles‘ de temps supérieurs au temps de 
relaxation. 

La théorie des processus de passage à l’état d'équilibre est appelé 
cinétique ; en principe la statistique n'étudie pas la cinétique car 
elle se rapporte à l'équilibre statistiquet. 


$ 2. Indépendance statistique 


Les sous-systèmes, dont il a été question au $ 1, ne sont pas d’eux- 
mêmes isolés. Au contraire, ils sont en interaction incessante avec les 
autres parties du système. Mais ces parties, tout en étant petites 
par rapport au système en entier, sont également des corps macro- 
scopiques et on peut supposer que, durant des intervalles de temps 
qui ne sont pas trop longs, ces parties se conduiront à peu près comme 
des systèmes isolés. En effet, ce sont de préférence les particules du 
sous-système se trouvant près de la surface qui interagissent avec les 
parties environnantes. Mais le nombre relatif de ces particules, 
par rapport au nombre total de particules du sous-système diminue 
rapidement lorsque les dimensions de ce dernier augmentent, de 
plus lorsque le sous-système est suffisamment grand l’énergie d'in- 
teraction avec les parties environnantes sera petite par rapport à 
son énergie interne. Ainsi, on peut dire que de tels sous-systèmes 
sont quasi isolés. Soulignons une fois de plus que le sous-système 
peut être considéré comme quasi isolé seulement pour des interval- 
les de temps qui ne sont pas trop longs. Lorsque les intervalles de 
temps sont suffisants, l’influence de l'interaction du sous-système, si 
petite soit-elle, se manifestera obligatoirement. Et c’est justement 
cette interaction relativement petite qui en fin de compte conduit 
à l'établissement de l'équilibre statistique. 

Le fait que les interactions entre les sous-systèmes peuvent être 
considérées comme faibles permet également de considérer ces sous- 
systèmes statistiquement indépendants. L'indépendance statistique 
veut dire que l’état dans lequel se trouve l’un des sous-systèmes 
n’influe nullement sur les probabilités des divers états des autres 
sous-systèmes. 

Considérons deux sous-systèmes quelconques et soient dp'dg 
et dp? dq"* les éléments de volume correspondants dans l’espace 
des phases. Si on considère l’ensemble de ces deux sous-systèmes 
comme un sous-système composé, au point de vue mathématique 
l'indépendance statistique des sous-systèmes veut dire que la pro- 
babilité pour le sous-système composé de se trouver dans l'élément 
du volume en phases dpf2dg'1%=dptdq.dp#dq® se décompose 
en produit des probabilités de trouver chacun des sous-systèmes dans 


1 Seuls les $$ 122-123 sont consacrés à des questions de cinétique. 
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les volumes dp‘ldq"t et dp'dq"? respectivement ; de plus, chacune 
de ces probabilités ne dépend que des coordonnées et des impulsions 
du sous-système donné. Ainsi on peut écrire : 


Pa2dp 1? da? =; dp‘" dq‘ + Pe dp'? dq"®, 


Pis — PiP2. (2,1) 


où p,, est la distribution statistique du sous-système composé et 
Ps» P2 les fonctions de distribution des sous-systèmes composants ; 
on peut écrire une relation analogue pour un ensemble de plusieurs 
sous-systèmes !. 

I] est évident que la réciproque est également vraie : si la dis- 
tribution des probabilités d'un système composé se décompose en 
produit dont chacun des facteurs dépend uniquement des grandeurs 
décrivant l’une des parties du système, ces parties sont statistique- 
ment indépendantes ; de plus chacun des facteurs est proportionnel 
À la probabilité des états de la partie correspondante. 

Si f, et f, sont deux grandeurs physiques se rapportant à deux 
sous-systèmes différents, on déduit immédiatement de (2, 1) et de 
la définition des valeurs moyennes suivant (1,5) que la valeur moyen- 
ne du produi: f,f, est égale au produit des valeurs moyennes de cha- 
cune des graudeurs f, et fs : 


file = file (2,2) 
Considérons une grandeur quelconque f se rapportant à un cer- 
tain corps macroscopique ou à une de ses parties. Dans le temps, 
cette grandeur varie, oscillant autour de sa valeur moyenne. Intro- 
duisons une grandeur qui caractérise en moyenne la largeur de 
l'intervalle de cette variation. La valeur moyenne de la différence 
Af=f—f ne peut être prise pour une telle caractéristique, car la gran- 
deur f s'écarte de sa valeur moyenne, tant d’un côté que de l’autre, 
et la valeur moyenne de la différence f—f qui est tantôt positive, 
tantôt négative se trouve être nulle, quel que soit le nombre des 
écarts notables de f à sa valeur moyenne. Il est commode de prendre 
pour la caractéristique cherchée la valeur moyenne du carré de cette 
différence. La grandeur (Af)°? étant toujours positive, sa valeur moyen- 
ne ne tend vers zéro que si elle tend elle-même vers zéro ; en d’au- 
tres termes elle se trouve être petite seulement si des écarts notables 
de f à f sont peu probables. La grandeur 


V a -V (= 


! A condition évidemment que l'ensemble de ces sous-systèmes soit encore 
une petite partie du système isolé en entier. 


ou 
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est appelée fluctuation quadratique moyenne de la grandeur f. Re- 
marquons que 

(Af)=f—2ff + = —2jf+f, 
d'où 


(FF =F—(f}, (2,3) 


c'est-à-dire que la fluctuation quadratique moyenne est déterminée 
par la différence entre le carré moyen de la grandeur et le carré de 
sa valeur moyenne. 

Le rapport 


V arr 
Î 
est appelé fluctuation relative de la grandeur f. Plus ce rapport est 
petit, moindre est le laps de temps durant Jequel le corps se trouve 
dans des états tels que l’écart de la grandeur f à sa valeur moyenne 
soit grand par rapport à cette dernière. 

Nous allons montrer que la fluctuation relative des grandeurs 
physiques décroît rapidement lorsque les dimensions (nombre de 
particules) du corps, auquel elles se rapportent, augmentent. Commen- 
çons par remarquer que la majorité des grandeurs intéressantes du 
point de vue physique sont additives ; cette additivité découle du 
fait que les diverses parties du corps sont quasi isolées et 
s'exprime par le fait que la valeur de cette grandeur "pour tout 
le corps est égale à la somme de ses valeurs pour ses diverses 
parties (macroscopiques). En effet, puisque, par exemple, les éner- 
gies internes de ces parties sont bien supérieures aux énergies d'’in- 
teraction, l’énergie de tout le corps peut, avec une précision suffi- 
sante, être considérée comme étant la somme des énergies des parties 
composantes. 

Soit f une telle grandeur additive. Imaginons que nous avons 
divisé le corps en un grand nombre N de petites parties à peu près 

N 


identiques. On a alors f= DA les grandeurs f; se rapportant aux di- 
i=i 


verses parties ; de même, pour la valeur moyenne on a : 


Il est évident que l'augmentation du nombre de parties en- 


traîne une augmentation de f à peu près proportionnelle à W. Défi- 
nissons maintenant la fluctuation quadratique moyenne de la gran- 


18 PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATISTIQUE 


deur f de la manière suivante : 


GP = (DA. 


Mais par suite de l'indépendance statistique des diverses parties du 
corps les valeurs moyennes des produits satisfont à la relation: 


Affr= Ar Afi=0 (#4) 
car chacun des Af;=—0). Par suite 
(Af} = “à GY. (2.4) 
Il s'ensuit que, lors de ne de N, le carré moyen (Af)i 


augmentera également proportionnellement à NV. Quant à la fluc- 
tuation relative, elle sera inversement proportionnelle à Y W, c’est-à- 


dire que 
1 
Af}° 
Vi Da 2,5) 


Tv. 


D'un autre côté, si l’on ns un corps homogène en petits domaines, 
il est évident que le nombre de ces domaines est proportionnel au 
nombre total de particules (molécules) du corps. Le résultat obtenu 
peut alors également s’énoncer de la manière suivante : la fluctuation 
relative de toute grandeur additive f décroît proportionnellement à 
l'inverse de la racine carrée du nombre de particules du corps macros- 
copique. Ainsi, lorsque le nombre de ces particules est suffisamment 
grand, la valeur de f peut être considérée comme pratiquement in- 
dépendante du temps et égale à sa valeur moyenne. Ceci a déjà été 
utilisé au paragraphe précédent. 


$ 3. Théorème de Liouville 


Revenons à l’étude des propriétés de la fonction de distribution 
statistique. 

Supposons que nous observons un certain sous-système pendant 
un intervalle de temps suffisamment long. Divisons cet intervalle 
de temps en un très grand nombre (à la limite infini) de petits inter- 
valles identiques avec £,, {,, … pour moments de coupure. À chacun 
de ces moments le sous-système considéré est représenté dans son 
espace des phases par un point (appelons ces points À,, 4», Ag: ...). 
L'ensemble des points obtenus est réparti dans l'espace des phases 
avec une densité qui à la limite est proportionnelle en tout point 
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à la valeur de la fonction de distribution p(p, q), cette dernière per- 
mettant de déterminer les probabilités des divers états du sous- 
système. 

Au lieu de considérer des points représentant les états d’un sous- 
système à divers moments £,, Le, ..…, On peut, ce qui est purement for- 
mel d’ailleurs, considérer simultanément un grand nombre (à la li- 
mite infini) de sous-systèmes identiques! se trouvant à un moment 
quelconque (disons {—0) dans des états représentés par les points 4,, 


Suivons le mouvement ultérieur des points de phase représentant 
les états de ces sous-systèmes, ceci durant des intervalles de temps 
pas trop longs, tels que le sous-système quasi isolé puisse avec une 
précision suffisante être considéré comme isolé. Le déplacement des 
points de phase sera alors régi par les équations de la mécanique ne 
contenant que les coordonnées et les impulsions des particules du 
sous-système. 

H est évident qu’à tout moment t tout comme au moment {—0 
tous ces points seront répartis dans l’espace des phases suivant la 
même fonction de distribution p(p,q). En d’autres termes, les points 
de phase se déplacent dans le temps de telle sorte que la densité de 
distribution reste invariable en tout point, cette densité étant pro- 
portionnelle à la valeur correspondante de p. 

D'une manière purement formelle, ce déplacement des points de 
phase peut être considéré comme un courant stationnaire de « gaz » 
dans l'espace des phases à 2s dimensions, on peut lui appliquer l'é- 
quation bien connue de continuité exprimant l’invariance du nombre 
total de « particules » (ici des points de phase) du gaz. L'’équation 
habituelle de continuité s’écrit : 


æ + div (pv) =0 
(p est la densité, v la vitesse du gaz), pour un courant stationnaire 
(4 =0) 
div (pv) —0. 
En généralisant pour un espace à plusieurs dimensions on a : 


25 

0 

, 3z, (P%) =0. 
f=1 

lci les « coordonnées » zx, correspondent aux coordonnées qg et aux 

impulsions p et les «vitesses» v,=z; aux dérivées par rapport au temps 


1 Un tel ensemble imaginaire de systèmes identiques est habituellement 
appelé ensemble statistique. 
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g et p déterminées par les équations de la mécanique. Ainsi on a : 


ZE [ex (090 + 3 (0p9] =0. 


Effectuant le calcul des dérivées, on peut écrire : 


Dfat+n#]+e [ae 60 


En écrivant les équations de la mécanique sous la forme de Ha- 
milton 


où A=H (p, g) est la fonction de Hamilton du sous-système consi- 
déré, on voit que 


Ainsi, le second terme de (3,1) est identiquement nul. Le premier 
terme n'est pas autre chose que la dérivée totale par rapport au 
temps de la fonction de distribution. Ainsi, on a: 


a Se di +aghr) = 0. (3,2) 


Nous arrivons alors à la conclusion fort importante suivante que 
la fonction de distribution est constante le long des trajectoires de 
phase du sous-système (théorème dit de Liouville) ; rappelons que 
puisque l’on parle de sous-systèmes quasi isolés, le résultat obtenu 
est valable seulement pour des intervalles de temps qui ne sont pas 
trop longs et durant lesquels le sous-système se conduit avec une 
grande précision comme s’il était isolé. 


$ 4. Le rôle de l'énergie 


Du théorème de Liouville on déduit immédiatement que seules 
des combinaisons des variables p, q, qui restent constantes lors du 
mouvement du sous-système supposé isolé, doivent entrer dans la 
fonction de distribution. Ces quantités sont des invariants méca- 
niques ou intégrales premières ; ce sont, comme on sait, les intégra- 
les premières des équations du mouvement. Par conséquent, on peut 
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dire que la fonction de distribution qui est une fonction des invariants 
mécaniques est elle-même une intégrale première. 

On peut réduire considérablement le nombre des intégrales pre- 
mières dont peut dépendre la fonction de distribution. A cette fin, 
rappelons d’abord que la fonction de distribution p,, pour l’ensemble 
de deux sous-systèmes est égale au produit des fonctions de distri- 
bution p, et p, de ces sous-systèmes séparément : P1°=p,0, [voir (2,1)]. 
Ainsi 

mp; =Inp;+lnp:, (4,1) 


c'est-à-dire que le logarithme de la fonction de distribution est une 
grandeur additive. Nous arrivons ainsi à la conclusion que le loga- 
rithme de la fonction de distribution doit être non seulement une 
intégrale première mais aussi une intégrale première additive. 

En mécanique, il n'existe que sept intégrales premières additives 
indépendantes : l’énergie, les trois composantes du vecteur impul- 
sion et les trois composantes du vecteur moment. Désignons respecti- 
vement par E,(p,q), P,(p,q), M.(p,g) ces grandeurs pour le a-ième 
sous-système (comme fonction des coordonnées et des impulsions de 
ses particules). L’unique combinaison additive de ces grandeurs est 
la combinaison linéaire de la forme : 


np,=a,+BE,(p, a)+YP, (pr, qg)+8M, (p, q) (4,2) 


les coefficients &,, B, y, $ sont constants, de plus f, y, & doivent 
être les mêmes pour tous les sous-systèmes du système isolé considéré. 

Nous reviendrons ultérieurement à l'étude détaillée de la dis- 
tribution (4,2) (chapitre 111). Ce qui nous importe c’est que le coef- 
ficient &, est simplement une constante de normalisation déterminée 


par la condition Fpedptdg=1. Les constantes $, y, 8 sont sept 


grandeurs indépendantes qui peuvent évidemment être déterminées 
par sept valeurs constantes des intégrales premières additives du 
système isolé en entier. 

Ainsi, nous arrivons à une conclusion qui est très importante 
en statistique. Les valeurs des intégrales premières additives — 
énergie, impulsion et moment — déterminent complètement les 
propriétés statistiques d’un système isolé, c’est-à-dire la distribution 
statistique de tous ses sous-systèmes et par suite la valeur moyenne 
de toutes leurs grandeurs physiques. Ces sept intégrales premières 
additives remplacent les innombrables données (conditions initiales) 
requises pour une description mécanique. 

Les considérations précédentes permettent d'établir immédia- 
tement pour un système isolé une fonction de distribution simple, 
apte à décrire ses propriétés statistiques. Puisque, comme nous ve- 
nons de le voir, les valeurs des intégrales premières non additives 
a'influent pas sur les propriétés du système, on peut se servir, pour 


22 PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATISTIQUE 


les décrire, d’une fonction quelconque p ne dépendant que des 
valeurs des intégrales premières additives du système et satisfaisant 
au théorème de Liouville. La plus simple de ces fonctions est p—const 
pour tout point de l’espace des phases correspondant à des valeurs 
données constantes de l'énergie (E,;), de l'impulsion (P,) et du moment 
(M;) du système (indépendamment des valeurs des intégrales non 
additives) et p=0 pour tous les autres points. Il est évident que la 
fonction ainsi déterminée est, tout au moins, constante le long des 
trajectoires de phase du système, c'est-à-dire qu’elle satisfait au 
théorème de Liouville. 

Ceci n’est d’ailleurs pas tout à fait exact. En effet, les points 
déterminés par les équations 


E(p,q9)=Eo P(p,9)=Ps, M(p, 9) =Mo (4.3) 


forment une certaine variété à 2s—7 dimensions (et non à 2s dimen- 
sions comme pour le volume en phases). Ainsi, pour que l'intégrale 


[p dp dg ne soit pas nulle, il faut que la fonction p(p,q) soit infinie 


en ces points. La fonction de distribution d'un système isolé doit 
être écrite de la manière suivante : 


p=const-Ô(E—E,)8(P—P,)5(M—M,). (4,4) 


La présence de la fonction 6! annule p en tout point de l’espace des 
phases pour lequel l’une des grandeurs E, P, M n’est pas égale à sa 
valeur donnée E,,, P,, M,. L'intégrale de p pour un volume en phases 
quelconque contenant au moins une partie de la variété de points 
mentionnée plus haut est finie. La distribution (4,4) est dite micro- 
canonique.? 

L'impulsion et le moment d'un système isolé sont liés à son 
mouvement — mouvement de translation uniforme et de rotation 
uniforme — en entier. C’est pourquoi on peut dire que l’état statis- 
tique d’un système effectuant un mouvement donné ne dépend que 
de son énergie. Ainsi, en statistique, l’énergie joue un rôle prépon- 
dérant. 

Pour exclure complètement dans la suite le moment et l’impul- 
sion, on peut utiliser l’artifice suivant : imaginons que le système se 
trouve dans une « caisse » rigide et prenons un système de coordon- 
nées tel que la « caisse » soit au repos. Dans ces conditions le moment 
et l'impulsion ne seront en général pas des intégrales premières, et la 

1 Pour la définition et les propriétés de la fonction à voir par exemple 
« Mécanique quantique », $ 5. 

3 Soulignons une fois de plus que cette distribution n’est nullement la 
distribution statistique réelle d'un système isolé. Prendre cette distribution 
pour réelle équivaut à dire que la tra jectoire de phase d’un système isolé durant 
un intervalle de temps suffisant passera aussi près que l’on voudra d'un point 
quelconque de la variété déterminée par l'équation (4,3). Mais cette affirmation 
(connue sous le nom d'hypothèse ergodique) n'est en général pas vraie. 
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seule intégrale première additive restante sera l'énergie ; en même 
temps, la présence de la « caisse » n’influera évidemment pas sur les 
propriétés statistiques des petites parties du système (sous-systèmes). 
Ainsi, pour les logarithmes des fonctions de distribution des sous- 
systèmes à la place de (4,2) on aura des expressions encore plus sim- 
ples 


Mp,=a,+BE, (p, q). (4,5) 
La distribution microcanonique sera : 
p=const-ô(E —E,). (4,6) 


Jusqu'ici nous avons supposé que tout le système isolé se trouve 
en état d'équilibre statistique. En d’autres termes, nous l’avons 
considéré durant des intervalles de temps bien supérieurs au temps de 
relaxation. 

Pratiquement, il est habituellement indispensable de considérer 
des intervalles de temps du même ordre de grandeur ou même infé- 
rieurs au temps de relaxation. Pour de grands systèmes, ceci se trouve 
être possible grâce à l'existence d’équilibres incomplets en plus de 
l'équilibre statistique complet du système en entier. 

En effet, le temps de relaxation augmente avec les dimensions du 
système. Il s'ensuit que de petites parties arrivent séparément à 
l’état d'équilibre bien avant que soit établi l’équilibre entre les di- 
verses petites parties. Ceci veut dire que chaque petite partie du 
système est décrite par sa propre fonction de distribution du type 
(4,2), mais avec des valeurs différentes des paramètres de distri- 
bution B, y, ô. On dit alors que le système se trouve en équilibre 
incomplet. Puis l'équilibre incomplet se transforme peu à peu en équi- 
libre complet, les paramètres $, y, 6 pour chaque petite partie varient 
lentement dans le temps devenant en fin de compte identiques pour 
tout le système isolé. 

Souvent on a également affaire à des équilibres incomplets d’un 
autre type. Ces équilibres proviennent non du fait que le temps de 
relaxation de tout le système et celui de ses petites parties sont très 
différents, mais de la différence entre les vitesses des processus 
ayant lieu dans le système entier. L'équilibre incomplet dans un 
mélange de plusieurs substances se trouvant en réaction chimique 
peut ici servir de bel exemple. Par suite de la lenteur relative des 
réactions chimiques, l'équilibre par rapport au mouvement des 
molécules s’établit en général bien plus rapidement que l'équilibre 
par rapport aux transformations mutuelles des molécules, c’est-à-dire 
par rapport à la composition du mélange. Ceci permet de considérer 
l'équilibre incomplet d’un mélange comme un état d'équilibre (en 
réalité de non-équilibre) pour une composition chimique donnée. 
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La présence d’équilibres incomplets permet d'introduire la no- 
tion d’état macroscopique du système. On appelle description macros- 
copique d’un système, par opposition à la description mécanique mi- 
croscopique (c’est-à-dire donnant les coordonnées et les impulsions 
de toutes les particules du système), une description donnant les 
valeurs moyennes des grandeurs physiques décrivant l’un de ses 
équilibres incomplets. Par exemple, ce peuvent être les valeurs moyen- 
nes des grandeurs caractérisant des parties suffisamment petites 
mais macroscopiques du système, chacune d'elles peut être considé- 
rée comme se trouvant en équilibre particulier propre. 


$ 5. Matrice statistique 


Passant à l’étude des particularités de la statistique quantique 
nous voudrions remarquer, avant tout, qu’il serait aussi vain que 
dans le cas classique d'essayer d’aborder le problème de la détermi- 
nation du comportement d’un corps macrostopique d’une manière 
purement mécanique. Une telle méthode nécessiterait la résolution 
de l'équation de Schrôdinger pour un système comprenant toutes les 
particules du corps ; ce problème est encore plus ardu que l'intégra- 
tion des équations classiques du mouvement. Mais même s'il était 
possible, pour quelque cas particulier, de trouver la solution géné- 
rale de l'équation de Schrôdinger, il serait absolument impossible 
de choisir et d'écrire la solution particulière satisfaisant aux condi- 
tions concrètes du problème, cette solution étant caractérisée par 
des valeurs données d’une quantité énorme de nombres quantiques 
divers. De plus, comme nous le verrons ci-dessous, la notion d’état 
stationnaire pour un corps macroscopique devient ici en quelque 
sorte conventionnelle ; ce fait a une grande importance de principe. 

Nous allons tout d’abord mettre en évidence certaines particula- 
rités caractérisant un corps macroscopique, du point de vue purement 
quantique, par comparaison aux systèmes composés d’un nombre 
relativement petit de particules. 

Ces particularités conduisent à une répartition très dense des 
niveaux dans le spectre des valeurs propres de l’énergie du corps ma- 
croscopique. La raison d’une telle densité est facile à comprendre ; 
en effet, il suffit de remarquer que, par suite du grand nombre de 
particules composant le corps, l’énergie peut être « répartie» selon les 
diverses particules d’une infinité de manières. La relation existant 
entre ce fait et la grande densité des niveaux devient particulière- 
ment évidente si l’on considère par exemple un corps macroscopique, 
que l’on peut imaginer comme un «4 gaz » composé de V particules 
sans aucune interaction mutuelle et se trouvant dans un certain 
volume. Les niveaux d'énergie d'un tel système correspon- 
dent simplement aux sommes des énergies des diverses particules, 
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l’énergie de chaque particule prenant une infinité de valeurs discrè- 
tes !. Il est évident que lorsque l’on choisit de toutes les façons pos- 
sibles les valeurs de N termes de cette somme, à tout domaine per- 
ceptible et fini du spectre correspondra un nombre énorme de valeurs 
possibles de l'énergie du système, qui par conséquent seront voisines 
les unes des autres. 

On peut montrer [voir (7, 18)] en général que le nombre de ni- 
veaux pour un intervalle fini du spectre d'énergie du corps macros- 
copique augmente avec le nombre de particules de ce corps suivant 
une loi exponentielle, et la distance entre les niveaux s'exprime par 
un nombre de l'ordre 107% (où V est un nombre du même ordre de 
grandeur que le nombre de particules du corps), l’unité prise est ici 
sans importance car la différence entre les diverses unités d'énergie 
ne joue aucun rôle pour un tel nombre prodigieusement petit ?. 

Par suite de la densité énorme de ces niveaux d'énergie un corps 
macroscopique ne peut en fait se trouver dans un état rigoureusement 
stationnaire. Avant tout, il est évident que la valeur de l'énergie du 
système est en tout cas « étalée » d’une valeur de l’ordre de grandeur 
de l'énergie d’interaction du système avec les corps extérieurs. Mais 
cette dernière est infiniment supérieure à la distance entre les niveaux, 
ceci non seulement pour des sous-systèmes « quasi isolés» mais 
aussi pour des systèmes qui de tout autre point de vue pourraient 
être considérés comme rigoureusement isolés. Dans la nature, il n'y 
a évidemment pas de systèmes complètement isolés dont l’interac- 
tion avec tout autre corps soit nulle ; toute interaction restant en 
fait, qui peut être suffisamment petite pour ne pas influer sur toute 
autre propriété du système, sera encore infiniment grande par rap- 
port aux intervalles infiniment petits de son spectre d'énergie. 

Il existe encore une autre raison profonde pour laquelle un corps 
macroscopique ne peut, en fait, se trouver dans un état stationnaire. 
En mécanique quantique, l’état d’un système décrit par une certai- 
ne fonction d’onde apparaît par suite d’un certain processus d'’inter- 
action de ce système avec un autre système obéissant avec une pré- 
cision suffisante aux lois de la mécanique classique. L'apparition 


! Les intervalles entre des niveaux d'énergie voisins d’une particule sont 
inversement proportionnels au carré des dimensions linéaires L du volume dans 
lequel elle se trouve (—Â2/mL? où m est la masse de la particule, À la constante 
Rs nnque 

2 11 faut noter que les considérations précédentes ne peuvent s'appliquer 
au tout début du spectre d'énergie ; les distances entre les premiers niveaux 
d'énergie du corps macroscopique peuvent ne pas dépendre des dimensions du 
corps, par exemple pour le spectre électronique d’un corps diélectrique (voir 
$ 70). Mais ce fait n’influe pas sur les conclusions ultérieures ; en effet, étant 
rapportées à une particule, les distances entre les premiers niveaux d'un corps 
macroscopique sont minimes et la densité en question peut être obtenue pour 
des énergies tout à fait infimes lorsqu'elles sont rapportées à une particule. 


ee 
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d'un état stationnaire possède certaines particularités. Il faut ici 
distinguer les valeurs de l'énergie du système Æ avant l'interaction 
et l'énergie £” de l’état apparu par suite de l'interaction. On sait ! 
que les imprécisions AE et AE° des grandeurs E et E” sont liées 
à la durée At du processus d'interaction par la relation 


JAE —AE|- À. 


Les erreurs AE et AE” sont en général du même ordre de grandeur et 
on ne peut pas faire que AE*"< AE. On peut ainsi affirmer qu'on a 
également AE’—h/At. Mais pour qu'un état puisse être considéré 
comme stationnaire l’'imprécision AE” doit au moins être petite par 
rapport à la distance entre les niveaux voisins. Par suite de la pe- 
titesse de cette dernière, nous voyons que pour faire passer un corps 
macroscopique dans un état stationnaire quelconque, il faudrait un 
temps incommensurable At—h/AE’. En d'autres termes, nous ar- 
rivons de nouveau à la conclusion de l'impossibilité de réaliser un 
état purement stationnaire pour un corps macroscopique. 

En général, l’état d’un corps macroscopique ne peut être décrit 
à l’aide de la fonction d’onde, car, en fait, la réserve possible des 
données concernant l’état d’un tel corps est loin de correspondre à 
l’ensemble total de données indispensables pour obtenir la fonction 
d'onde. On se trouve ici en face d’un problème semblable à celui 
de la statistique classique où l’on ne peut tenir compte des conditions 
initiales de toutes les particules du corps, ce qui conduit à l’impos- 
sibilité d’une description mécanique précise de ce dernier ; l'analo- 
gie n’est d’ailleurs pas complète car l’impossibilité de réaliser une 
description quantique totale et l’absence d’une fonction d’onde 
décrivant le corps macroscopique peuvent, comme nous l'avons vu, 
avoir des raisons bien plus profondes. 

La description quantique basée sur un ensemble incomplet de 
données du système s'effectue, comme on le sait, à l’aide de la ma- 
trice densité?. La connaissance de la matrice densité permet de cal- 
culer la valeur moyenne de toute grandeur caractérisant le système 
ainsi que les probabilités des différentes valeurs de ces grandeurs. 
Une description incomplète est alors caractérisée par le fait que les 
résultats de mesures diverses, qui peuvent être prévus avec une cer- 
taine probabilité grâce à la connaissance de la matrice densité, 
auraient, peut-être, pu être prévus d’une manière plus, ou même en- 
tièrement. certaine grâce à la connaissance d’un ensemble complet 
de données du système, suffisant pour trouver sa fonction d’onde. 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 44. 
3 Jbid., $ 14. 
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Nous n’allons pas écrire ici les formules connues en mécanique 
quantique se rapportant à la matrice densité en représentation de 
coordonnées, car, en fait, cette représentation n’est pas utilisée en 
statistique. Nous allons cependant montrer comment on peut in- 
troduire la matrice densité directement en représentation de l'énergie 
indispensable aux applications statistiques. 

Considérons un certain sous-système pour lequel nous introduirons 
la notion d’« états stationnaires » comme étant des états obtenus 
lorsque l’on néglige complètement les interactions de ce sous-système 
avec les parties environnantes du système isolé. Soient w,(q) les 
fonctions d'onde normalisées de ces états (sans facteur de temps), 
où q désigne symboliquement l’ensemble de toutes les coordonnées 
du sous-système et l'indice nr l’ensemble de tous les nombres quanti- 
ques indiquant les divers états stationnaires ; désignons par E, 
l'énergie de ces états. 

Supposons qu’à un certain moment le sous-système se trouve 
dans un état décrit d’une manière complète par la fonction d'onde Y. 
Cette dernière peut être développée suivant des fonctions ,(q) 
formant un système complet. Ecrivons ce développement sous la 
forme 


F=Lc,y,. (5,1) 


La valeur moyenne de toute grandeur f pour un état donné peut, 
comme on le sait, être calculée d’après les coefficients c, à l’aide 
de la formule 


F = ZE CnEnfnms (5,2) 
où 
fan = VafPadq (5,3) 


sont les éléments matriciels de la grandeur f (f est l’opérateur corres- 
pondant). 

Passer d’une vs. Li quantique complète du sous-système 
à sa description incomplète équivaut en un certain sens à prendre la 
moyenne pour les divers états W. Les valeurs moyennes des produits 
crc donneront un ensemble double (suivant deux indices) de cer- 
taines grandeurs que nous désignerons par w,, et qui ne peuvent 
plus être exprimées sous la forme de produits de grandeurs formant 
un ensemble ordinaire. La valeur moyenne de la grandeur f s’expri- 
mera maintenant par une formule du type 


= EE Umaf nn (5,4) 


L'ensemble des grandeurs w,,, (qui sont en général fonctions du temps) 


28 PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATISTIQUE 


représente la matrice densité dans la représentation de l'énergie ; 
en statistique on l'appelle matrice statistique. 
Si l’on considère w,, comme les éléments matriciels d’un certain 


opérateur statistique w, la somme Sw,, f,.\, Sera l'élément matri- 


n =" _ 
ciel diagonal du produit des opérateurs wf et la valeur moyenne f 
s’écrira sous la forme de trace (somme des éléments diagonaux) de 


cet opérateur . _ ” 
= @i),,= Tr Gp. (5.5) 


Cette manière d'écrire présente l'avantage de permettre d'’effec- 
tuer les calculs à l’aide d’un ensemble arbitraire complet de fonctions 
d’onde orthonormées : la trace de l’opérateur ne dépend pas du choix 
du système de fonctions par rapport auxquelles on détermine les 
éléments matriciels ?. 

Les autres expressions quantiques contenant c, doivent subir 
les mêmes modifications, chaque fois les produits cie, doivent être 
remplacés par leurs « valeurs moyennes » w,,, : 


Cl — Vnn* 


Ainsi, la probabilité pour le sous-système de se trouver dans le 
n-ième état sera égale à l'élément diagonal correspondant w,,, de la 
matrice densité (à la place du carré du module c;c,). Il est évident 
que ces éléments que nous désignerons plus bas par w, seront toujours 
positifs 

w,=w,,>0 (5,6) 


et satisferont à la condition de normalisation 
Trw=Yuw,=1 (5,7) 


nñn 
(correspondant à la condition Ye, P=1). 
n 


Il est indispensable de remarquer que la valeur moyenne prise 
pour les divers états W que nous avons introduits dans le but de 
rendre évident le passage d’une description quantique complète à 
une description incomplète, a un sens très conventionnel. En particu- 
lier, il serait tout à fait inexact de croire que la description faite à 
l’aide de la matrice densité correspond au fait que le sous-système 
peut avec des probabilités différentes se trouver dans différents 


1 Nous parlons de représentation de l’énergie car c'est elle qui est en gené- 
ral utilisée en statistique. Cependant, nous n'avons utilisé nulle part le fait que 
Ÿ, sont des fonctions d'obde d'états stationnaires. Il est ainsi évident que d'une 
manière analogue on peut déterminer la matrice densité par rapport à Luut sys- 
tème complet de fonctions d'onde. 

? Voir « Mécanique quantique », $& 12. 


MATRICE STATISTIQUE 29 


états Ÿ et que la valeur moyenne est prise pour ces probabilités ; 
une telle affirmation se trouve en contradiction avec les principes 
fondamentaux de la mécanique quantique. 

Les états d'un système quantique décrits à l’aide des fonctions 
d'onde sont parfois appelés états purs par opposition à ceux qui sont 
décrits par la matrice densité et que l’on appelle mélanges. I] faut 
faire attention de bien comprendre ces derniers dans le sens indiqué 
plus haut. 

La valeur moyenne prise à l’aide de la matrice statistique et dé- 
terminée par la formule (5,4) a une double origine. Elle provient, 
d’une part, de la moyenne, liée au caractère aléatoire de la descrip- 
tion quantique — même la plus complète — et, d'autre part, de 
la valeur moyenne statistique qu’il a été indispensable d'introduire 
par suite de notre connaissance incomplète de l’objet considéré. 
Dans le cas d’un « état pur » il ne reste que la première moyenne, 
en statistique on a obligatoirement les deux moyennes. Il ne faut 
pas oublier que ces deux moyennes ne peuvent être séparées l’une de 
l’autre ; elles sont prises d'emblée et l’on ne peut pas les représenter 
comme le résultat de deux moyennes consécutives, l’une purement 
quantique et l’autre statistique. 

La matrice statistique remplace en statistique quantique la 
fonction de distribution de la statistique classique. Tout ce qui a été 
dit dans les paragraphes précédents pour la statistique classique 
concernant le caractère pratiquement déterminé des prévisions fai- 
tes, s'applique intégralement à la statistique quantique. La démons- 
tration, faite au paragraphe 2, du fait que les fluctuations relatives 
des grandeurs physiques additives tendent vers zéro (lorsque le nom- 
bre de particules augmente) ne fait appel à aucune propriété spéci- 
fique de la mécanique classique et par conséquent peut entièrement 
être rapportée au cas quantique. Par conséquent, nous pouvons com- 
me auparavant affirmer que les grandeurs macroscopiques restent 
pratiquement égales à leurs valeurs moyennes. 

En statistique classique, la fonction de distribution p(p,q) donne 
directement la distribution des probabilités des différentes valeurs 
des coordonnées et des impulsions des particules du corps. Il en est 
tout autrement en statistique quantique où les grandeurs w, ne 
donnent que la probabilité de trouver le crps dans tel ou tel état 
quantique, sans indication concrète des valeurs des coordonnées 
ou des impulsions des particules. 

Par suite de la nature même de la mécanique quantique, en sta- 
tistique quantique il ne peut être question que de trouver la dis- 
tribution des probabilités des coordonnées et des impulsions séparé- 
ment et non simultanément, car les coordonnées et les impulsions des 
particules ne peuvent en général avoir simultanément des valeurs 
déterminées. Les distributions des probabilités cherchées doivent 
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tenir compte tant de l’indétermination statistique que de l’indé- 
termination propre à la méthode quantique de description. Pour 
trouver ces distributions nous allons de nouveau utiliser des raison- 
nements analogues aux précédents. Supposons tout d’abord que le 
corps se trouve dans un état quantique pur avec la fonction d’onde 
(5,1). La distribution des probabilités des coordonnées est ici dé- 
terminée par le carré du module 


ainsi la probabilité pour les coordonnées de prendre des valeurs dans 
l'intervalle dg=—dg,dg....dg, est égale à dw,=—|Wfdg. On passe au 
cas du mélange en remplaçant les produits c;c, par les éléments 
w,nde la matrice statistique, par suite [WF devient 


D D Lan Pr Va 
n m 
Mais par définition des éléments matriciels, on peut écrire 


2 Dan Va — up, 
Par suite 


2 2 D nn Pa Va — 2 Pad bre 


Ainsi, nous arrivons à la formule suivante pour la distribution 
des probabilités des coordonnées : 


dw, = 2 Pa, ° dg. (5,8) 


Dans l'expression écrite sous cette forme, on peut prendre pour Ÿ, 
un système complet quelconque de fonctions d’ondes normalisées. 
Nous allons maintenant trouver la distribution des probabilités 
pour les impulsions. Les états quantiques pour lesquels toutes les 
impulsions ont des valeurs déterminées correspondent au mouvement 
libre de toutes les particules. Désignons par 4, (q) les fonctions d'onde 
de ces états où l'indice p représente l’ensemble des valeurs de ces 
impulsions. On sait que les éléments diagonaux de la matrice densité 
ne sont pas autre chose que les probabilités de trouver le système 
dans les états quantiques correspondants. Ainsi, en déterminant la 
matrice densité par rapport au système de fonctions %,, on obtient 
la distribution cherchée pour les impulsions suivant la formule ! 


dw,=w,,dp=dp-\ Var, dg, (5,9) 


1 Les fonctions ÿ, sont supposées être normalisées suivant les fonctions 
6 de toutes les impulsions. 
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où dp=dp,dp,...dp.. . … | 

Il est curieux de remarquer que les deux distributions, suivant les 
coordonnées et les impulsions, peuvent être obtenues par intégration 
d'une même fonction 


L = (g)w, (a)- (5,10) 


En l’intégrant sur dg on obtient la distribution des impulsions. En 
l'intégrant sur dp on obtient la distribution des coordonnées [expres- 
sion (5,8) avec les fonctions ÿ, en qualité de système complet de 
fonctions d'onde]. Soulignons cependant qu'en aucun cas ceci ne veut 
dire que la fonction (5,10) peut être considérée comme la distribu- 
tion des probabilités simultanément des coordonnées et des impul- 
sions ; l'expression (5,10) est complexe et, de plus, un point de vue 
semblable serait en contradiction avec les principes de base de la 
mécanique quantique. 


$ 6. Distribution statistique en statistique quantique 


En mécanique quantique, on peut démontrer un théorème tout 
à fait analogue au théorème de Liouville obtenu au $ 3, qui est basé 
sur la mécanique classique. 

Pour cela nous allons d’abord trouver l’équation quantique gé- 
nérale déterminant la dérivée par rapport au temps de la matrice 
statistique pour tout système (isolé) !. Suivant la méthode utilisée 
au paragraphe précédent, supposons tout d’abord que le système se 
trouve dans un état « pur » avec une fonction d'onde représentée 
par une série de la forme (5,1). Par suite du fait que le système est 
isolé, sa fonction d'onde aura la même allure pour tous les moments 
postérieurs ; de plus, seuls les coefficients c, seront maintenant des 
fonctions du temps proportionnelles aux facteurs e—i£nt/h, Nous 
aurons alors : 


Le passage à la matrice statistique dans le cas général des mélanges 
s'effectue maintenant en remplaçant c:c, par w,,. Ainsi, nous 


1 Lorsqu'au paragraphe précédent nous parlions de la matrice densité d'un 
sous-système nous entendions ses principales applications statistiques. Il est 
évident qu'un système isolé, qui est un mélange, peut être décrit à l’aide de Ja 
matrice densité. 
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trouvons l’équation cherchée 


Dan= + (E,—En) Du (6,1) 


Cette équation peut être mise sous forme opératorielle en re- 
marquant que : 


(E,—E,) Van 2 nn — End im)r 


où A, sont les éléments de la matrice de l'hamiltonien À du sys- 
tème (cette matrice est diagonale dans la représentation choisie de 
l'énergie). Ainsi, 


w =+ wû — Fo). (6,2) 


(Notons que le signe de cette expression est différent de celui de 
l'expression quantique générale de l'opérateur dérivée d’une grandeur 
par rapport au temps.) 

Nous voyons que pour que la dérivée par rapport au temps de la 
matrice statistique soit nulle, l’opérateur & doit commuter avec 
l'hamiltonien du système. Ce résultat représente l’analogue quanti- 
que du théorème de Liouville : en mécanique classique pour que la 
fonction de distribution soit stationnaire, i] faut que w soit une in- 
tégrale première ; le fait que l'opérateur d’une grandeur quelconque 
commute avec l'hamiltonien est justement l’expression quantique de 
la conservation de cette grandeur. 

Dans la représentation de l'énergie qui nous intéresse, la condi- 
tion de stationnarité se formule avec une particulière simplicité : 
de (6,1) on voit que w,,, doit être une matrice diagonale, ce qui cor- 
respond également aux expressions matricielles usuelles de la con- 
servation quantique d'une grandeur (la matrice de la grandeur con- 
servative est mise sous forme diagonale simultanément avec l’hamil- 
tonien). 

Comme au $ 3, nous pouvons appliquer les résultats obtenus aux 
sous-systèmes quasi isolés, examinant les intervalles de temps du- 
rant lesquels ceux-ci peuvent, avec une précision suffisante, être 
considérés comme isolés. Puisque les distributions statistiques (ici 
matrice densité) des sous-systèmes doivent, par définition même de 
l'équilibre statistique, être stationnaires, nous pouvons avant tout 
en conclure que les matrices w,, de tous les sous-systèmes sont dia- 
gonales!. La détermination de la distribution statistique se réduit 


1 Comme cette affirmation est en quelque sorte liée au fait qu’on néglige 
les interactions des sous-systèmes, on peut dire plus exactement que les élé- 
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par conséquent au calcul des probabilités w,=w,, qui représentent 
« la fonction de distribution » en statistique quantique. La formule 
(5,4) donnant la valeur moyenne d’une grandeur quelconque f se 
trouve être ainsi simplifiée et prend la forme : 


F= Z0ifans (6,3) 


elle ne contient que les éléments matriciels diagonaux f,,. 

Puis, tenant compte du fait que w doit être « une intégrale pre- 
mière » quantique et que les sous-systèmes sont quasi indépendants, 
on trouve [démonstration analogue à celle de la formule (4,5)] que 
le logarithme de la fonction de distribution des sous-systèmes doit 
avoir la forme : 


nu = a+ $pEf (6,4) 


(l'indice a se rapporte aux divers sous-systèmes). Ainsi, les probabi- 
lités w, peuvent s'exprimer sous la forme d’une fonction ne dépen- 
dant que du niveau d'énergie : w,=u(E,). 

Enfin, toutes les considérations faites au $ 4 concernant les inté- 
grales premières additives restent valables ici, en particulier l’éner- 
gie ; elles déterminent toutes les propriétés statistiques d’un système 
isolé. Ceci permet de nouveau d'établir pour un système isolé une 
fonction de distribution simple permettant de décrire ses proprié- 
tés statistiques, tout en n'étant pas (comme dans le cas classique) 
la fonction de distribution réelle. 

Pour formuler mathématiquement cette « distribution micro- 
canonique quantique » il faut utiliser l’artifice suivant. Supposant 
le spectre énergétique des corps macroscopiques « presque continu », 
introduisons la notion de nombre d'états quantiques d’un système 
isolé « rapportés » à un intervalle infiniment petit des valeurs de 
son énergie. Désignons ce nombre par dl" ; il joue ici un rôle analogue 
à celui de l'élément dp dgde l'espace des phases dans le cas 
classique. 

Si l'on considère un système isolé comme composé de sous-sys- 
tèmes, en négligeant l'interaction de ces derniers, tout état du sys- 
tème en entier peut être caractérisé si l’on donne les états de tous 
les sous-systèmes, et le nombre d[ se présentera alors sous la forme 


ments non diagonaux w,,, tendent vers zéro au fur et à mesure de la diminution 
du rôle relatif de ces interactions, par conséquent au fur et à mesure de l'augmen- 
tation du nombre de particules des sous-systèmes. 

1 Rappelons que nous nous sommes entendus ($ 4) de ne pas prendre en 
considération l'impulsion et le moment du système en entier, pour cela il suffit 
de supposer que le système se trouve dans une « caisse » rigide considérée dans 
un système de coordonnées dans lequel elle est au repos. | 


2 Ni1i64i 
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de produit 
dr = HdFr, (6,5) 


des nombres dl, des états quantiques des sous-systèmes (tels que la 
somme des énergies de tous les sous-systèmes se trouve justement 
dans l'intervalle considéré des valeurs des énergies de tout le système 
isolé). 

Nous pouvons maintenant mettre la distribution microcanonique 
sous une forme analogue à l'expression (4.6) en écrivant l'expression 
He pour la probabilité dw de trouver le système dans l’un des 
états dr : 


dw - const-Ô(E—E,) I dr, (6,6) 


$ 7. Entropie 


Considérons un système isolé durant un intervalle de temps su- 
périeur au temps de relaxation ; nous supposons donc le système en 
équilibre statistique complet. 

Effectuons d’abord les raisonnements ci-dessous pour le cas de 
la statistique quantique. Divisons le système en un grand nombre de 
parties macroscopiques (sous-systèmes) et considérons l’une d’entre 
elles. Soit w, la fonction de distribution de ce sous-système ; pour 
simplifier les formules nous allons d’abord omettre pour &,, (et pour 
les autres grandeurs) l'indice du sous-système. La fonction w, per- 
met en particulier de calculer la distribution des probabilités des 
différentes valeurs de l'énergie E du sous-système. Nous avons vu 
que w,, peut être écrit comme une fonction de la seule énergiew, =w(E,) 
{voir (6,4)]. Pour obtenir la probabilité W(E)dE pour que l'énergie 
du sous-système se trouve dans l'intervalle entre £ et E+dE£, il 
faut multiplier w(ÆE) par le nombre d’états quantiques ayant des 
énergies se trouvant dans cet intervalle ; nous utilisons ici la notion de 
spectre énergétique « étalé » qui a été introduite à la fin du paragra- 
phe précédent. Désignons par l'(£) le nombre d'états quantiques dont 
les énergies sont inférieures ou égales à E ; le nombre d'états qui nous 
intéresse (dont les énergies se trouvent entre E et E+dE) peut alors 
s'écrire sous la forme: 

dT (E) 
2 dE, 


et la distribution des probabilités de l'énergie sera: 


W(E)= TE) w(E). (7,1) 
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La condition de normalisation ‘: 
[W(E)dE =1 


veut dire du point de vue géométrique que la surface limitée par la 
courbe W—W{(E) est égale à l'unité. 

Conformément aux affirmations générales du $ 1, la fonction 
W(E) a un maximum très net pour £ — E et diffère de zéro seulement 
à proximité de ce point. Intreduisons la « largeur » AE de la courbe 
W=W(E) en la déterminant comme la largeur du rectangle dont la 
hauteur est égale à la valeur de la fonction W(E) au point du maximum 
et la surface à l’unité : 


W (É) AE =1. (7.2) 


Tenant compte de l'expression (7,1) on peut écrire cetle défi- 
nition sous la forme 


w(E) AT =1, (7,3) 
où . 
dr (£ “ 
ar = 6 AE (7,2) 


représente le nombre d'états quantiques correspondant à l'intervalle 
ÂAË des valeurs de l'énergie. La grandeur AT ainsi définie caracté- 
rise le « degré d’étalement » de l’état macruscopique du sous-système 
suivant ses états microscopiques. Pour ce qui est de l'intervalle AE 
il est du même ordre de grandeur que la fluctuation moyenne de 
l'énergie du sous-système. 

Les définitions données peuvent être facilement rapportées à 
la statistique classique, mais la fonction w(E) doit être remplacée 
par la fonction elassique de distribution p, au lieu de AT on parlera 
de volume du domaine de l'espace des phases déterminé par la for- 
mule 


p (Ë) Ap Ag =1. (7,5) 


Le volume en phases Ap Ag tout comme AT caractérise les dimensions 
du domaine de l'espace des phases où ledit sous-système se trouve 
la majeure partie du temps. 

I n'est pas difficile d'établir la relation existant entre AF et 
Ap Ag, lors du passage à la limite de la théorie quantique à la théorie 
classique. On sait ! que, dans le cas quasi classique, qui est voisin de 
la mécanique classique, on peut établir une correspondance déter- 
minée entre le volume d’un domaine quelconque de l’espace des 
phases et le nombre d'états quantiques qui lui « correspondent » ; 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 48. 
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on peut dire qu'à chaque état quantique « correspond » une « cel- 
lule » dans l’espace des phases, dont le volume est (2xÂ)° (s est le 
nombre de degrés de liberté du système). Ainsi, il est clair que dans 
le cas quasi classique le nombre d'états AT peut être mis sous la 
forme : 

Ag 3209 (7,6) 


(2rh)s" 


où s est le nombre de degrés de liberté du sous-système donné. Cette 
formule établit la correspondance cherchée entre AT et Ap Ag. 

La grandeur AT est appelée poids statistique de l’état macrosco- 
pique du sous-système, et son logarithme 


S—InAT (7,7) 


est appelé entropie du sous-système. Dans le cas classique l'entropie 
est déterminée conformément à l'expression 


__1 AP Ag 
al (7,8) 


L’entropie ainsi définie, tout comme le poids statistique, est une 
grandeur sans dimensions. Puisque le nombre d'états AT ne peut, 
en tout cas, être inférieur à l'unité, l’entropie ne peut être négative. 
L'entropie est une des notions essentielles de la statistique. 

Il faut remarquer que, du point de vue de la statistique pure, il 
ne peut être question d'introduire la notion de « nombre d'états 
microscopiques » et on serait alors obligé de définir le poids statis- 
tique comme égal à la valeur de Ap Ag. Mais la dimension de cette 
grandeur, comme tout volume de l’espace des phases, est égale au 
produit des s impulsions et des s coordonnées, soit la s-ième puissance 
de l’action [(erg-s)l. L'entropie définie comme InApAg aurait 
alors la dimension très particulière du logarithme de l’action. Ceci 
voudrait dire que lors d’un changement d'unité de l’action, l’en- 
tropie varierait d’une constante additive : si l’unité de l'action varie 
a fois, la grandeur Ap Ag devient a’Ap Ag et In Ap Aqg—In Ap Ag+sina. 
Ainsi, en statistique purement classique, l’entropie est une grandeur 
définie à une constante additive près, dépendant du système d'uni- 
té. Seules les différences des entropies, c'est-à-dire les variations de 
l'entropie lors de tel ou tel processus, ne dépendant pas des unités 
sont des grandeurs univoques. 

Ceci est lié à l'apparition de la constante quantique À dans la 
définition (7,8) de l’entropie en statistique classique. Seule la no- 
tion de nombre d'états quantiques discrets, liée inévitablement à 
une constante quantique différente de zéro, permet d'introduire un 
poids statistique sans dimensions et par là même de définir l'entropie 
<omme une grandeur tout à fait univoque. 
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Nous allons maintenant écrire la définition de l'entropie sous 
une autre forme, en l’exprimant au moyen de la fonction de distri- 
bution. Suivant (6,4), le logarithme de la fonction de distribution 
du sous-système est de la forme | 


Inw(E,)=a+$E,. 

Par suite de la linéarité de cette expression par rapport à E,,, la gran- 
deur 

Inw(E)=a+$E 
peut être également écrite comme la valeur moyenne Inw(E,). 
Ainsi, l'entropie S—In AT ——Inw(E) [suivant (7,3)] peut être écrite 
sous la forme 

S——Inw(E,), (7,9) 


c'est-à-dire qu'on peut définir l'entropie (prise avec le signe inverse) 
comme la valeur moyenne du logarithme de la fonction de distri- 
bution du sous-système. Par définition de la valeur moyenne on a : 


S=—Yw,lnw,; (7,10) 


cette expression peut être écrite sous la forme opératorielle générale, 
indépendamment du choix du système de fonctions d'onde à l’aide 
desquelles on définit les éléments de la matrice statistique! : 


=—Tr(w Inw). (7,11) 
D'une manière analogue, en statistique classique, la définition 
de l’entropie peut être écrite sous la forme: 


=—in[(2rh)p}=— [oIn{(2nt)p] dp da. (7,12) 


Revenons maintenant au système isolé en entier et soient AT, 
AT,, … les poids statistiques de ses divers sous-systèmes. Si chacun 
des sous-systèmes se trouve dans l’un des AT, états quantiques, il 
est évident que le système en entier aura 


AT=HAT, (7,13) 
a 
états. Cette grandeur est appelée poids statistique et son logarithme 


1 Conformément aux règles générales, l'opérateur In w doit être compris 
comme un opérateur dont les valeurs propres sont égales aux logarithmes des 
valeurs propres de l'opérateur w et les fonctions propres coïncident avec les fonc- 
tions propres de ce dernier. 
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entropie S du système isolé. On voit que 
S CES (7,14) 
a 


c'est-à-dire que l’entropie ainsi définie est une grandeur additive : 
l’entropie d’un système composé est égale à la somme des entropies 
de ses. parties. 

Pour mieux comprendre la manière dont on définit l’entropie il 
est important de ne pas oublier que l’entropie d’un système isolé 
(dont l'énergie totale est désignée par Æ;,) se trouvant en équilibre 
statistique complet peut être également définie directement, sans 
faire appel: à la division du système en sous-systèmes. A cette fin, 
imaginons que le système considéré ne soit en réalité qu'une petite 
partie d’un certain système très grand (que l’on appelle thermostat 
ou bain thermique). Le thermostat est supposé être en équilibre com- 
plet tel que l'énergie moyenne de notre système (qui est maintenant 
un sous-système non isolé du thermostat) coïncide justement avec 
la valeur réelle de l'énergie £,. Nous pouvons alors formellement 
attribuer à notre système une fonction de distribution de la même 
forme que pour chacun de ses sous-systèmes, et à l’aide de la fonc- 
tion de distribution déterminer son poids statistique AT et l'en- 
tropie, ceci directement d'après les formules (7,3-12) dont nous nous 
sommes servis pour Îles sous-systèmes. Il est évident que la présence 
du thermostat n'influe pas sur les propriétés statistiques des petites 
parties (sous-systèmes) de notre système, qui ne sont pas isolées 
et se trouvent en équilibre avec les autres parties du système. Par 
suite, la présence du thermostat ne change pas les poids statistiques 
AF, de ces parties et le poids statistique, qui vient d'être défini, 
coïncide avec celui qui a été défini sous la forme du produit (7,13). 

Jusqu'ici, nous avons supposé que le système isolé se trouve en 
équilibre statistique complet. Il est maintenant nécessaire de géné- 
raliser les définitions données pour les systèmes se trouvant dans 
des états macroscopiques arbitraires (équilibres partiels). Supposons 
donc que le système se trouve dans un certain équilibre partiel, 
nous allons le considérer durant des intervalles de temps At petits 
par rapport au temps de relaxation de l'équilibre complet. Pour 
définir alors l’entropie, nous devons procéder de la manière suivante. 
Divisons par la pensée le système en parties si petites que leurs temps 
de relaxation propres soient petits par rapport aux intervalles de 
temps At (rappelons que les temps de relaxation diminuent en géné- 
ral avec les dimensions du système). De tels sous-systèmes peuvent 
être considérés comme se trouvant durant un intervalle de temps At 
dans certains équilibres particuliers décrits par des fonctions de 
distribution déterminées. On peut donc leur appliquer la définition 
précédente du poids statistique AF,, et calculer ainsi leurs entropies 
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S,. Le poids statistique de tout le système AT est ensuite défini 
comme le produit (7,13) et, par suite, l'entropie S est alors égale 
à la somme des entropies S,. 

Soulignons cependant que l’entropie d’un système qui est hors 
d'équilibre, définie ainsi comme la somme des entropies de ses par- 
ties (satisfaisant à la condition posée ci-dessus), ne peut être mainte- 
nant calculée au moyen de la notion de thermostat, sans diviser le 
système en parties. En même temps, cette définition est tout à 
fait univoque, en ce sens qu'une division postérieure des sous-sys- 
tèmes en parties encore plus petites ne change pas la valeur de l’en- 
tropie, car chaque sous-système se trouve déjà par lui-même en sen 
propre équilibre «complet ». 

I1 faut particulièrement noter le rôle joué par le temps dans la 
définition de l’entropie. L’entropie est une grandeur caractérisant 
les propriétés moyennes du corps durant un certain intervalle de 
temps différent de zéro At. Après s'être donné Af, on doit, pour dé- 
finir S, diviser par la pensée le corps en parties tellement petites que 
leurs temps de relaxation propres soient petits par rapport à At. 
Mais, puisque ces parties doivent elles-mêmes être macroscopiques, 
il est évident que pour des intervalles de temps très petits At, la 
notion d’entropie perd tout sens ; en particulier, on ne peut parler 
de sa valeur instantanée. 

Après avoir ainsi donné une définition cemplète de l’entropie, 
nous allons passer à l'étude des propriétés essentielles et du sens 
physique de cette grandeur. Il faut alors faire appel à la distribution 
microcanonique, d’après laquelle, pour décrire les propriétés sia- 
tistiques d’un système isolé, on peut se servir d’ une fonction de dis- 
tribution de la forme (6,6) 


dw= const-6(E—E,)-]] dr. 


Ici dr, peut être compris comme l'élément différentiel de la fonction 

T,(E,) représentant le nombre d'états quantiques du sous-système 
avec des énergies inférieures ou égales à E, : écrivons dw sous la 
forme 


d=const-8(E—E,) I] + dE. (7,15) 


Par définition même, le poids statistique AT, est une fonction 
de l'énergie moyenne Æ, du sous-système ; il en est de même pour 


S,=S,(É,). Considérons formellement AT, et S, comme des fonc- 
tions de la valeur réelle de l'énergie E, (les mêmes fonctions qui 


dépendent en réalité de Ë,). On peut alors, dans (7,15), remplacer 


les dérivées Te (£e) par le rapport Ale , où AT, est une fonction 
dE, &E, a 
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de E, dans le sens indiqué ci-dessus et AE, l'intervalle des valeurs 
de l'énergie correspondant à AP, (également fonction de E,). Enfin 
remplaçant AP, par eSa(Ea) on obtient : 


dw=const-ô(E —E,)eS dEa 


e AE; (7,16) 


S=XS,(E.) 


est l’entropie de tout le système isolé, considérée comme fonction 
des valeurs exactes des énergies de ses parties. Le facteur ef, 
l’exposant S étant de toute évidence une grandeur additive, est 
une fonction à variation très rapide des énergies £,. La grandeur 
HAE, ne dépend pratiquement pas des énergies (par comparaison 
avec e$) et par conséquent avec un grand degré de précision on peut 
remplacer (7,16) par l'expression 


dw= const-8(E—E,)eS I] 4E.. (7,17) 


Mais dw qui est proportionnel à dE, n'est rien d'autre que la 
probabilité pour tous les sous-systèmes d’avoir des énergies se trouvant 
dans des intervalles donnés entre £, et E,+dE,. Ainsi, on voit que 
cette probabilité se définit par l’entropie du système, comme une 
fonction des énergies des sous-systèmes ; le facteur Ô(E—E,) assure 


l'égalité de la somme E=ŸE, à une valeur donnée E, de l'énergie 


du système. Cette propriété de l’entropie, comme nous allons le 
voir par la suite, se trouve à la base de ses applications statistiques. 

On sait que les valeurs les plus probables des énergies £, sont 
leurs valeurs moyennes £,. Ceci veut dire que la fonction S(E,, 3:52) 
doit être maximale pour E,=E, (ceci pour une valeur donnée de la 
somme SE = E,). Mais E, sont justement les valeurs des énergies 


des sous-systèmes qui correspondent à l'équilibre statistique complet 
du système. Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante, fort im- 
portante : l’entropie d’un système isolé en équilibre statistique com- 
plet prend la plus grande des valeurs possibles (ceci pour une éner- 
gie donnée du système). 

Enfin, indiquons encore une interprétation intéressante de la 
fonction S — S(E)—entropie d’un sous-système ou d'un système isolé 
quelconque (dans ce dernier cas on suppose que le système se trouve 
en équilibre complet, et par suite son entropie peut s'exprimer comme 
une fonction de la seule énergie totale). Le poids statistique AT = est£), 
par définition même, est le nombre de niveaux d'énergie dans l’in- 
tervalle AË caractérisant d’une certaine manière la largeur de la 
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distribution des probabilités de’ l'énergie. Divisant AE par AF, 
il est évident que nous obtiendrons la distance moyenne entre des 
niveaux voisins dans un domaine donné (domaine voisin de E£) 
du spectre énergétique du système considéré. Désignant cette dis- 
tance par D(E), on peut écrire : 


D(E)=AE.e-S®, (7,18) 


Ainsi, la fonction S(E) détermine la densité des niveaux du spectre 
énergétique d’un système macroscopique. Par suite de l’additivité 
de l’entropie, on peut dire que la distance moyenne entre les niveaux 
d'un corps macroscopique diminue exponentiellement lorsque ses 
dimensions (c'est-à-dire le nombre de ses particules) augmentent. 


$ 8. Loi de la croissance de l’entropie 


Si un système isolé ne se trouve pas en état d’équilibre statisti- 
que, les variations dans le temps de l’état macroscopique se produiront 
de telle sorte qu'en fin de compte le système vienne à l'état d'équi- 
libre complet. Caractérisant chaque état macroscopique du système 
par une distribution de l'énergie entre les différents sous-systèmes, 
on peut dire que le système passe par une suite d'états ayant une 
distribution de l'énergie de plus en plus probable. Cette augmenta- 
tion de la probabilité est, en général, très importante par suite de 
son caractère exponentiel que nous avons souligné au paragraphe 
précédent. Nous avons vu que la probabilité est déterminée par 
l'expression e$, l’exposant S étant par ailleurs une grandeur 
additive, l’entropie du système. Nous pouvons dire ainsi que les 
processus se déroulant dans un système isolé hors d'équilibre sont 
tels que le système passe d’une manière continue d'un état à entropie 
moindre à un état à entropie supérieure, jusqu’à ce qu’en fin de comp- 
te l’entropie n'atteigne une valeur maximale correspondant à l’équi- 
libre statistique complet. 

Ainsi, si un système isolé se trouve à un moment donné dans 
un état macroscopique hors d'équilibre, le plus probable est une 
croissance ultérieure monotone de son entropie. C'est ce qu’on ap- 
pelle la loi de la croissance de l'entropie ou la seconde loi de la thermo- 
dynamique. Cette loi a été découverte par R. Clausius et son aspect 
statistique mis en lumière par L. Boltzmann. 

Lorsqu'on parle de la conséquence « la plus probable », on sous- 
entend en réalité que la probabilité de passage dans des états d'’en- 
tropie plus grande est bien supérieure à la probabilité d’une diminution 
perceptible, et que pratiquement celle-ci ne peut être observée dans 
la nature. Des diminutions d’entropie provenant des fluctuations 
infimes mises à part, nous pouvons formuler de la manière suivante 
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la loi de la croissance de l'entropie : si à un certain moment l'en- 
tropie d'un système isolé est différente de sa valeur maximale, par 
la suite l’entropie ne diminue pas, elle augmente ou dans le cas li- 
mite.reste constante. 

Sans aucun doute, ce qui a été formulé précédemment d'une ma- 
nière fort simple correspond à la réalité ; ceci se trouve être confirmé 
par toutes nos observations quotidiennes. Mais une étude plus atten- 
tive de la nature physique et de l’origine de ces lois fait apparaître 
des difficultés notables qui dans une certaine mesure n’ont pu être 
surmontées même à l’heure actuelle. 

Avant tout, si l’on essaie d'appliquer la statistique au monde en 
entier, considéré comme un système unique isolé, on se heurte à 
une contradiction flagrante entre la théorie et l'expérience. D'après 
la statistique, l’Univers devrait se trouver en état d’équilibre sta- 
tistique complet. Plus exactement, c'est l’une quelconque de ses 
parties aussi grande que l’on voudra mais finie qui devrait se trouver 
en équilibre, et son temps de relaxation devrait être fini. Mais l'ex- 
périence quotidienne prouve que les propriétés de la nature n'ont 
rien de commun avec celles d’un système en équilibre, et les données 
astronomiques montrent qu'il en est de même de la grande partie de 
l'Univers accessible à nos observations. 

On pourrait essayer d'éliminer cette contradiction, en supposant 
que la partie de l'Univers que nous observons n’est rien d'autre qu'une 
énorme fluetuation dans un système se trouvant, en entier, en équi- 
libre. Le fait qu’il neus a été possible d'observer une telle fluctuation 
pourrait être expliqué en supposant que la réalisation d’une telle 
fluctuation est une condition indispensable à l'existence de l'obser- 
vateur (condition rendant possible le développement biologique des 
organismes). Mais un tel raisonnement est dénué de tout fondement, 
car une fluctuation, par exemple dans le système solaire, serait bien 
plus probable, ce qui, en tout cas, serait déjà suffisant pour assurer 
la possibilité de l’existence de l’observateur. 

On ne peut sortir de cette impasse qu’en faisant appel à La théorie 
de la relativité générale. En effet, lorsqu'on considère des grands 
domaines de l'Univers, les champs de gravitation y existant pren- 
nent une grande importance. On sait que, d’après la théorie de la 
relativité générale, ces derniers ne sont pas autre chose que les varia- 
tions de la mesure espace-temps, décrite par le tenseur métrique g.. 
Lors de l'étude des propriétés statistiques des corps, les propriétés 
métriques espace-temps peuvent, en un certain sens, être considé- 
rées comme des conditions extérieures dans lesquelles se trouvent ces 
corps. Mais l'affirmation selon laquelle un système isolé doit après 
un temps suffisamment long passer à l’état d'équilibre s’adresse 
évidemment à un système se trouvant dans des conditions exté- 
rieures stationnaires. Le tenseur métrique g;, est en général une 
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fonction non seulement des coordonnées mais ‘aussi du temps, ainsi 
les « conditions extérieures » ne sont pas ici stationnaires . [l est 
important de remarquer que le champ de gravitation ne peut être 
inclus dans le système isolé, parce qu’alors les lois de conservation, 
qui sont à la base de la statistique, deviendraient des identités. Ainsi, 
dans la théorie de la relativité générale, le monde en entier doit être 
considéré non comme un système isolé, mais comme un système se 
trouvant dans un champ de gravitation variable. Ainsi l'applica- 
tion de la loi de la croissance de l’entropie ne conduit pas nécessai- 
rement à l'équilibre statistique. 

Ainsi, ce qui a été dit met en lumière les raisons physiques des 
contradictions du monde en entier. Mais il existe d'autres difficul- 
tés dans la compréhension de la nature physique de la loi de la crois- 
sance de l'entropie. 

On sait que la mécanique classique est, d’ slle-mène complè- 
tement symétrique par rapport aux deux sens du temps. Les équations 
de la mécanique restent inchangées lorsque l'on change le temps !t 
en—t ; ainsi, si ces équations permettent un mouvement quelconque, 
elles permettent également le mouvement contraire, pour lequel le 
système mécanique passe par les mêmes configurations en sens in- 
verse. Il est naturel qu'une telle symétrie doive se conserver dans la 
statistique basée sur la mécanique classique. Ainsi, si un processus, 
accompagné d'une croissance de l'entropie d’un système macrosco- 
pique isolé est possible, le processus inverse pour lequel l’entropie 
du système décroît doit également être possible. La lei de la crois- 
sance de l’entropie, telle qu’elle a été formulée précédemment. ne 
contredit pas d'elle-même cette symétrie, car on n’y parle que de la 
conséquence la plus probable pour la description macroscopique de 
l'état. En d'autres termes, si l’on se donne un état macroscopique 
hors d'équilibre, la loi de la croissance de l’entropie affirme seule- 
ment que de tous les états microscopiques possibles, satisfaisant à 
une description macroscopique donnée, la grande majorité conduira 
à une augmentation ultérieure de l'entropie. 

Mais la contradiction apparaît néanmoins lorsqu'on considère 
un autre aspect de la question. Lorsqu'on à formulé la loi de la crois- 
sance de l'entropie, on a parlé de la conséquence la plus probable 
d’un état macroscopique pour un moment donné. Mais cet état de- 
vait surgir à partir d’autres états comme résultat des processus se 
déroulant dans la nature. La symétrie par rapport aux deux sens du 
temps veut dire que, pour tout état macroscopique arbitraire d’un 
système isolé à un certain moment { = {,, on peut affirmer que la con- 
séquence la plus probable pour {>t, est non seulement une augmen- 
tation de l'entropie, mais également que celle-ci ait surgi des états 
d’entropie supérieure ; en d’autres termes, le plus probable est 
d’avoir un minimum de l'entropie en fonction du temps pour le 
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moment {—t, pour lequel l’état macroscopique est choisi d'une maniè- 
re arbitraire. 

Mais cette affirmation n’est évidemment, en aucune mesure, 
équivalente à la loi de la croissance de l’entropie, suivant laquelle 
dans tous les systèmes isolés existant dans la nature l’entropie ne 
diminue jamais (fluctuations tout à fait infimes mises à part). Et 
c'est justement ainsi formulée que la loi de la croissance de l’entro- 
pie se trouve entièrement confirmée par tous les phénomènes obser- 
vés dans la nature. Soulignons qu’elle n’est en aucun cas équivalente 
à la loi formulée au début de ce paragraphe, comme on pourrait le 
croire à tort. Pour passer d’un énoncé à l’autre il aurait fallu intro- 
duire la notion d’un observateur qui aurait artificiellement « pré- 
paré» à un certain moment le système isolé, de manière que la ques- 
tion de savoir son comportement antérieur tombe d'elle-même ; il 
est évidemment tout à fait inadmissible de relier ainsi les propriétés 
de l’observateur aux lois physiques. 

A l'heure actuelle, il est difficile de dire si la loi de la croissance 
de l’entropie ainsi formulée peut, en général, être fondée sur la mé- 
canique classique. Remarquons que, par suite de l’invariance des 
équations de la mécanique classique par rapport au changement de 
signe du temps, il ne peut être question que de démontrer une varia- 
tion monotone de l’entropie. Pour obtenir la loi de la croissance 
monotone de l’entropie nous devrions définir le futur comme le sens 
du temps dans lequel l’entropie augmente. On serait de plus obligé 
de démontrer l'identité de cette définition du futur et du passé avec 
leur définition quantique (voir ci-dessous). 

Il est plus naturel de penser que la loi de la croissance de l’en- 
tropie formulée de la manière la plus générale, comme il a été indiqué, 
provient d’effets quantiques. 

On sait que l'équation de Schrôdinger, qui est l'équation de base 
de la mécanique quantique, est d'elle-même symétrique par rapport 
au changement de signe du temps (à condition de changer simul- 
tanément la fonction d'onde Ÿ en Y*). Ceci veut dire que si à un 
moment donné t=t, la fonction d’onde est donnée, W=W(4,), et si,con- 
formément à l'équation de Schrôdinger, à un autre moment {—t, 
elle sera W(£.), le passage de W(t,) à W(£,) est réversible ; en d’autres 
termes, si au moment initial t=:{, on avait W=—W#*(£,), au moment 
t=t, on aura W=W*(1,). 

Cependant, malgré cette symétrie la mécanique quantique con- 
tient en réalité une non-équivalence notable des deux sens du temps. 
Cette non-équivalence apparaît par suite du processus d’interaction, 
qui est essentiel en mécanique quantique, de l’objet quantique avec 
le système qui est régi avec un grand degré de précision par la 
mécanique classique. Ainsi, si un objet quantique est soumis succes- 
sivement à deux processus d'interaction (appelons-les À et B), 
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l'affirmation selon laquelle la probabilité de tel ou tel résultat du 
processus B est déterminée par le processus À n’est vraie que dans le 
cas où le processus À aurait eu lieu avant le processus B1. 

Ainsi, en mécanique quantique, on a une non-équivalence phy- 
sique des deux sens du temps et il est possible que son expression 
« macroscopique » soit justement la loi de la croissance de l’entropie. 
Cependant à l'heure actuelle on n’a pas réussi à mettre en évidence 
d'une manière convaincante cette relation et même à montrer qu'elle 
existe effectivement. Si réellement c’est là l’origine de la loi de la crois- 
sance de l’entropie est telle, il doit exister une inégalité contenant la 
constante quantique À, assurant l'exactitude de cette loi et satisfai- 
sant au monde réel (ceci certainement avec une grande réserve). 

En résumé nous allons une fois de plus formuler d’une manière 
générale la loi de la croissance de l’entropie : l’entropie de tous les 
systèmes isolés réalisables dans la nature ne décroît jamais, elle 
augmente ou, dans le cas limite, reste constante. Conformément à 
ces deux possibilités tous les processus ayant lieu avec les corps ma- 
croscopiques peuvent être divisés en processus irréversibles et réver- 
sibles. Les premiers sont des processus s’accompagnant d’une aug- 
mentation de l’entropie de tout le système isolé ; les processus qui 
geraient leur répétition en sens inverse ne peuvent avoir lieu, car 
l’entropie devrait alors diminuer. Des processus sont appelés réver- 
sibles si l’entropie d’un système isolé reste constante’, ils peuvent par 
conséquent se dérouler en sens inverse. Un processus rigoureusement 
réversible est évidemment un cas limite idéal ; les processus se dé- 
roulant réellement dans la nature ne peuvent être réversibles qu'avec 
une précision plus ou moins grande. 


1 Voir également « Mécanique quantique », $ 7. ’ 
2 Soulignons que l’entropie des parties du système ne doit nullement rester 
constante. 
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$ 9. Température 


Les grandeurs physiques caractérisant les états macroscopiques 
d'un corps sont appelées grandeurs thermodynamiques. Parmi ces 
grandeurs, il en est qui, en plus d’un sens thermodynamique, ont 
un sens purement mécanique, ce sont par exemple l’énergie et le 
volume. Cependant, il est des grandeurs d’un autre type apparais- 
sant à la suite d'effets purement statistiques, qui n’ont aucun sens 
pour des systèmes non macroscopiques ; c'est par exemple le cas de 
l’entropie. 

Dans la suite, nous allons démontrer un certain nombre de rela- 
tions entre les grandeurs thermodynamiques, ayant lieu indépendam- 
ment de corps auxquels ces grandeurs se rapportent. De telles rela- 
tions sont appelées thermodynamiques. 

Les fluctuations insignifiantes des grandeurs thermodynamiques 
ne présentent en général aucun intérêt pour les applications. Ainsi, 
nous allons complètement négliger ces fluctuations et supposer que 
les grandeurs thermodynamiques ne varient que lors du changement 
de l’état macroscopique du corps!. 

Considérons deux corps se trouvant en équilibre thermique mu- 
tuel, ces deux corps formant un système isolé. L'’entropie S de ce 
système aura alors la plus grande des valeurs possibles (pour une 
énergie donnée Æ du système). L'énergie E est la somme des énergies 
E; et E, de chacun des corps : E=E,+E,. Il en est de même pour 
l'entropie S du système, l’entropie de chacun des corps étant d’ail- 
Jeurs une fonction de l'énergie de ce même corps : S=S,(E,)+S.(E;). 
Puisque E,=E—E, (où E est une constante), S est en réalité une fonc- 
tion d'une variable indépendante, la condition indispensable du 


1 Les fluctuations des grandeurs thermodynamiques seront spécialement 
étudiées au chapitre XII. 
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maximum peut alors s’écrire sous la forme : 
dS _dS, | dS,dE,_dSi_ dS, _ 6 


d’où 

dSi _ dSa 

dE, dE, 
On peut généraliser ceci très facilement pour le cas d’un nombre 
quelconque de corps se trouvant en équilibre mutuel. 

Ainsi, si le système se trouve en équilibre thermodynamique, la 
dérivée de l’entropie par rapport à l’énergie pour toutes ses parties 
est la même, e’est-à-dire qu'elle est constante le long de tout le sys- 
tème. La grandeur inverse de la dérivée de l’entropie S du corps par 
rapport à l'énergie Æ est appelée sa température absolue ou simple- 
ment température T : 


dS 1 

Œ=T: (9,1) 
Les températures des corps se trouvant en équilibre mutuel sont par 
conséquent égales : T,=T,. 

Tout comme l'entropie la température est une grandeur ayant 
un caractère purement statistique et n’ayant de sens que pour les. 
corps macroscopiques. 

Considérons maintenant deux corps formant ensemble un système 
isolé, mais ne se trouvant pas en équilibre mutuel. Leurs tempéra- 
tures T, et 7, sont différentes. L'équilibre s’établira dans le temps. 
entre les corps, peu à peu leurs températures s’égaliscront. Leur 
entropie S=S,+S, doit alors augmenter, c'est-à-dire que sa dé- 
rivée par rapport au temps doit être positive : 


dS se TE dS, dE, , dS, dE. 
Hd td ” dE; dt TUE, a >0 
Puisque l'énergie totale se conserve, on a + dE3—0, donc 


ds _ Re) = 1_1\cEi- 0 
di \dE, dE,) & “\T, T- a 0. 


Supposons que la température du second corps est supérieure à 
celle du premier (T,>T;,). On a alors 


dE, 
nr 0 


«et Ÿ Es CO respectivement). En d’autres termes, l'énergie du second 
ce diminue et l'énergie du premier augmente. Cette propriété 
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de la température peut s’énoncer de la manière suivante : l'énergie 
passe du corps de température supérieure à celui de température 
moindre. 

L’entropie S est une grandeur sans dimensions. De la définition 
(9,1) il ressort que la température a la dimension d'une énergie et 
peut donc être mesurée en unités d'énergie, par exemple en ergs. 
Cependant l’erg se trouve être en général une grandeur trop grande et 
pratiquement on mesure la température en unités particulières ap- 
pelées degrés de Kelvin ou simplement degrés. Le passage de l'erg aux 
degrés s’effectue à l’aide de la constante de Boltzmann désignée par 
la lettre k, égale au nombre d'’ergs par degré, soit! : 


k—1,38-10"!° erg/degré. 


Dans la suite nous exprimerons toujours la température en uni- 
tés énergétiques. Dans les calculs numériques, pour passer à la tem- 
pérature mesurée en degrés il suffit simplement de remplacer 7 par 
kT. L'introduction continuelle du facteur k, à seule fin de rappeler 
les unités conventionnelles de mesure de la température, complique- 
rait inutilement les formules. 

Si l’on utilise la température exprimée en degrés, pour éviter 
l'apparition de la constante X dans les relations thermodynamiques 
générales, il est d'usage d'introduire également le facteur 4 dans la 
définition de l’entropie, en écrivant 


S=kinAT (9,2) 


au lieu de (7,7). Ainsi, la formule (9,1) de la définition de la tempé- 
rature et avec elle toutes les relations thermodynamiques générales 
obtenues ci-dessous dans ce chapitre restent inchangées lors du 
passage aux degrés. 

Ainsi le passage aux degrés se réduit au changement de variables 
suivant dans les formules : 


TT, S—+. (0,3) 


$ 10. Mouvement macroscopique 


Par opposition au mouvement microscopique des molécules on 
appelle mouvement macroscopique un mouvement auquel partici- 
pent toutes les parties macroscopiques du corps formant un tout. 
Nous allons voir si un mouvement macroscopique est possible à 
l'équilibre thermodynamique. 


1 Voici le coefficient permettant de passer des degrés aux électrons-volts : 
1eV= 11606 degrés. 


MOUVEMENT MACROSCOPIQUE 49 


Divisons le corps en un grand nombre de parties petites (mais 
macroscopiques) et soient M,, E,, P, la masse, l'énergie et l’impul- 
sion de la a-ième partie. L'entropie S, de chacune des parties est 


une fonction de son énergie interne, c’est-à-dire de la différence entre 
? É Lé . e LE P? 
l'énergie totale E, et l'énergie cinétique TT de son mouvement 


a 
macroscopique!. Ainsi, l'entropie totale du corps peut s’écrire sous 
la forme 


s=Ys. ee) (40,1) 


Supposons le corps isolé. Alors en plus de l'énergie, l’impulsion 
totale et le moment total se conservent, soit : 


2 P,= const, 2 r,XP,=const (10,2) 


(r, le rayon vecteur des parties du corps). A l'équilibre l’entropie 
totale S du corps en fonction des impulsions P, a un maximum pour 
les conditions supplémentaires (10,2). Utilisant la méthode bien 
connue des facteurs de Lagrange, on trouve les conditions nécessai- 
res de maximum en égalant à zéro les dérivées par rapport à P, de 


la somme 
> {Se + aP, + b (re X P,)}, (10,3) 


où a, b sont des vecteurs constants. Conformément à la définition 
de la température, en dérivant S, par rapport à P£on a: 


G] a _ Pr = Va 
ame Se (Eau) = mr 
(v,.=P,/M, est la vitesse de la a-ième partie du corps). 
Ainsi en dérivant (10,3) on trouve 


—}#+a+bxr,=0, 
ou 
Va=u+Qxr,, (10,4) 


où u=7a, Q—Tb sont des vecteurs constants. 
Le résultat obtenu a un sens physique très simple. Si les vites- 
ses de toutes les parties du corps se trouvent être déterminées par la 


1 Le fait que l'entropie du corps n’est une fonction que de son énergie in- 
terne découle directement du principe de la relativité de Galilée ; le nombre 
d'états quantiques, donc le poids statistique (dont l'entropie est le logarithme) 
doivent être les mêmes pour tous les systèmes inertiaux et en particulier pour 
celui où le corps est au repos. 

? La dérivée d'un vecteur est un vecteur dont les composantes sont égales 
aux dérivées des composantes du vecteur dont on prend la dérivés: 
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formule (10,4) avec les mêmes u et @ pour toutes les parties, c'est 
qu'on a affaire à un mouvement de translation du corps en entier 
avec une vitesse constante u et à une rotation avec une vitesse angu- 
laire constante Q@. On arrive ainsi à un résultat fort important : 
à l'équilibre thermodynamique un système isolé ne peut effectuer 
qu'un mouvement uniforme de translation et de rotation en entier ; 
tout mouvement macroscopique interne à l'équilibre est impossible. 

Dans la suite nous allons considérer habituellement des corps 
immobiles ; par conséquent l’énergie E sera l'énergie interne du corps. 

Jusqu'à présent nous n'avons utilisé que la condition néces- 
saire du maximum d'entropie en fonction des impulsions et omis la 
condition suffisante imposée à ses dérivées secondes. Il est facile 
de voir que cette dernière conduit à la conclusion fort importante 
que la température ne peut être que positive : T>0!. Pour cela il 
n’est même pas indispensable de calculer les dérivées secondes, il 
suffit de faire le raisonnement suivant. 

Considérons un corps immobile en entier et isolé. Si la tempéra- 
ture était négative, l’entropie augmenterait lors de la diminution 
de son argument. Comme l'entropie tend à augmenter, le corps ten- 
drait à se désintégrer spontanément en se dispersant (l’impulsion to- 


tale étant YP,—0) de telle façon que l’argument de chacun des S, 


de la somme (10,1) prenne la plus petite valeur possible. En d'au- 
tres termes, pour 7<<0 l'équilibre pour les corps serait tout à fait 
impossible. 

Faisons ici la remarque suivante. Bien que la température du 
corps ou d’une quelconque de ses parties ne puisse jamais être néga- 
tive. des équilibres incomplets peuvent avoir lieu pour lesquels la 
température correspondant à une partie déterminée des degrés de 
liberté du corps est négative (pour plus de détails voir $ 71). 


$ 11. Processus adiabatique 


Parmi les actions extérieures diverses auxquelles peut être sou- 
mis un corps, celles qui se réduisent aux variations des conditions 
extérieures occupent une place particulière. Par condition exté- 
rieure nous entendons des champs extérieurs divers. En pratique, le 
plus souvent la valeur donnée du volume joue le rôle de condition 
extérieure. En un certain sens ce cas peut toujours être considéré 
comme un champ extérieur, car les parois limitant le volume sont 
par leur action équivalentes à l’action d’une barrière de potentiel 
s’opposant à la sortie des molécules à l’extérieur du corps. 


1 La température T=0 (zéro absolu) correspond à — 273°,15 de l'échelle 
centésimale. 
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Si le corps n'est soumis à aucune attion extérieure, à l'exception 
toutefois de la variation des conditions extérieures, on dit que le 
corps est thermo-isolé. Soulignons, que bien qu’un corps thermo-isolé 
n'interagisse pas directement avec certains autres corps, il n’est 
évidemment pas isolé, et son énergie peut varier dans le temps. 

Du point de vue purement mécanique un corps thermo-isolé ne 
se distingue d'un corps isolé qu’en ce que sa fonction de Hamilton 
(énergie) dépend du temps d'une manière explicite : £=EÆE(p, q. t), 
ceci par suite de la présence du champ extérieur variable. Si le corps 
interagissait directement avec les autres corps, il n'aurait pas de 
fonction de Hamilton, car l'interaction dépendrait alors non seule- 
ment des coordonnées des molécules du corps donné, mais également 
de celles des molécules des autres corps. 

Cette circonstance implique que la loi de la croissance de l’en- 
tropie se trouve être valable non seulement pour les systèmes isolés 
mais éralement pour les corps thermo-isolés. En effet, nous considé- 
rons ici que le champ extérieur est une fonction complètement dé- 
terminée des coordonnées et du temps, en négligeant donc l’action 
inverse du corps lui-même sur le champ. En d'autres termes le champ 
est ici purement mécanique et non statistique, et en ce sens on peut 
dire que son entropie est égale à zéro. D'où l'affirmation faite plus 
haut. 

Supposons que le corps soit thermo-isolé et que les conditions 
extérieures dans lesquelles se trouve le corps varient suffisamment 
lentement. Un tel processus est appelé adiabatique. Nous allons mon- 
trer que lors des processus adiabatiques l'entropie du corps reste in- 
changée, c'est-à-dire qu'il est réversible. 

Caractérisons les actions extérieures par certains paramètres, 
qui sont des fonctions données du temps. Supposons, par exemple, 
que nous n’ayons qu'un seul paramètre de ce genre, et désignons-le 
par À. La dérivée de l’entropie par rapport au temps dS/dt dépendra 


pu 
d'une certaine manière de la vitesse — de variation du paramètre À. 


Comme — cu est petit on peut dév clopper À ë en série suivant les puis- 


A 


sances de © . Le terme d'ordre zéro de ce développement ne contient 
pas = a sa ds car si — Le 


dt =0, F dt 
pie : un système isolé, se trouvant en équilibre thermodynamique, 
pour des conditions extérieures constantes doit rester inchangée. Le 


terme du premier ordre qui est proportionnel à _ doit également 


S doit aussi être nul, puisque l’entro- 


s’annuler. En effet, ce terme change de signe lorsque a change de 
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signe, mais suivant la loi de la croissance de l'entropie S doit tou- 
jours être positif. On en déduit que le développement de S commence 


par des termes du second ordre, c’est-à-dire que pour des petits £ 


on a: 


d'où 


Par conséquent, lorsque F tend vers zéro, a s’annule également, 


ce qui prouve qu’un processus adiabatique est réversible. 

Soulignons que, bien qu'un processus adiabatique soit réversi- 
ble, tout processus réversible n’est pas forcément adiabatique. La 
condition de réversibilité d’un processus ne requiert que la constan- 
ce de l’entropie totale de tout le système isolé, l’entropie de ses par- 
ties pouvant tant croître que décroître. Lors d’un processus adiaba- 
tique on exige une condition plus forte — l’entropie du corps donné 
doit également rester constante, ce corps n'étant lui-même qu’une 
partie du système isolé. 

Ci-dessus nous avons défini un processus adiabatique comme de- 
vant être suffisamment lent. Plus exactement, on peut dire que les 
conditions extérieures doivent varier d’une manière suffisamment 
lente pour qu’à tout moment on puisse considérer que le corps se 
trouve à l'état d'équilibre correspondant aux conditions extérieures 
du moment. En d’autres termes le processus doit être lent par rap- 
port aux processus d'établissement de l’équilibre dans le corps con- 
sidéré.! 

Nous allons démontrer une formule qui permet de calculer d’une 
manière purement thermodynamique les diverses valeurs moyennes. 
Pour cela nous allons supposer que le corps effectue un processus 


1 En fait cette condition peut se trouver être faible, et un processus adia- 
batique « lent » peut être en fait suffisamment « rapide ». Ainsi, lors de la di- 
latation d'un gaz (disons dans un cylindre à piston) la vitesse du piston ne doit 
être petite que par rapport à la vitesse du son dans le gaz, c'est-à-dire qu’en pra- 
tique elle peut être très grande. 

Dans les cours de physique générale une détente adiabatique (ou la compres- 
sion) se définit souvent comme « suffisamment rapide ». Ici, on entend un autre 
aspect de la question : le processus doit être si rapide que pendant ce temps le 
corps n’a pas le temps d'échanger de la chaleur avec le milieu ambiant. Ainsi, 
on sous-entend la condition qui en pratique doit assurer l'isolation thermique 
du corps et on suppose que la condition de lenteur par rapport au processus 
d'établissement de L'équilibre soit remplie. 
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adiabatique et nous allons déterminer la dérivée e de son énergie 
par rapport au temps. Par définition l'énergie thermodynamique est 


E=E(p,q; à), 


où E (p, q ; À) est la fonction de Hamilton du corps, qui dépend de À 
comme d'un paramètre. On sait qu’en mécanique la dérivée totale 
de la fonction de Hamilton par rapport au temps est égale à sa déri- 
vée partielle par rapport au temps! : 


dE (p,q:; À) _0E(p,q:à) 
7 dt 5 ôt d 


Dans le cas présent E (p, q ; À) dépend explicitement du temps au 
moyen de À(f), ainsi on peut écrire : 


dE (p, q: À) _6E(p,q:; À)dh 
dt Eu EJ dt © 


Puisque l’on peut prendre la moyenne suivant la distribution sta- 
tistique et la dérivée par rapport au temps dans un ordre quelconque, 
on a: 


dt dt Te EN dt (11,1) 


la dérivée cu est une fonction donnée du temps et peut être mise 
dt 


en facteur dans la somme). 

Comme le processus est adiabatique, la valeur moyenne de la 
dérivée 2Ea M dans (11,1) peut être interprétée comme la moyen- 
ne suivant la distribution statistique correspondant à l'équilibre 
pour une valeur donnée du paramètre À, c'est-à-dire pour les condi- 
tions extérieures du moment. 


: + + dE à PERS : 
La dérivée a peut être écrite sous une autre forme, si l’on con- 


sidère la grandeur thermodynamique E comme une fonction de 
l’entropie du corps $ et des paramètres extérieurs À. 
Puisque lors d’un processus adiabatique l’entropie S reste cons- 
tante, on a 
dE _{ôE\ dà 
de ( ) sd! 


l'indice des parenthèses indique que la dérivée est prise à S constant. 


(11,2) 


1 Voir « Mécanique », $ 40. 
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En comparant (11,1) et (11,2) on trouve : 


dE (p.q: À)_/0E ‘ 
EG3:D _ (FR) (11,3) 


C'est la formule cherchéc. Elle permet de calculer d’une manière 
thermodynamique les valeurs moyennes (d’après la distribution 
6E(p.q: À) 

EX ° 
On a affaire à des grar:deurs de ce genre lors de l'étude des propriétés 
des corps macroscopiques, nar suite la formule (11,3) joue un rôle 
très important en statistique. Par exempie, ce peuvent être le calcul 
des diverses forces agissant sur le corps (les paramètres À sont ici les 
coordonnées de telle ou telle partie du corps ; voir pour la pression 
le paragraphe suivant), le calcul des moments électrique ou magné- 
tique du corps (les paramètres À sont ici l'intensité des champs ma- 
gnétique ou électrique), etc. 

Tous les raisonnements précédents qui ont été faits dans le cas 
de la mécanique classique peuvent être rapportés à la mécanique 
quantique, il suffit pour cela de remplacer l'énergie E (p, q ; À) 
par l’hamiltonien H. La formule (11,3) s’écrira alors sous la forme : 


statistique de l’équilibre) des grandeurs de la forme 


= (re 24) 


le trait indique ici qu'on prend la moyennestatistique totale, incluant 
automatiquement la moyenne quantique. 


$ 12. Pression 


L'énergie du corps Æ étant une grandeur thermodynamique, elle 
est additive ; elle est égale à la somme des énergies de ses diverses 
parties (macroscopiques)!. 

L'entropie qui est aussi une grandeur thermodynamique fonda- 
mentale est également additive. 

L'additivité de l'énergie et de l’entropie conduit au résultat 
fort important suivant. Si le corps se trouve à l'équilibre thermique, 
on peut affirmer que son entropie pour une valeur donnée de l’éner- 
gie (ou son énergie pour une valeur donnée de l’entropie) ne dépend 


! Puisque nous négligeons l'énergie d'interaction de ces parties ; ce n'est 
plus vrai si l’on s'intéresse précisément aux effets liés à la présence d'une sur- 
face de séparation entre les divers corps (le chapitre XV est consacré à l'étude 
de ces effets). 
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que du volume du corps, et non de sa forme!. En effet le chanzement 
de forme du corps peut être conçu comme une permutation de ses 
diverses parties, ce qui laisse inchangées l'entropie et l'énergie qui 
sont des grandeurs additives. On suppose évidemment que le corps 
ne se trouve pas dans un champ de forces extérieur, donc que la trans- 
lation des parties du corps dans l'espace ne conduit pas à un change- 
ment d'énergie. 

Ainsi, deux grandeurs suffisent pour déterminer complètement 
l’état macroscopique d’un corps immobile à l'équilibre, par exemple 
le volume et l'énergie. Toutes les autres grandeurs thermodynamiques 
peuvent s'exprimer en fonction de ces grandeurs. Par suite de cette 
dépendance mutuelle des diverses grandeurs thermodynamiques, il 
est évident qu’en qualité de variables indépendantes on peut prendre 
l'une quelconque de ces paires. 

Nous allons maintenant trouver la force exercée par le corps sur 
sa surface. Conformément aux formules bien connues de mécanique, 
la force exercée sur un certain élément de surface ds est égale à : 


____ 9E(p.q:r) 
É—+ 


où E (p, q; r) est l'énergie du corps comme une fonction des coor- 
données et des impulsions de ses particules, ainsi que du rayon vec- 
teur de l’élément de surface considéré, jouant ici le rôle de paramètre 
extérieur. En prenant la moyenne de cette égalité et en utilisant la 
formule (11,3) on trouve : 


LICE ES dE\ 9E\ dV 
Es ôr or )s  \9V /s ôr 


, 


où V est le volume. Puisque la variation du volume est égale à 


à 212 V 4 
ds dr, où ds est l’élément de surface, on a D =ds, ainsi 


D'où l’on voit que la force moyenne agissant sur l'élément de sur- 
face est dirigée suivant la normale à cet élément et est proportion- 
nelle à son aire (loi de Pascal). La valeur absolue de la force agissant 


1 11 faut remarquer que ces affirmations ne sont en fait valables que pour 
les liquides et les gaz et non pour les corps solides. Pour changer la forme d’un 
corps solide (le déformer) il faut effectuer un certain travail, ce qui aura pour 
effet de changer son énergie. Ceci est lié au fait que l’état déformé du corps solide 
est, en toute rigueur, un équilibre thermodynamique incomplet (mais fe temps 
de relaxation pour l'établissement d'un équilibre complet est si grand que sous 
bien des aspects un corps déformé peut souvent être considéré comme s'il était 
à l'équilibre). 
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sur l'unité de surface est égale à 


D (D) (12,1) 


Cette grandeur est appelée pression. 

Lorsque l’on a déterminé la température à l'aide de la formule 
49,1), il était en fait question d'un corps sans contact direct avec 
aucun autre corps et en particulier sans milieu ambiant. Dans ces 
conditions, on peut parler de variations de l'énergie et de l’entropie 
du corps sans préciser le caractère du processus. Dans le cas général 
d'un corps se trouvant dans un milieu extérieur (ou entouré par les 
parois du récipient), la formule (9,1) doit être quelque peu modifiée. 
En effet, si lors du processus le volume du corps change, ceci se ré- 
percutera inévitablement sur l’état des corps en contact et pour dé- 
terminer la température il faudra considérer simultanément tous les 
corps en contact (par exemple le corps avec le récipient qui le con- 
tient). Mais, si l’on veut déterminer la température à l’aide des gran- 
deurs thermodynamiques d'un des corps seulement, il faut supposer 
le volume de ce corps constant. En d'autres termes, la température 
se définit comme la dérivée de l'énergie du corps par rapport à son 
entropie à volume constant : 


Ô0E 
PE (), (12,2) 

Les équations (12,1-2) peuvent être écrites ensemble sous la for- 
me différentielle suivante : 


dE =T dS — P dV. (12,3) 


C'est l’une des plus importantes relations thermodynamiques. 

Les pressions des corps se trouvant en équilibre les uns par rap- 
port aux autres sont égales. Ceci découle directement du fait que 
l'équilibre thermique suppose, en tout cas, la présence de l'équilibre 
mécanique ; en d'autres termes, les forces d'interaction de deux 
quelconques de ces corps (suivant la surface de leur contact) doivent 
se compenser mutuellement, c'est-à-dire être égales en valeur ab- 
solue et de direction opposée. 

L'égalité des pressions à l’équilibre peut être obtenue également 
à partir de la condition de maximum de l'entropie, tout comme au 
$ 9 nous avons démontré l'égalité des températures. A cet effet, con- 
sidérons deux parties en contact d'un système isolé à l'équilibre. 
L'une des conditions nécessaires du maximum de l’entropie est la 
condition de maximum par rapport à la variation des volumes V, 
et V, de ces deux parties, les états des autres parties restant inchan- 
gés ; ceci veut dire, en particulier, que la somme V,+V, reste in- 
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changée. Si S,, S, sont les entropies des deux parties, on a : 


95 _05, | 25, 0, _25,_ 25, _ 0 
9V1  0V, | OV:0Vi  6V1 ÔVa 


La relation (12,3) écrite sous la forme 


1 P 


montre que Pr Te l’on trouve que P,/T,=P,/T,. Comme les tem- 


pératures T, et T, à l'équilibre sont égales, nous en déduisons l'éga- 
lité cherchée des pressions : P,=P;. 

Il ne faut pas oublier que, lors de l'établissement de l'équilibre 
thermique, l’égalité des pressions (c’est-à-dire l'équilibre mécanique) 
s'établit bien plus vite que l'égalité des températures ; ainsi on ren- 
contre souvent des cas où la pression le long du corps est constante, 
bien que la température ne le soit pas. Ceci découle du fait que la 
non-constance de la pression provient de la présence de forces non 
compensées conduisant à l'apparition d'un mouvement macrosco- 
pique égalisant la pression bien plus rapidement que ne se produit. 
légalisation des températures non liée au mouvement macroscopique. 

I est facile de voir que pour tout état d'équilibre la pression du 
corps doit être positive. En effet, pour P>0 on a (F),>0, et l’en- 
tropie ne saurait augmenter que lors de la dilatation du corps. Or, 
les corps ambiants s'opposent cependant à ce mouvement. Par con- 


tre, pour P << 0 on aurait (D) <0 et le corps aurait tendance à se 


compresser spontanément, ce qui serait accompagné d'une augmen- 
tation de l’entropie. 

Cependant, il y a une différence importante entre l'exigence 
d'une température positive et celle d’une pression positive. Des 
corps de température négative seraient tout à fait instables et en prin- 
cipe ils ne peuvent exister dans la nature. Par contre des états (hors 
d'équilibre) de pression négative peuvent être réalisés dans la nature, 
ayant une stabilité limitée. En effet, une compression spontanée 
du corps est liée à son « décollement » des parois du récipient ou à 
l'apparition de cavités internes, donc à l'apparition d'une nouvelle 
surface ; c’est ce qui rend possible la réalisation de pressions néga- 
tives dans des états dits métastables!. 


1 Voir la définition des états métastables au $ 21 ; pour les pressions néga- 
tives se référer au $ 83. 
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$ 13. Travail et quantité de chaleur 


Les forces extérieures appliquées à un corps peuvent lui fournir du 
travail ; ce dernier se détermine, par les lois générales de la méca- 
nique, comme le produit des forces par les déplacements correspon- 
dants. Ce travail peut être dépensé pour mettre le corps en mouve- 
ment macroscopique (en général à faire varier son énergie cinétique). 
pour le déplacer dans un champ extérieur (par exemple à le soulever 
dans le champ de gravitation). Mais cependant nous nous intéres- 
serons plus particulièrement au cas où les forces exercées conduisent 
à un changement du volume du corps (c'est-à-dire que les forces ex- 
térieures compressent le corps le laissant en entier immobile). 

Dans la suite, nous allons supposer le travail R positif si ce sont 
les forces extérieures qui fournissent du travail au corps. Le travail 
R sera négatif si c'est le corps qui fournit du travail (égal à |R|) à 
un objet extérieur quelconque (par exemple lors de sa dilatation). 

Puisque la pression n’est pas autre chose que la force exercée sur 
l'unité de surface et que le produit de l'aire de l'élément de surface 
par son déplacement est le volume décrit par cet élément, on trouve 
que le travail reçu par le corps, lors d’une variation de son volume 
(par unité de temps), est 

dR dv 4 
H=— P AT (13,1) 


(lors de la compression du corps, on aT<0, ainsi > 0). Cette 


formule est applicable tant aux processus réversibles qu’à ceux qui 
sont irréversibles ; une seule condition est requise : durant tout le 
processus le corps doit se trouver à l'équilibre mécanique, c'’est- 
à-dire qu’à chaque moment la pression doit être constante le long de 
tout le corps. 

Si le corps est thermo-isolé tous les changements de son énergie 
sont liés au travail qu'il reçoit. Dans le cas général des corps non 
thermo-isolés, un corps reçoit (ou fournit) de l'énergie également par 
transmission directe des corps en contact avec lui. Cette par- 
tie de la variation de l'énergie reçue (ou donnée) par le corps est 
appelée quantité de chaleur Q reçue (ou donnée). Ainsi, la varia- 
tion de l'énergie du corps (par unité de temps) peut être mise sous 
la forme : 


PEN 40 (13,2) 


dt d'a" 
Tout comme le travail la quantité de chaleur reçue par le corps 
des sources extérieures est positive. 
L'énergie Æ figurant dans (13,2) est en général l'énergie 
totale du corps, y compris l'énergie cinétique du mouvement 
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macroscopique. (Cependant, habituellement, on considérera le 
travail lié à la variation de volume d'un corps immobile ; dans ce 
cas l'énergie se réduit à l’énergie interne du corps. 
Lorsque le travail est déterminé par la formule (13,1), la quan- 
tité de chaleur est : 
dQ _dE | pv 


dt dt à” (13,3) 


Supposons que, durant tout le processus, le corps puisse être 
considéré comme se trouvant à tout moment à l'équilibre thermique 
correspondant aux valeurs de l'énergie et du volume du corps à ce 
même moment (soulignons que cela ne veut pas dire que le processus 
doit obligatoirement être réversible, car le corps ne se trouve pas 
forcément à l'équilibre avec le milieu ambiant). On peut alors 
écrire conformément à (12,3) qui détermine la différentielle de la 
fonction E (S, V) donnant l'énergie du corps à l'équilibre : 


dE dS dv 
a Tr lu: 


Comparant avec (13,3) on trouve l'expression suivante pour la quan- 
tité de chaleur : 
dQ dS es 
d = dt . (13.4) 
Le travail dR et la quantité de chaleur dQ reçus par le corps lors 
d’un changement infiniment petit de son état ne sont pas des diffé- 
rentielles totales de certaines grandeurs !. Seule la somme dQ+dR, 
qui correspond à la variation de l'énergie dE, est une différentielle to- 
tale. On peut ainsi parler de l'énergie Æ correspondant à un état 
donné, par contre on ne peut parler, par exemple, de la quantilé de 
chaleur d'un corps se trouvant dans un état donné. En d’autres ter- 
mes, on ne peut diviser l'énergie du corps en énergie thermique et 
en énergie mécanique. Une telle séparation n'est possible que lorsque 
l'on parle de variation d'énergie. La variation de l'énergie, lorsque 
le corps passe d’un état à un autre, peut être divisée en quantité de 
chaleur reçue (ou donnée) par le corps et en travail reçu par le corps 
(ou effectué par lui). Une telle séparation n'est pas déterminée d'une 
manière univ oque par les états initial et final du corps. mais dépend 
du processus lui-même. En d’autres termes. le travail et la quantité 
de chaleur sont des fonctions du processus se déroulant dans le corps 
et non seulement des états initial et final du corps. C'est particuliè- 
rement évident lorsque le corps est soumis à un processus cyclique, 


1 En ce sens les désignations dR et d Q ne sont pas tout à fait précises et nuus 
éviterons donc de les employer. 
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débutant et se terminant dans un même état. En effet, dans ce cas 
la variation de l'énergie est égale à zéro, bien que le corps puisse re- 
cevoir (ou donner) une certaine quantité de chaleur (ou de travail). 
Mathématiquement, ceci s'exprime en ce que l’intégrale pour un con- 
tour fermé d’une différentielle totale dE est nulle, tandis que l’in- 
tégrale de dQ ou de dR qui ne sont pas des différentielles totales, est 
différente de zéro. 

La quantité de chaleur que doit recevoir un corps pour que sa 
température s'élève d'une unité de température (par exemple de 
1 degré) est appelée chaleur spécifique. Il est évident que la chaleur 
spécifique d'un corps dépend des conditions dans lesquelles il a été 
chauffé. Généralement on distingue la chaleur spécifique C,, à vo- 
lume constant et la chaleur spécifique C, à pression constante. Il 
est évident que 


C=T(), (13,5) 
C,=T(a), (13,6) 


Arrêtons-nous aux cas où la formule (13,4) donnant la quantité 
de chaleur est inapplicable, cependant il est possible d'établir pour 
cette grandeur certaines inégalités. Il existe des processus pour les- 
quels le corps ne se trouve pas à l'équilibre thermique bien que la tem- 
pérature (ou la pression) soit constante le long du corps. Telles sont, 
par exemple, les réactions chimiques dans un mélange homogène de 
substances en interaction mutuelle. Par suite de la présence dans 
le corps lui-même d’un processus irréversible (réaction chimique) 
l'entropie du corps augmente également indépendemment de la 
chaleur reçue, on peut ainsi affirmer que l'inégalité 


dQ dS 
cr (13,7) 


se trouve être vérifiée. 

Une inégalité semblable peut être écrite dans le cas d’un proces- 
sus irréversible, ayant pour effet de faire passer le corps d’un état 
d'équilibre à un autre état d'équilibre, voisin de l’état initial, mais 
durant lequel le corps ne se trouve pas à l’équilibre!. Dans ce cas 
l'inégalité suivante 


5Q <T6S (13,8) 


entre la quantité de chaleur ÔQ reçue par le corps durant ce proces- 
sus et la variation de son entropie ÔS peut être écrite. 


1 Le processus de Joule-Thomson (voir $ 18) à faible variation de pression 
peut ici servir d'exemple. 
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$ 14. Fonction thermique 


Si durant le processus le volume du corps reste constant, on a 
dQ=d£, c'est-à-dire que la quantité de chaleur reçue par le corps 
est égale à la variation de son énergie. Si, au contraire, le processus 
se passe à pression constante, la quantité de chaleur peut être écrite 
sous la forme d'une différentielle 


dQ=d(E+PV)=dW (14,1) 
d'une certaine grandeur 
W=E+PY, (14,2) 


qui s'appelle fonction thermique du corps'. La variation de la fonc- 
tion thermique lors de processus se déroulant à pression constante 
est par conséquent égale à la quantité de chaleur reçue par ce corps. 

Il est facile de trouver la différentielle totale de la fonction ther- 
mique. Posant dE=T dS—P dV dans dW=—dE+P dV+V dP, on 
trouve : 


dW' =T dS + V dP. (14,3) 
On en déduit que 
2) ve(w 
= (> ) Fe ( } 09 


Si le corps est thermo-isolé (rappelons que cela ne veut du tout 
dire qu'il est isolé), on a dQ=0, et de (14,1) il résulte que pour des 
processus se déroulant dans des corps thermo-isolés à pression cons- 
tante on a: 


W = const, (14,5) 


c’est-à-dire que sa fonction thermique est conservative. 
La chaleur spécifique C, par suite de la relation dE =T dS — P dV 
peut s’écrire sous la for me 


Ô0E 
Cn (FR), (14,6) 
Pour la chaleur spécifique C, on a d'une manière analogue 
ôW = 
C,= (7), (44,7) 


Nous voyons ainsi qu'à pression constante les propriétés de la 
fonction thermique sont analogues à celles de l'énergie à volume 
constant. 


1 Elle s'appelle également enthalpie. 
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$ 15. Encrgie libre et potentiel thermodyn amique 


Le travail correspondant à une variation isothermique réversible 
infiniment petite de l’état du corps peut s’écrire comme la diffé- 
rentielle d’une certaine grandeur 


dR =dE — dQ = dE —T dS =d(E—TS) 
dR =dF, (15,1) 


ou 


où 
F=E-TS (15,2) 


est une nouvelle fonction d'état du corps et est appelée son énergie 
libre. Ainsi, te travail correspondant à un processus isothermique 
réversible est égal à la variation de l’énergie libre du corps. 
Calculons maintenant la différentielle de l'énergie libre. 
En posant dE=T dS —P dV dans dF=dE — TdS —SaT, 
on obtient : 


dF ——S dT — P dv. (15,3) 
On en déduit les égalités évidentes suivantes : 
9F ôF 
S=—(F), Paz (D) (15,4) 


En utilisant la relation E=F+TS, on peut exprimer l'énergie à 
l'aide de l’énergie libre de la manière suivante : 


ôF o F 
E=F—T (or), =—7* (7% 7), (15,5) 
Les formules (12,1-2 ; 14,4 ; 15,4) montrent que si l’on connaît 
l'une des grandeurs £, W ou F (comme fonction de deux variables 
correspondantes) et en prenant les dérivées partielles, on peut trou- 
ver toutes les autres grandeurs thermodynamiques. C’est pour cela 
que les grandeurs £, W, F sont parfois appelées potentiels thermody- 
namiques (par analogie avec le potentiel mécanique) ou fonctions 
caractéristiques : l'énergie Æ£ par rapport aux variables S, V, la 
fonction thermique W par rapport à S, P, l’énergie libre F par rap- 
port à V, T \ 
Il nous manque encore le potentiel thermodynamique par rapport 
aux variables P, T. Pour l'obtenir introduisons dans (15,3) P dV = 
—d(PV) —V dP et en faisant passer d(PV) dans le membre de gauche, 
on obtient : 


d®O=——S d4T +V dP, (15,6) 
où l'on a introduit la nouvelle grandeur : 
D=E-TS+IPV=F+PV=W=—TS, (15,7) 
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appelée potentiel thermodynamique (dans le sens étroit de ce 
mot)!. 
De (15,6) on déduit les égalités évidentes : 


Se (D), V= (52) : (15.8) 


La fonction thermique s'exprime au moyen de ® tout comme E s'ex- 
prime au moyen de F : 


W=o-T (2), =— 7 (Tr), (15,9) 


Si en plus du volume, il y a également d'autres paramètres À, 
qui déterminent l'état du système, dans l'expression de la diffé- 
rentielle de l'énergie on doit ajouter des termes proportionnels aux 
différentielles dÀ, : 


dE=TdS—PdV+YA;d, (15,10) 


où À; représente certaines fonctions de l'état du corps. Comme le 
passage aux autres potentiels ne concerne pas les variables à; il 
est évident que des termes analogues se trouveront être ajoutés aux 
différentielles F, O, W : 


dF=—SdT—PdV+YA;d, 


etc. Ainsi les grandeurs A; peuvent être obtenues en dérivant par 
rapport à À, l'un quelconque des potentiels (il ne faut pas oublier 
quelles sont les variables qui sont considérées comme constantes 
lorsque l’on prend la dérivée). En utilisant la formule (11,3) on peut 
écrire une relation analogue 


dE (p, q: À) ôF a 
nt), u54 
donnant la valeur moyenne de la dérivée de la fonction de Hamilton 
du corps prise par rapport à un paramètre quelconque en fonction de 
la dérivée de l'énergie libre par rapport à ce même paramètre (d’une 
manière analogue au moyen des dérivées de ® ou 

Remarquons que si les valeurs des paramètres À; varient légè- 
rement, les grandeurs E, F, W, © varieront également un peu. Il: 
est évident que leurs variations seront égales, si chacune d'elles est 
considérée pour une paire correspondante de grandeurs constantes : 


(8E)s.v=(ôF)r v=(ôW)s. p = (8O)r, p (15,12) 


1 Dans la littérature anglaise les grandeurs F et O sont également souvent 
appelées énergie libre de Helmholtz et énergie libre de Gibbs. 
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L'énergie libre et le potentiel thermodynamique ont une proprié- 
té fort importante donnant le sens de leur variation pour différents 
processus irréversibles. En introduisant dans l’inégalité (13,7) dQ/dt 
de (13,3), on obtient : 


dE dV dS 


Supposons que le processus soit isothermique et à volume cons- 
tant (T7 =const, V—=const). Cette inégalité peut alors s'écrire de la 
manière suivante : 


d(E—TS) _dF 
EN LÀ < 0. (15,14) 


Ainsi les processus irréversibles ayant lieu à température et volume 
constants sont accompagnés d’une diminution de l’énergie libre du 
corps. 

D'une manière analogue, pour P=const et T=const l'inéga- 
lité (15,13) prend la forme : 


dO 
æ <0, (15,15) 


c'est-à-dire que les processus irréversibles ayant lieu à température 
et pression constantes sont accompagnés d’une diminution du po- 
tentiel thermodynamique !. 

Donc à l'équilibre thermique, l'énergie libre et le potentiel 
thermodynamique du corps sont minimaux, la première de ces gran- 
deurs par rapport à toute variation de l’état à 7 et V constants, 
et la seconde dans le cas des 7 et P constantes. 


Problème 


Comment peut-on calculer l'énergie cinétique moyenne des particules du 
corps connaissant son énergie libre? 

Solution. La fonction de Hamilton (ou opérateur de Hamilton dans 
le cas quantique) peut être mise sous la forme E(p, g)}=U(qg)+K(p), où U(g) 
est l'énergie potentielle d'interaction des particules du corps, X(p) leur énergie 
cinétique. Cette dernière est une fonction quadratique des impulsions et est 
inversement proportionnelle à la masse m des particules (pour un corps composé 
de particules identiques). Ainsi, considérant m comme un paramètre on peut 
écrire : 


dE (p, q;m) ____ 1 
FFM Sa K (p). 


1 RAppslons que les deux cas concernent des processus (réactions chimiques 
par exemple) pour lesquels le corps ne se trouve pas à l'équilibre, ainsi son état 
n’est pas déterminé d'une manière univoque par la température et le volume (ou 
la pression). 
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Ainsi, en utilisant la formule (15, 11) on obtient l'énergie cinétique moyenne 


K=K(p) : 
ST A (a)r. v° 


$ 16. Relations entre les dérivées des grandeurs thermodynamiques 


Les paires de grandeurs thermodynamiques les plus couramment 
employées sont T, V et T, P car elles sont les plus commodes. 
Il se trouve donc être indispensable d’effectuer des transformations 
des dérivées des grandeurs thermodynamiques des unes par rap- 
port aux autres, ceci pour exprimer d'autres variables tant dépen- 
dantes qu’indépendantes. 

Si on prend V et 7 en qualité de variables indépendantes, il est 
commode d'exprimer les résultats de la transformation en fonction 
de la pression P et de la chaleur spécifique C, (en fonction de V et 
de T). L’équation reliant la pression, le volume et la température 
est appelée équation d’état du corps. Ainsi les formules dont il est 
question doivent permettre de calculer les diverses dérivées des gran- 
deurs thermodynamiques d’après l'équation d'état et la chaleur 
spécifique C,. 

D'une manière analogue, lorsque l'on choisit P et T comme va- 
riables principales, les résultats de la transformation doivent s'ex- 
primer en fonction de V et C, (comme des fonctions de P et de T). 

Il ne faut pas oublier que l’on peut trouver C, et C, respective- 
ment en fonction de V et de P (et non de la température) à l’aide de 
l'équation d'état. En. effet, il est facile de voir que l’on peut trans- 

d LA 


former la dérivée (Se) ae telle sorte qu'elle soit déterminée par la 


fonction P (V, T). En tenant compte que S=— (Tr) on a: 


8C9\ _m 28 SF a [9F 
(),=Tom-—Tyen=—T ôT? (Tr 
mais puisque (),=—P. on obtient la formule cherchée : 
ôC 92P 

(Tr (n), (16,1) 
D'une manière analogue on obtient la formule : 

‘Ch 92V 3 

()=—7 (5), (6,2); 

[lors de la transformation il faut utiliser les formules (15,8)]. 


3 M1641 
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Nous allons montrer la manière de transformer les dérivées des 
grandeurs thermodynamiques le plus couramment utilisées. 

Les dérivées de l’entropie par rapport au volume ou à la pression 
peuvent être calculées à partir de l’équation d’état au moyen des 
formules suivantes, qui sont la conséquence directe des expressions 
pour les différentielles des grandeurs thermodynamiques. 


On a: 
ss) 0 _ __ à [8F 
V)T (37 = — 57 (7 T 
ou 
as 9P 
(D),= (Gr) (16,3) 
D'une manière analogue: 
(& (2 8 [8® 
9P}Tr  9P )r= — 7 (6) 
ou 


(y) (7), (16,4) 


La dérivée (æ), se calcule à l’aide de l'égalité dE =T dS —_P dV 
de la manière suivante: 


Gr),=7 (a); —2 


‘ou en introduisant (16,3): 


(r)r= .i (77), —P. (16,5) 
D'une manière analogue, on peut trouver les formules suivantes : 
(rhr=— 7 Gr), 2 (G5)r (16,6) 


Gr)r= 7 (net V Gv)r 
G)= GP Gr) 


Enfin, nous allons montrer comment on peut calculer la chaleur 
spécifique C, au moyen de la chaleur spécifique C, et de l'équation 
d'état, en utilisant comme variables principales ÎT et P. Puisque 


C,=T ( il est ici question de transformer la dérivée (Fe), en 


(T),= V=T (Tr) (16,7) 


(= Co+V (2) 468 


Fr) 
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fonction. d’autres variables indépendantes. Le plus simple est de 
faire cette transformation au moyen des jacobiens!. 
Nous écrivons : 


oo Or 
Gr) (y 
En y introduisant (16,4) on trouve la formule cherchée 1 


ôv S 
C,—C,=—T (7) (16,9) 


(Gr 


à (u, tv) 


à (x, y) 


1 On appelle jacobien le déterminant 


ôu ôu 
Ô(u,v) __|0z ôy 


seu | æ|- ". 
Ôxz y 
Il a les propriétés évidentes suivantes ! 
9, u) u) _ _9(%, d (u, v) 
5G.n 0&n ‘b 
Ou, y) _ =(à), 
5& n . (Hi) 
On a de plus les relations suivantes : 
d(u,v) _9(u, ») v) .2@ s) 
FE 209 86) CE 
dv 
ais 2) o(u. 7) M 


3* 
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D'une manière analogue en transformant C,=T (2) à l’aide 
P 


des variables 7, V on obtient la formule suivante: 


(Gr). 

OT }v 

C—C,=—T 3P (16,10) 
(œ)- 

La dérivée (D ),sst toujours négative : lors de la dilatation iso- 


thermique du corps sa pression diminue toujours (cette affirmation 
sera démontrée en toute rigueur au $ 21). On peut donc déduire de 
la formule (16,10) que pour tous les corps 


C,>C (16,11) 


Lors de la dilatation (ou de la compression) adiabatique l’en- 
tropie du corps reste constante. Ainsi la relation entre la température, 
le volume et la pression d’un corps lors d'un processus adiabatique 
se détermine au moyen des diverses dérivées prises à entropie cons- 
tante. Démontrons maintenant les formules qui permettent de cal- 
culer ces dérivées d’après l'équation d'état du corps et sa chaleur 
spécifique. 

En passant aux variables indépendantes V et T on trouve la dé- 
rivée de la température par rapport au volume : 


non _ (2) 


8T\ _6(T,S) 9(V,1) ___\/r ___ T [as 
()s=3 (F, 85) 4(V,S5) fas\ (re 
8(V, T) Cr) 

ou en introduisant (16,3) : 

ôT T {6ôP 

)s=—-& Gr) (16,12) 
D'une manière analogue, on trouve la formule : 
ôT T [dV 
Gr) = (T) (16,13) 


Ces formules montrent que si le coefficient de dilatation thermique 


(). est positif (négatif), lors d'une dilatation adiabatique la 


température du corps diminue (augmente) !. 


1 Au $ 21 il sera montré en toute rigueur que l’on a toujours C,>0, donc on 
a aussi C,>0. 


ÉCHELLE THERMODYNAMIQUE DES TEMPÉRATURES 69 


Calculons maintenant la compressibilité adiabatique (&), du 
corps. On a: 


ou 
(5), = € (FF); (16,14) 


Par suite de l'inégalité C,=>C, la compressibilité adiabatique est 
toujours inférieure en valeur absolue à la compressibilité isothermique. 

En utilisant les formules (16,9-10), en obtient à partir de (16,14) 
les relations 


(r)s= (5) +0, (or)e (16,15) 
Gr)e= (r)—a (Gr) 6,16) 


$ 17. Echelle thermodynamique des températures 


Nous allons montrer que, tout au moins en principe, on peut 
construire une échelle thermodynamique des températures en uti- 
lisant pour cela un corps quelconque, dont l'équation d'état n’est 
pas connue à l’avance. En d’autres termes, le problème est de cons- 
truire au moyen de ce corps la fonction T7 =T (+) donnant l'échelle 
absolue de la température 7 en fonction d’une autre échelle conven- 
tionnelle t déterminée au moyen d’un «thermomètre » à graduation 
arbitraire. 

Nous allons pour cela partir de la relation suivante (toutes les 
grandeurs sont relatives à un même corps): 


8Q\ _r(25\ av 
G)e= TG) 7 (7), 
[nous avons utilisé (16,4). Puisque la relation entre v et T est biu- 
nivoque, on peut indifféremment écrire la dérivée à 7 ou + constants. 


La dérivée (Fr) sera par contre écrite sous la forme: 
P 


ôT 
OV\ D[o\ de 
8T)p \& )PdT 


(S).=—7 (ha 


On a alors 
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ou 


== E: (47,1) 
dt (2). 


Dans le membre de droite on a des grandeurs qui peuvent être 
mesurées directement comme des fonctions de la température con- 


Q 


ventionnelle + : (5). est déterminée par la quantité de chaleur qui 
doit être fournie au corps pour que lors de la dilatation sa tempé- 
? 
rature reste constante, la dérivée(?) se déterminera par la varia- 
P 


tion du volume du corps lors du chauffage. Ainsi, la formule (17,1) 
résout le problème posé, car elle permet de trouver la fonction T = 
=T(r). 

11 ne faut pas oublier que si l’on intègre (17,1), on obtient In T 
à une constante additive près. Donc la température 7 se trouve être 
déterminée à un facteur constant près. C’est tout naturel car le choix 
des unités de mesure de la température absolue reste arbitraire, ce 
qui est équivalent à la présence d’un facteur arbitraire dans la fonc- 
tion T=T(x). 


$ 18. Processus de Joule-Thomson 


Soit un processus dans lequel un gaz (ou un liquide) qui se trou- 
ve à la pression P, passe d'une manière stationnaire dans un récipient 
où la pression est P,. Le fait que le processus soit stationnaire veut 


Fig. 1 


dire que, durant tout le processus, les pressions P, et P, sont cons- 
tantes. Un tel processus peut être représenté d’une manière sché- 
matique comme le passage d’un gaz à travers une paroi poreuse (a 
sur la figure 1), les pressions sont maintenues constantes à l’aide 
des pistons des deux côtés de la paroi, l’un entrant et l'autre sortant. 
Si les trous de la paroi sont suffisamment petits, la vitesse de l’écou- 
lement macroscopique du gaz peut être considérée comme nulle. 
Nous allons également supposer que le corps est thermo-isolé. 
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Le processus décrit est appelé processus de Joule-Thomson. Sou- 
lignons que ce processus est irréversible, ne serait-ce qu'à cause de 
la présence de la paroi à petits trous qui provoque un fort frottement, 
ce qui annule la vitesse du gaz. 

Soit une certaine quantité de gaz qui à la pression P, occupait le 
volume V, ; le volume de ce gaz passe (d’une manière thermo-isolée) 
à un volume V,, la pression devenant P,. La variation de l'énergie 
E,—E, de ce gaz est égale au travail qui doit être effectué pour le 
faire sortir du volume V, (ce travail est égal à P,V,) moins letravail 
qu'il faut effectuer pour occuper le volume V, à la pression P, (ce 
travail est égal à P,V,). Ainsi on a: E,—E,—=P,V,—P,V,, c'est- 
à-dire 

E,+P,V,=E,+P,vVe. 
ou 
W,=W.. (18,1) 


Ainsi dans le processus de Joule-Thomson la fonction thermique 
du gaz se conserve. 

La variation de la température pour une petite variation de la 
pression par suite du processus de Joule-Thomson est déterminée 


ee (OT À : à 
par la dérivée (F) prise en conservant la fonction thermique cons- 


tante. Transformons cette dérivée en passant aux variables indé- 
pendantes P, T. On a 
a(T,W) EI 
ôT\ _9(T,W)_d(P,T) cn 
OR H)— 9(P,W)  /éW\ ? 
8(P,T) ( A 


d’où, à l’aide des formules (14,7) et (16,7), on obtient : 


ôT 1 ôv 
Gr) cs, [7 [Gr)e-v]- 48.2 
La variation de l’entropie est déterminée par la dérivée (à) ; 
w 

De la relation dW=T dS +V dP écrite sous la forme dS = Lu — = dP, 

on tire 
CAJ V 
(%)v =—+. (18,3) 


Cette grandeur est toujours négative, comme il se devait : lorsqu'un 
gaz passe à une pression moindre au moyen du processus irréversible 
de Joule-Thomson, son entropie augmente. 
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Nous allons dire quelques mots du processus qui consiste en ce 
que le gaz qui se trouvait initialement dans l’un des deux récipients 
en se dilatant passe dans le second récipient ; ce processus n'est 
évidemment pas stationnaire et les pressions dans les deux récipients 
varient jusqu'à leur égalisation. Lors d’une telle détente du gaz 
dans le vide son énergie E se conserve. Si par suite de la détente le 
volume total ne change que très peu, la variation de température 


est donnée par la dérivée (T).: En exprimant cette dérivée à l’aide 


ôovV 
des variables indépendantes V, T on obtient la formule suivante: 
ôT | 9P 
(ee [er (ru) (18,4) 
Pour la variation de l’entropie on a : 
ds P 
(her (18,5) 


Comme il se devait, l’entropie augmente lors de la détente, c’est- 
à-dire lors de l’augmentation du volume Y. 


$ 19. Travail maximal 


Considé rons un système thermo-isolé composé de plusieurs corps 
ne se trouvant pas en équilibre thermique les uns par rapport aux 
autres. Durant le processus d'établissement de l'équilibre le système 
peut fournir du travail (aux objets extérieurs quelconques). Le pas- 
sage à l’équilibre peut cependant s'effectuer de différentes manières, 
les états finaux du système à l'équilibre seront évidemment 
différents; en particulier son énergie et son entropie ne seront pas 
identiques. 

Par conséquent, le travail total qu’on peut obtenir d’un système 
hors d'équilibre dépendra de la manière dont a été atteint l'équilibre, 
et on peut se poser la question de savoir de quelle façon doit s'ef- 
fectuer ce passage pour que le travail effectué par le système soit 
maximal. Ce qui nous intéresse ici, c'est le travail qui apparaît 
par suite du fait que le système est hors d'équilibre ; ceci veut dire 
que nous devons exclure le travail qui aurait pu être effectué par 
suite de la dilatation générale du système, un tel travail pourrait 
être obtenu à partir d'un système se trouvant par lui-même à {’équi- 
libre. Ainsi, nous allons supposer que, par suite de ce processus, le 
volume total du système reste invariable (quoiqu'il puisse varier 
durant le processus). 

Soit E, l'énergie initiale du système et E(S) l'énergie à l’état 
d'équilibre en fonction de l’entropie du système. Comme le système 
est thermo-iselé le travail qu’il effectue sera simplement égal à la 
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variation de l'énergie : ; 
|R|=£,—E(S) 


(nous écrivons |R]| car nous avons supposé la condition R<O 
si le travail est effectué par le système). 
En dérivant | À| par rapport à l’entropie S de l’état final, on a : 


ô1R|_ (2 : 
COS = Ts 

où T est la température de l’état final ; la dérivée est prise pour une 
valeur donnée du volume du système à l’état final (coïncidant avec 
sa valeur initiale). Nous voyons que cette dérivée est négative, 
c'est-à-dire que | À| diminue lorsque S augmente. Mais l’entropie 
d’un système thermo-isolé ne peut décroître. Ainsi, la plus grande 
des valeurs possibles de | R | sera atteinte si S reste constante durant 
tout le processus. 

Ainsi, nous arrivons à la conclusion que le travail effectué par 
le système est maximal dans le cas où son entropie reste constante, 
c'est-à-dire que le passage à l’état d'équilibre s'effectue d’une maniè- 
re réversible. 

Calculons le travail maximal qui doit être effectué lors de 
l'échange d’une petite quantité d'énergie entre les deux corps aux 
températures 7, et T, respectivement ; soit T,>T;. Soulignons 
avant tout que si l’échange d'énergie s’effectuait directement lors 
du contact des deux corps il ne pourrait y avoir aucun travail. Le 
processus serait irréversible [l’entropie des deux corps augmenterait 
de 6E(7-7-) où ÔE est la quantité d'énergie transportée]. 

Ainsi, pour effectuer un transport réversible d'énergie et par 
conséquent pour obtenir un travail maximal, il est indispensable 
d'introduire encore un corps auxiliaire (machine) effectuant un 
certain processus circulaire réversible. Ce processus doit s'effectuer de 
manière que les corps entre lesquels il y a un échange direct d'éner- 
gie se trouvent à des températures égales. Ainsi, la machine qui 
à la température T, est mise en contact avec le corps à la tempé- 
rature 7, en reçoit de l’énergie d'une manière isothermique. Puis 
elle est refroidie adiabatiquement jusqu’à la température 7, : à 
cette température elle fournit de l'énergie au corps à la température 
T, et enfin revient adiabatiquement à son état initial. Lors de 
détentes liées à ce processus, la machine fournit du travail aux objets 
extérieurs. Le processus circulaire décrit est appelé cycle de Carnot. 

En passant au calcul du travail maximal obtenu, on remarque 
que l’on peut ne pas prendre en considération la machine, car 
par suite du processus elle revient à l’état initial. Supposons que 
le second corps qui est le plus chauffé perde une quantité d'énergie 


ù 
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égale à — ÔE,=—T.6S,, le premier corps reçoit alors une énergie 
égale à ÔE, — =T,ôS,. Comme le processus est réversible la somme 
des entropies des deux corps reste constante, c’est-à-dire que ÔS, = 
=—6ôS,. Le travail effectué est égal à la diminution de l'énergie 
totale des deux corps, c’est-à-dire que 


LOR lnx=— ÔE—8E, = —T5S,—T,8S,=—(T,—T,)58,, 


ou 
se 


1ÊR [max = lôE|. (19.1) 


Le rapport du travail effectué à la quantité d'énergie consommée 
est appelé rendement n. La valeur maximale du rendement, lorsque 
l'énergie passe du corps le plus chaud au eorps le moins chaud, est 
égale conformément à (19,1) à 


TT 
Ts, À 


Nmax — (19.2) 
Il est plus commode d'utiliser le coefficient d'utilisation n défini 
comme le rapport du travail effectué au travail maximal qui peut 
être obtenu pour des conditions données. Il est évident que 


n=—1, (19,3) 


Mmax 


$ 20. Travail maximal effectué par un corps se trouvant dans 
un milicu extérieur 


Considérons maintenant la question du travail maximal d'un 
autre côté. Supposons que le corps se trouve dans un milieu exté- 
rieur, la température 7, et la pression P, du milieu étant différen- 
tes de la température T et de la pression P du corps. Le corps peut 
fournir du travail à un certain objet qui est supposé thermo-isolé tant 
du milieu que du corps donné. Le milieu avec Le corps et l’objet de 
travail qui s’y trouvent forme un système isolé. Le volume et 
l'énergie du milieu sont si importants que les variations de ces gran- 
deurs provoquées par les processus se déroulant dans le corps ne con- 
duisent pas à des variations notables de la température et de la pres- 
sion du milieu, on peut donc considérer ces dernières comme cons- 
tantes. 

Si le milieu n'existait pas, le travail fourni par le corps à un 
objet thermo-isolé, lorsqu'on se donne la variation de l'état du corps 
(c'est-à-dire lorsqu'on se donne l'état initial et l’état final du corps). 
serait une grandeur bien déterminée égale à la variation de l'énergie 
du corps. La présence d’un milieu prenant part au processus fait 
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que le résultat n’est plus univoque et on se pose la question de savoir 
quel est le travail maximal que peut effectuer le corps pour une va- 
riation donnée de son état. 

Si le corps en passant d’un état à un autre fournit un certain travail 
à un objet extérieur, lors du passage inverse du second état au premier 
la source extérieure de travail doit fournir du travail au corps. Au 
passage direct pendant lequel le corps effectue un travail maximal 
| R Inax Correspond le passage inverse qui exige de la part de la source 
extérieure une dépense d'énergie minimale |R{|,,,. 11 est évident 
que les travaux |R|,., et | R|,, Coïncident, donc leur calcul est 
identique et nous parlerons ci-dessous du travail fourni au corps par 
une source de travail extérieure thermo-isolée. 

Durant le processus le corps peut échanger avec le milieu de la 
chaleur et du travail. Le travail, fourni par le milieu au corps, doit 
évidemment ê:re isolé du travail total fourni au corps, car ce qui 
nous intéresse c'est seulement le travail qui est produit par la source 
extérieure considérée. Ainsi, la variation totale de l'énergie du corps 
AË pour une certaine variation (qui n’est pas obligatoirement pe- 
tite) de son état a trois composantes : le travail fourni au corps par 
Ja source extérieure À, le travail effectué par le milieu et la chaleur 
reçue du milieu. Ainsi qu’il a déjà été mentionné, par suite des gran- 
des dimensions du milieu sa température et sa pression peuvent être 
considérées constantes ; par conséquent le travail fourni par le mi- 
lieu au corps est P,AV,, et la quantité de chaleur cédée est égale à 
—T,AS, (les lettres marquées de l’indice zéro se rapportent au milieu, 
et celles qui sont sans indice au corps). Ainsi on a : 


AE=R+PAV,—ToASo. 


Comme le volume du milieu, y compris le corps, reste constant, on a 
AV,=—AV. Puis par suite de la loi de la croissance de l’entropie 
on a AS+AS, > 0 (l’entropie d’une source thermo-isolée de travail 
ne varie pas du tout), ainsi AS,> —AS. De la relation R=AE — 
—P,AV,+T, ASS on tire : 

RZAE—T,AS + P,AY. (20.1) 


L'égalité est atteinte lors d’un processus réversible. Nous arri- 
vons donc de nouveau à la conclusion que le passage s'effectue avec 
un minimum de travail consommé (par conséquent le passage in- 
verse s'effectuera avec un maximum de travail produit) s’il est ré- 
versible. La valeur du travail minimal est déterminée par la formule: 


Rmin=A(E—T,S+P,V) (20,2) 
(comme 7, et P, sont des constantes elles peuvent être mises sous 


le signe A), c'est-à-dire que ce travail est égal à la variation de la 
grandeur E—T,S+P,V. Pour un travail maximal la formule doit 
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évidemment être écrite avec le signe opposé : 
LR |nax=— A(E-TS+P,V), (20,3) 


car l’état initial et l’état final se trouvent interchangés. 

Si, durant le processus, le corps se trouve à l'équilibre à tout 
moment (mais non pas en équilibre avec le milieu), pour une varia- 
tion infiniment petite de l’état la formule (20,2) peut être écrite sous 
une autre forme; en posant dE—T dS — P dV dans dR,,,=dE— 
—T,;dS+P,dV on trouve : 


dRnix =(T — To) dS—(P— Ps) dV. (20,4) 


Notons deux cas particuliers importants. Si le volume et la tem- 
pérature du corps restent constants, cette dernière étant égale à la 
température du milieu, de (20,2) on tire: Rmn—=A(E—TS), ou 


Ramin = AP, (20,5) 


c'est-à-dire que le travail minimal est égal à la variation de l’énergie 
libre du corps. Si ce sont la température et la pression du corps qui 
sont constantes avec T=T,, P=P,, on a 


Rain = A®, (20,6) 


c'est-à-dire que le travail effectué par la source extérieure est égal 
à la variation du potentiel thermedynamique du corps. 

Soulignons que, dans ces deux cas particuliers, il est question 
d'un corps se trouvant hors d'équilibre, donc son état n’est pas dé- 
terminé par les seules valeurs de T et de V (ou de P) ; dans le cas 
contraire la constance de ces grandeurs indiquerait qu'il n'y a aucun 
processus. Ce peut être, par exemple, la réaction chimique dans un 
mélange dont les composants réagissent mutuellement, le proces- 
sus de dissolution, etc. 

Supposons maintenant que le corps se trouvant dans le milieu 
extérieur est abandonné à lui-même et aucun travail ne lui est four- 
ni. Des processus irréversibles spontanés se produiront dans ce corps 
et l’amèneront à l'équilibre. Dans l'inégalité (20,1) on doit main- 
tenant poser R=0, on aura ainsi : 


A(E—T,S + PV) 0. (20,7) 


Ceci veut dire que, par suite des processus auxquels est soumis le 
corps, la grandeur E—T,S+P,V va décroiître pour atteindre un 
minimum à l'équilibre. 

En particulier, dans les processus spontanés à température T=T, 
et pression P=P, constantes le potentiel thermodynamique © dé- 
croît et dans les processus à température T=T, et volume du corps 
constants c’est l’énergie libre F qui décroît. Des résultats semblables 
ont déjà été obtenus au $ 15 en partant d’un tout autre point de vue. 


TRAVAIL MAXIMAL EFFECTUÉ PAR UN CORPS 77 


Notons que la démonstration faite ici ne suppose pas en fait que la 
température et le volume (ou la pression) du corps restent constants 
durant tout le processus : on peut affirmer que le potentiel thermo- 
dynamique (ou l'énergie libre) du corps diminue par suite de tout 
processus au début et à la fin duquel la température et la pression 
(ou le volume) sont identiques (et sont égales à la température et à 
la pression du milieu) même si durant le processus elles ont varié. 

Le travail minimal peut être doté encore d’un autre sens thermo- 
dynamique. Soit S, l’entropie totale du corps et du milieu ; si le 
corps se trouve en équilibre avec le milieu, S, est une fonction de 
leur énergie totale E, : 


S,=S(E,). 


Supposons que le corps ne se trouve pas en équilibre avec le 
milieu ; leur entropie totale diffère alors de la valeur S,(E, 
(pour une même valeur de leur énergie to- 
tale E,) d'une certaine valeur AS, <0. & 
Sur la figure 2 le trait continu correspond à 
la fonction S,(E;), et le segment vertical 
ab à la grandeur — AS,. Quant au segment 
horizontal bc, il correspond à la variation de 
l'énergie totale lors du passage réversible 
du corps de l'état d'équilibre avec le mi- 
lieu à l’état correspondant au point b. En 
d’autres termes, ce segment représente le tra- 
Vail minimal que doit dépenser une cer- 
taine source extérieure pour faire passer le 
corps de l’état d'équilibre avec le milieu 
dans l’état considéré ; l’état d'équilibre 
dont il est question (point c sur la figure 2) ne coïncide évidem- 
ment pas avec l’état d'équilibre correspondant à la valeur donnée 
E, (point a). 

Comme le corps n’est qu'une petite partie de tout le système, les 
processus s’y déroulant ne conduisent qu'à des variations relative- 
ment peu importantes de l'énergie et de l'entropie totales. Ainsi, 


Fig. 2 


; TRE dSif E 
du graphique sur la figure 2 on déduit que AS,=— se Rain. 
Mais la dérivée Fe est la température d'équilibre du système, 


c'est-à-dire la température du milieu 7,. Ainsi : 


AS, = — Feu _— 7. (AE —T,AS + PAV). (20,8) 


Cette formule montre de combien diffère l’entropie d’un système 
isolé (corps+ milieu) de sa valeur maximale possible dans le cas où 
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le corps ne se trouve pas en équilibre avec le milieu ; les grandeurs 
ÂË, AS et AV sont alors les différences entre les valeurs de l'énergie, 
de l’entropie et du volume du corps à l’état considéré et à l'équilibre 
complet. 


$ 21. Inégalités thermodynamiques 


Lorsque nous avons trouvé les conditions d’équilibre thermique 
à partir de la condition de l’entropie maximale, nous n'avons jus- 
qu'à présent considéré que ses dérivées premières. La condition an- 
nulant les dérivées par rapport à l’énergie et au volume nous a donné 
($$ 9, 12) pour la condition d'équilibre l'égalité des températures 
et des pressions de toutes les parties du corps. Cependant la condi- 
tion d’annulation des dérivées premières n’est que la condition né- 
cessaire d’extremum, mais elle n’assure pas une entropie maximale. 
Pour trouver les conditions suffisantes de maximum, il faut, comme 
on sait, étudier les fonctions donnant les dérivées secondes. 

Cependant il est plus commode d'effectuer cette étude non pas 
à partir de la condition de maximum de l’entropie d’un système 
isolé, mais à partir d’une autre condition qui lui est équivalente !. 
Considérons une certaine partie du corps (petite mais macroscopique). 
Par rapport à cette partie les autres parties peuvent être considérées 
comme un milieu extérieur. Comme on l’a vu au paragraphe précé- 
dent, on peut alors affirmer qu’à l'équilibre la grandeur 


E—T,S+PV 


est minimale (ici E, S et V sont l'énergie, l’entropie et le volume de 
la partie considérée du corps et 7,, P, la température et la pression 
du milieu, c’est-à-dire des autres parties du corps). 7, et P, sont, 
de toute évidence, simultanément la température et la pression de 
la partie considérée à l'équilibre. 

Ainsi, pour tout petit écart à l'équilibre la variation de la gran- 
deur E—T,S+P,V doit être positive, c’est-à-dire que 


SE — TS + PV > 0. (21,1) 


En d’autres termes, on peut dire que le travail minimal, qu'il faut 
dépenser pour amener la partie considérée du corps de l’état d'équi- 
libre dans tout autre état voisin, doit être positif. 

Dans la suite, dans tous les coefficients correspondant à l’écart 
des grandeurs thermodynamiques à leurs valeurs d'équilibre, on 
supposera les valeurs d’équilibre et les indices 0 seront omis. 


1 Pour ce qui est de l'entropie en fonction des impulsions du mouvement 
macroscopique, nous avons déjà étudié ($ 10) les conditions imposées tant aux 
dérivées premières qu'aux dérivées secondes, nous avons ainsi trouvé qu'il ne 
.doit pas y avoir de mouvement macroscopique interne et que la température 
doit être positive. 
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En développant ÔE en série (E étant considérée comme une fonc- 
tion de S et de V), on obtient aux termes du second ordre près : 


oS? 


SE = FR 68 +57 6V ++ (2e 052 y 


6S 8V + yz 6V*) . 


Mais =T, T=—P, donc les termes du premier ordre sont ici 


TôS—P6V et en substituant ÊE dans (21,1) ils disparaissent. On 
obtient ainsi la condition: 


dE 
ES 


ô2E 


8 +2 357 


6S 67 + PE V2 > 0. (21,2) 


On sait que pour que cette inégalité ait lieu pour des ôS et ôV ar- 
bitraires il faut que les deux conditions suivantes soient réalisées ! : 


2e > 0, (21,3) 


Ô?E 0?E Ô?E \? 
ar — (35) > 0. (21,4) 
ê2E | 

Pour gg: On a: 
&@E _{ôT\ _T 
EX =(%), C3” 
La condition (21,3) prend alors la forme T/C,>0 et comme T>0 
on a également 


C,>0, (21,5) 


c'est-à-dire que la chaleur spécifique à volume constant est toujours 
positive. 
La condition (21,4) peut être écrite sous la forme du jacobien 


suivant: 
Ô0E Ô0E 
“ LG) (Gr). > 0, 
ou 
HER <o 


1 Le cas particulier où dans (21,4) on a l'égalité sera étudié ultérieurement, 
au $ 84. 
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Passant aux variables T et V on a : 


ô(T,P) [6P 
a(T,P) 9(T,1) ne (T 


Ce qui, par suite de C,>>0, équivaut à 
ôP 
(3) <0, (21,6) 


c'est-à-dire que l’augmentation du volume à température constante 
s'accompagne toujours d’une diminution de la pression. 

Les conditions (21,5) et (21,6) sont appelées inégalités thermody- 
namiques. Les états pour lesquels ces conditions ne sont pas remplies 
sont instables et ne peuvent pas exister dans la nature. 

Au $ 16 il a déjà été noté que par suite de l'inégalité (21,6) et 
de la formule (16,10) on a toujours C,>C,,. Ainsi, (21,5) donne tou- 
jours 

C,>0. (21,7) 


Comme C, et C, sont positifs l'énergie est une fonction monotone 
croissante de la température à volume constant, de même pour la 
fonction thermique en fonction de la température à pression constan- 
te. Quant à l’entropie, elle est une fonction monotone croissante de 
la température tant à volume constant qu’à pression constante. 

Les conditions (21,5-6) démontrées pour toute petite partie du 
corps sont également vraies pour le corps en entier, car à l’équilibre 
les températures et les pressions de toutes les parties sont égales 
entre elles. Le corps est supposé homogène (seuls de tels corps sont 
ici étudiés). Soulignons que les conditions (21,5-6) sont justement 
liées à l'homogénéité du corps. On peut, par exemple, considérer un 
corps dont les particules sont maintenues ensemble par les forces 
de gravitation; un tel corps sera de toute évidence non homogène, 
sa densité augmentera vers le centre. Pour un tel corps en entier, 
la chaleur spécifique peut être inférieure à zéro, c’est-à-dire que ce 
corps peut s'échauffer à mesure que son énergie diminue. Remarquons 
que ceci ne se trouve pas en contradiction avec le fait que la cha- 
leur spécifique soit positive pour toute petite partie du corps, car 
l'énergie de tout le corps n’est pas, dans ces conditions, égale à la 
somme des énergies de ses parties —il existe encore l'énergie supplé- 
mentaire d'interaction de gravitation entre ces parties. 

Les inégalités que nous avons démontrées sont des conditions 
d'équilibre. Mais elles ne sont pas suffisantes pour que l’équilibre 
suit complètement stable. 
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I1 peut exister des états tels que des écarts infiniment petits 
diminuent l’entropie, ainsi le corps revient ensuite à l'état initial, 
mais pour un certain écart fini l'entropie peut se trouver être supé- 
rieure à celle de l’état initial. Après un tel écart fini le corps ne re- 
viendra pas à l’état initial, au contraire il tendra à passer dans un 
certain autre état d'équilibre correspondant au maximum d'’entro- 
pie, supérieur au maximum d’entropie de l’état initial. Par consé- 
quent parmi les états d'équilibre il faut distinguer les états métas- 
tables et les états stables. Si le corps se trouve dans un état métastable 
et qu’il en est suffisamment écarté, le corps peut ne pas revenir à 
l’état initial. Quoique l’état métastable soit, dans certaines limites, 
stable, tôt ou tard le corps passera obligatoirement dans un autre 
état, stable. Ce dernier correspond au plus grand des maximums d'’en- 
tropie ; si le corps s’écarte d'un tel état, il y reviendra tôt ou tard. 


$ 22. Principe de Le Chatelier 


Soit un système isolé composé du milieu et d’un corps immergé 
dans ce milieu. Soit S l’entropie totale du système et y une certaine 
grandeur se rapportant au corps telle que la condition de maximum 
de S soit 


ceci veut dire que le corps par lui-même se trouve à l'équilibre tout 
en n'étant obligatoirement pas en équilibre avec le milieu. Soit main- 
tenant z une autre grandeur thermodynamique se rappc:tant à ce 


même corps, cette grandeur est telle que, si en plus de 50, on a 


le corps se trouvera non seulement à l’équilibre interne mais égale- 
ment en équilibre avec le milieu. 
Introduisons les notations 
CAS » 9S 
= — — =—— 22 
X rt Ÿ Er (22,1) 
A l'équilibre thermodynamique complet l'entropie S doit être 
maximale. Pour cela, en plus des conditions 


X=0, Y=0, (22.2) 
on doit avoir les inégalités suivantes : 
4X ay : 
Ce) >0 (Fr) >0, (22,3) 
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Ge), Gr) Gr)>0 (22,4) 


Supposons maintenant que par suite d’une très petite action 
extérieure quelconque l’équilibre du corps et du milieu soit rompu, 
la grandeur x varie un peu et la condition z=0 n'est plus réalisée ; 
nous supposerons que la grandeur y ne se trouve pas directement 
touchée par cette action. Si Az est la variation de la grandeur z, 
la variation de la grandeur X au moment de l’action sera : 


avec 


(AX),= ( Fe) A7. 


La variation de x à y constant viole évidemment la condition 
Y =0, c'est-à-dire l'équilibre interne du corps. Après le rétablisse- 
ment de l'équilibre, la grandeur X=AX aura la valeur 


AX)r=e = (EE), 4e 


la dérivée est ici prise à Ÿ constant égal à zéro. 
Comparons les deux valeurs de AX. En utilisant les propriétés 
des jacobiens on a : 


ë tx ») es; 
(à) _9(X,Ÿ) _ d(z, y) (&) _\ôy 


a x 


GG) 
d(z, y) dy /x 


Le dénominateur du second membre de cette expression est positif 
conformément à (22,3) ; en tenant compte également de l'inégalité 
(22,4), on trouve que 


É )> (yes > 0 (22,5) 
ou 
FAX), > T(AX )y = |- (22,6) 


Les inégalités (22,5) ou (22,6) constituent le principe de Le Cha- 
telier. 

Considérons la variation Az de la grandeur x comme la mesure 
de l’action extérieure exercée sur le corps, et AX comme la mesure de 
la variation des propriétés du corps sous l'influence de cette action. 
L'inégalité (22,6) montre que, lors du rétablissement de l'équilibre 
interne, rompu par l’action extérieure, la valeur de AX diminue. 
Ainsi le principe de Le Chatelier peut être formulé de la manière 
suivante. 
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L’action extérieure mettant le corps hors d'équilibre provoque 
en lui des processus tendant à diminuer les résultats de cette action. 

Nous allons expliquer ceci par des exemples. 

Il est tout d’abord commode de changer un peu la définition des 
grandeurs X et Ÿ, ceci en utilisant la formule (20.8) conformément 
à laquelle la variation de l’entropie du système milieu+corps est 
égale à — R,;,/7,, où 7, est la température du milieu et Rain 1e 
travail minimal, indispensable pour faire passer le corps de l’état 
d'équilibre avec le milieu à l’état donné. On peut donc écrire : 

À OR TOR 


Lee, Yep. (22.7) 


Pour une variation infiniment petite de l'état du corps on a [voir 
(20,4)] : 


dRin =(T—To)dS—(P— P;)dV ; 


toutes les grandeurs.sans indice tant ici que plus bas se rapportent 
au corps, et celles dotées de l'indice 0 au milieu. 
To 


Soit x l'entropie S du corps. On a alors X =. La condition 


d'équilibre X=—0 donne 7 =7,, c'est-à-dire l'égalité des tempé- 
ratures du corps et du milieu. Les inégalités (22,5) et (22,6) devien- 


nent 
oT oT 
(&),> (she > 0 (22.8) 
I(AT),1> 1 (AT )y 0 |. (22.9) 


Ces inégalités ont le sens suivant. La variation de la grandeur x, 
celle-ci étant l’entropie du corps, signifie que l’on communique (ou 
que l'on prend) au corps une certaine quantité de chaleur. Ceci 
a pour résultat de rompre l'équilibre du corps, en particulier, sa 
température varie [d’une grandeur égale à à (AT). Le rétablissement 
de l'équilibre dans le corps conduit à ce que la Valeur absolue de la 
variation de sa température diminue [cette variation devient égale 
à (AT)yol, c'est-à-dire que le résultat de l'action mettant le corps 
hors d'équilibre diminue. On peut dire que l’échauffement (le re- 
froidissement) du corps provoque en lui des processus tendant à di- 
minuer (augmenter) sa température. 

ne is maintenant x est le volume V du corps. On aura 


alors X— . A l'équilibre X—0, c'est-à-dire que P—P,. 
Les inégalités 2 5) et (22,6) donnent 


Gr), < (Fe, <0 (22.10) 
[(AP),1> 1(AP)v=0l. (22.11) 
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Si le corps est mis hors d'équilibre par une variation de son volu- 
me (à température constante), la pression change ; le rétablissement 
de l’équilibre dans le corps conduit à une diminution de la valeur 
absolue de la variation de la pression. En tenant compte du fait que 
la diminution du volume du corps augmente sa pression (et inverse- 
ment), on peut dire que la diminution (l'augmentation) du volume 
du corps provoque l'apparition de processus tendant à diminuer 
(augmenter) sa pression. 

Dans la suite nous rencontrerons toute une série d'exemples 
d'application de ces résultats (solutions, réactions chimiques, etc.). 

Remarquons encore que si dans les inégalités (22,8) la grandeur 
y représente le volume du corps, on aura : 


(E),-=e. (E,.-(E),-2 
EX) 25 }v C,' TS )r-e = s)e=E 


puisque la condition Y —0 indique que dans ce cas P=P,, c'est-à-di- 
re que la pression est constante. Ainsi, nous obtiendrons de nouveau 
les inégalités C,>C,>0. 

D'une manière analogue, si dans (22,10) on prend pour y l’entropie 
du corps, la condition Y =0 indiquera que la température T=T, 
est constante : on a ainsi 


(D). < (Gr), <0 


résultat que nous connaissons déjà. 


$ 23. Théorème de Nernst 


Le fait que la chaleur spécifique C, soit positive montre que 
l'énergie est une fonction monotone croissante de la température. 
Inversement lorsque la température baisse, l'énergie diminue d’une 
manière monotone et, par conséquent, pour la plus basse des tempé- 
ratures possibles, c’est-à-dire au zéro absolu, le corps doit se trouver 
dans l’état ayant la plus petite des énergies possibles. Si l'on consi- 
dère l'énergie du corps comme la somme des énergies des parties 
en lesquelles on peut le diviser par la pensée, on peut alors affirmer 
que chacune de ces parties se trouvera également dans un état d'éner- 
gie minimale ; il est évident qu’à la valeur minimale de la somme 
doivent correspondre des valeurs minimales de toutes ses composantes. 

Ainsi, au zéro absolu, toute partie du corps doit se trouver dans 
un état quantique déterminé — état fondamental. En d'autres ter- 
mes, les poids statistiques de ces parties sont égaux à l'unité, leur 
produit est donc lui aussi égal à l'unité, ce produit n’est pas autre 
chose que le poids statistique de l’état macroscopique du corps en 
entier. Quant à l’entropie du corps qui est le logarithme du poids 
statistique, elle est par conséquent égale à zéro. 


THÉORÊME DE NERNST 85 


Nous arrivons ainsi à la conclusion fort importante suivante : 
au zéro absolu l’entropie de tout corps est égale à zéro (c’est le théo- 
rème de Nernst)1. 

Soulignons que ce théorème est une conséquence de la statistique 
quantique, où les états quantiques discrets jouent un rôle de premier 
plan. Ce théorème ne peut être démontré en statistique purement 
classique où l’entropie n'est définie qu’à une constante additive 
près (voir $ 7). 

On peut déduire du théorème de Nernst les propriétés des autres 
grandeurs thermodynamiques pour T—0. 

I est facile de voir que pour T =0 les chaleurs spécifiques, tant C, 
que C,, s’annulent : 


C,=C;=0 pour T =0. (23,1) 


Ceci découle immédiatement de l'expression de la chaleur spécifique 
écrite sous la forme 


25 _ os 
ôT 0MT° 


Lorsque 7 —0, on a In T——c, mais puisque S tend vers une limite 
finie (vers zéro), il est évident que la dérivée écrite ci-dessus tend 
vers Zéro. 

Le coefficient de dilatation thermique s’annule également 


(%),=0 pour T—0. (23,2) 


En effet, cette dérivée est égale à la dérivée (95). lvoir (16,4)1 


qui s'annule pour T7 =0, car S—0 pour T0 et une pression arbi- 
traire. 
D'une manière analogue on voit que 


(),=0 pour T—0. (23,3) 
Généralement l'entropie s’annule pour T—0 comme la n-ième 
puissance de T, c'est-à-dire comme S—aT", où a est une fonction de 
la pression ou du volume. Il est évident que dans ce cas les chaleurs 
nie av oP : cu 
spécifiques et les grandeurs (Tr), (), s'annulent suivant la 
même loi (avec le même n). 


1 Pour éviter tout malentendu soulignons que la température tend vers zé- 
ro, les autres conditions restant inchangées, par exemple à volume constant ou 
à pression constante. Si par exemple, au contraire, la température du gaz tend 
vers zéro, sa densité pouvant diminuer tant que l'on voudra, l'entropie peut 
alors ne pas devenir nulle. 
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Enfin, on peut voir que la différence C,—C, s'annule plus rapi- 
dement que les chaleurs spécifiques elles-mêmes, c’est-à-dire que 
C,—cC 
<—=0 pour T=0. (23,4) 

P 


En effet, supposons que pour 7 —0 l’entropie tend vers zéro sui- 
vant la loi S— 7". De la formule (16,9) on déduit que C,—C,—T?"*1, 
ainsi (C,—C.)C,- =T"*1 [il ne faut pas oublier qu en général la 


compressibilité 2: est une grandeur finie, différente de zéro pour 


T=0]. 

Si l'on connaît la chaleur spécifique du corps dans toute la gamme 
de variation de la température, l’entropie peut être calculée par 
intégration et le théorème de Nernst permet de déterminer la cons- 
tante d'intégration. Ainsi, l’entropie en fonction de la température 
pour une valeur donnée de la pression est donnée par la formule 
suivante : 


s- É ÆaT. (23,5) 
La formule analogue pour Ja fonction thermique est 
T 
W=W,+(c,aT, (23.6) 


où W, est la valeur de la fonction thermique pour 7 =0. Pour le 
potentiel thermodynamique D=W-TS on aura : 


7 T 
o=W,+(c,ar-—T (rar. (23,7) 
0 0 


$ 24. Les grandeurs thermodynamiques en fonction 
du nombre de particules 


Tout comme l'énergie et l’entropie, les grandeurs thermodynami- 
ques F, ®, W sont également additives (ceci découle immédiate- 
ment de leur définition, car la pression et la température sont cons- 
tantes pour tout le corps se trouvant à l'équilibre). On peut tirer de 
cette propriété certaines conclusions quant à l’allure de ces grandeurs 
en fonction du nombre de particules du corps. Nous allons ici consi- 
dérer des corps composés de particules identiques (molécules); tous 
les résultats peuvent être généralisés directement au cas des corps 
composés de particules différentes — mélanges (voir $ 86). 
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Si une grandeur est additive ceci veut dire que lorsque la quan- 
tité de matière (donc également le nombre de particules N) varie 
d'un certain nombre de fois, cette grandeur varie d’un nombre égal 
de fois. En d’autres termes, on peut dire qu'une grandeur thermody- 
namique additive doit être une fonction homogène du premier ordre 
de variables additives. 

Nous allons écrire l’énergie comme une fonction de l'entropie et 
du volume, ainsi que du nombre de particules. Comme S et V sont 
par eux-mêmes également additifs, cette fonction doit être de la 
forme 


E=Ni(+. +). (24.1) 


qui est la forme la plus générale d’une fonction homogène du premier 
ordre de V, S et V. 

L'énergie libre F est une fonction de , 7 et V. Puisque la tempé- 
rature est constante le long du corps, le volume est additif, on peut 
donc écrire : 


F=N$ (+ HE (24,2) 


D'une manière tout à fait analogue on obtient pour la fonction 
thermique W écrite comme une fonction de À, S et de la pres- 
sion P: 


NX. P}. (24,3) 


Enfin, le potentiel thermodynamique comme fonction de NW, P, 
T sera : 


= Nf(P.T). (24,4) 


Dans ce qui précède nous avons en fait considéré le nombre de 
particules comme un paramètre ayant pour chaque corps une valeur 
constante donnée. Nous allons maintenant, d’une manière purement 
formelle, considérer V comme une autre variable indépendante. 
Dans ce cas dans l'expression des différentielles des potentiels ther- 
modynamiques il faut ajouter des termes proportionnels à dN. Par 
exemple, pour la différentielle totale de l'énergie, il faut écrire : 


dE =TdS—PdV +pdnN, (24,5) 


où p désigne la dérivée partielle 


n=() 


2 


(24,6) 
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La grandeur u est appelée potentiel chimique du corps. D'une manière 
analogue, on a 


dW=TdS+VdP+uaN, (24,7) 
dF=—SdT—P dV+uaN, (24,8) 
dD=—SdT +Vd4P+uaN (24,9) 


avec la même expression pour u. De ces formules on tire 


ROC 


c'est-à-dire que le potentiel chimique peut être ebtenu en dérivant 
l’une quelconque des grandeurs E, W, F, © par rapport au nombre 
de particules, il se trouvera alors exprimé en fonction de variables 
diverses. 


En dérivant O, exprimée sous la forme (24,4), on trouvera = 


==, T), c'est-à-dire que 


D=Ny. (24,11) 


Ainsi, le potentiel chimique du corps (composé de particules identi- 
ques) n'est rien d'autre que son potentiel thermodynamique rapporté 
à une molécule. Comme le potentiel chimique est une fonction de P 
et de T, il ne dépend pas de NW. Pour la différentielle du potentiel 
chimique, on peut par conséquent écrire directement l'expression 
suivante : 


du=—sd4T +vdP, (24,12) 


où s et v sont l’entropie et le volume rapportés à une molécule. 

Si l’on considère (comme nous l'avons fait jusqu’à présent) une 
certaine quantité de matière, le nombre de particules s'y trouvant 
est une grandeur constante donnée et son volume une grandeur va- 
riable. Considérons un certain volume du corps et la matière qui s’y 
trouve ; dans ce cas la grandeur variable sera le nombre de particu- 
les W, et le volume V sera alors constant. L'égalité (24,8) deviendra 
alors 


Les variables indépendantes seront ici T et N ; introduisons un po- 
tentiel thermodynamique dans lequel la seconde variable indépen- 
dante sera non pas N mais u. Pour cela posons udN =d (uN) — Ndu 
d'où l’on obtient 


d(F-uN)=—S àT—N dy. 
Mais uW=O et F—®O=—PV. Ainsi le nouveau potentiel thermody- 
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namique (que nous désignerons par da lettre Q) sera simplement égal à 
Q=— PV, (24,13) 

avec 
dQ —— SdT —N du. (24,14) 


Le nombre de particules s'obtient en dérivant Q@ par rapport au 
potentiel chimique, à température et volume constants : 


Ne Cher es 449) 


Tout comme pour l'égalité de petites variations de £, W,F et ®O 
[ceci lorsque les paires de grandeurs correspondantes sont constan- 
tes, voir (15,12)], il est facile de démontrer la même propriété pour 
la variation de (6,0) r, , v à T, u, V constants. En d’autres termes, 


(GE)s, v, = (ôF)r,v,  =(8®)r, p, N = (8W)s, p, N=(0Q)7, y, n (24,16) 


Enfin, tout comme nous l'avons fait aux $$ 15 et 20 pour l'éner- 
gie libre et le potentiel thermodynamique, on peut démontrer que 
le travail lors d’un processus réversible se déroulant à 7, V et u 
constants est égal à la variation du potentiel Q. A l'équilibre ther- 
mique le potentiel Q prend sa valeur minimale par rapport à toute 
variation de l’état à 7, V et u constants. 


Problème 


Obtenir l'expression de la chaleur spécifique C, en fonction des variables 
T,u, V 


Solution. Transformons la dérivée C, 17), en fonction des varia- 


bles T, V,u ; écrivons pour cela (V est tout le temps S'considéré comme une 
constante) 


a(S,N) 


(7) ST N) _O{T, p) ( s) 6) Er 


SU" DER 
3(T, n) u) ôp /T 


Mile} see. Ov) ns 
ôp/r Top \oT y" 


(a. 
(a }r 
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$ 25. Equilibre d’un corps se trouvant dans un champ extérieur 


Considérons un corps se trouvant dans un champ extérieur cons- 
tant (dans le temps). Les diverses parties du corps se trouvent dans 
des conditions diverses, donc le corps ne sera pas homogène. L’une 
des conditions d'équilibre d'un tel corps sera de nouveau la constance 
de la température le long du corps ; la pression sera maintenant dif- 
férente en divers points. 

Pour trouver la seconde condition d'équilibre considérons dans le 
corps deux volumes en contact et écrivons que l'entropie S=S,+S, 
est maximale lorsque les autres parties du corps restent inchangées. 
L'une des conditions indispensables de maximum est que la déri- 


vée _. soit nulle. Puisque le nombre de particules VW, +N, dans les 
1 


deux parties considérées du corps est supposé constant, on a : 


ON, ONj ' ON,0N3 ON 0e 


on déduit que la dérivée ee (à E et T constantes) est égale à — £. 


Hi 


Ainsi on a n=h2. Mais à l'équilibre 7,=T,, donc on a également 
1 2 


=. Nous en concluons qu'à l'équilibre dans un champ extérieur, 
en plus de la constance de la température, on doit avoir la condition 
suivante 

u = const, (25.1) 


c’est-à-dire que les potentiels chimiques de toutes les parties du corps 
doivent être égaux, le potentiel chimique de chaque partie étant une 
fonction de sa température et de sa pression, ainsi que de paramètres 
caractérisant le champ extérieur. S’il n’y a pas de champ, la cons- 
tance deu et de 7 entraîne automatiquement la constance de la pres- 
sion. 

Dans le champ de gravitation l'énergie potentielle w de la molé- 
cule n'est fonction que des coordonnées zx, y, z de son centre de gra- 
vité (et ne dépend pas de la disposition des atomes à l’intérieur de 
la molécule). Dans ce cas, la variation des grandeurs thermodyna- 
miques du corps se réduit à l'addition à son énergie de l’énergie po- 
tentielle des molécules dans le champ. En particulier le potentiel 
chimique (potentiel thermodynamique rapporté à une molécule) 
prend la formeu=u,+u(x, y, z) oùu,(P, T) est le potentiel chimique 
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en l'absence de champ. Ainsi, la condition d'équilibre dans le champ 
de gravitation peut s'écrire de la manière suivante 


Mo (P, T)+u(z, y, 5) = const. (25,2) 


En particulier, dans un champ de gravitation uniforme u = mgz (m 
étant la masse de la molécule, g l'accélération de la force de la pe- 
santeur, z la coordonnée verticale). En dérivant l'égalité (25,2) 
par rapport à la coordonnée z à température constante, on obtient 


v dP -= — mg dz, 


où v=(%) est le volume spécifique. Pour de petites variations de 
T 


la pression on peut considérer v constant. En introduisant la densité 
p=m/v et en intégrant on obtient : 


P = const — p gz, 


qui n’est rien d’autre que la formule habituelle de la pression hy- 
drostatique d'un liquide incompressible. 


$ 26. Corps en rotation 


Comme nous l'avons vu au $ 10 à l'équilibre thermique seuls 
des mouvements uniformes de translation et de rotation sont possi- 
bles. Le mouvement de translation uniforme ne nécessite pas d'étude 
particulière, car d’après le principe de relativité de Galilée, il n'a 
aucune influence sur les propriétés mécaniques et donc sur les pro- 
priétés thermodynamiques du corps, et ses propriétés thermodynami- 
ques varient en ce sens qu'on doit ajouter à son énergie l'énergie 
cinétique du corps. 

Considérons un corps tournant uniformément à la vitesse angulaire 
Q autour d'un axe immobile. Soit E (p, q) l’énergie du corps dans un 
système de coordonnées immobiles, et E‘(p, q) l'énergie dans le sys- 
tème de coordonnées qui tourne avec le corps. La mécanique nous 
apprend que ces grandeurs sont liées par la relation 


E"(p, 9) =E(p, 9) —@M (p, q), (26,1) 
où M (p, g) est le moment du corps!. 


1 Voir « Mécanique », $ 39. Bien que la démonstration qui y est faite {for- 
mule (39,13)] soit basée sur la mécanique classique, on peut faire des raison- 
nements analogues dans le cas quantique en remplaçant les grandeurs y figurant 
par les opérateurs correspondants. Ainsi toutes les relations thermod ynamiques 
déduites ci-dessous ne dépendent pas du type de mécanique décrivant le muuve- 
ment des particules du corps. 
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Ainsi, l'énergie E'’(p, q) dépend de la vitesse angulaire ® comme 
d'un paramètre, de plus 


0E" (p, 
BD = M (p, 9). 


En prenant la moyenne de cette égalité suivant la distribution 
statistique et en utilisant la formule (11,3) on obtient : 


(SE) =—M, (26,2) 


où E'=E"(p, q), M=M(p, q) est l'énergie moyenne thermodynami- 
que et le moment cinétique moyen thermodynamique du corps. 

Cette relation nous permet d'écrire la différentielle de l'énergie 
d'un corps tournant, à volume donné, sous la forme : 


dE' =T dS —M dQ. (26,3) 


Pour l'énergie libre F#’—=£Æ£’— TS (dans un système de coordonnées 
tournant) on aura alors : 


dF'=—SdT—Madf. (26,4) 
En prenant la moyenne de (26,1) on obtient : 
E'=E—M©Q. (26,5) 


En prenant la différentielle de cette égalité et en introduisant (26,3) 
on obtiendra la différentielle de l'énergie dans un système de coor- 
données immobile : 


dE =T dS + @ dM. (26,6) 
Pour l'énergie libre F=E—TS on a donc 
dF ——S aàT + dM. (26,7) 


Ainsi dans ces relations la variable indépendante est le moment 
£inétique et non la vitesse angulaire, de plus 


o-(4) -(X). es 


La mécanique nous apprend que la rotation uniforme est en un 
certain sens équivalente à l’apparition de deux champs de forces : 
d'un champ de forces centrifuges et d’un champ de forces de Coriolis. 
Les forces centrifuges sont proportionnelles aux dimensions du corps 
{car elles contiennent la distance à l’axe de rotation) ; quant aux 
forces de Coriolis elles ne dépendent en aucune manière des dimensions 
du corps. Par suite l'influence de ces dernières sur les propriétés 
thermodynamiques d'un corps macroscopique en rotation est tout 
à fait insignifiante par rapport à l'influence des forces centrifuges et 
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on peut par conséquent les négliger!. Ainsi la condition d'équilibre 
thermique d’un corps en rotation s'obtient simplement en substi- 
tuant dans (25,2) pour u(zx, y, z) l’énergie centrifuge des particules 
sous la forme : 


mQ?r 


Uo (P, T)— 7— = Const, (26.9) 


où u, est le potentiel chimique du corps au repos, m la masse de la 
molécule, r la distance à l’axe de rotation. 

Pour la même raison l'énergie totale £ d'un corps en rotation 
peut être écrite sous la forme de la somme de son énergie interne (que 
nous désignerons par Æ:;,,) et de l'énergie cinétique de rotation : 


E= Ent % (26,10) 


où J est le moment d'inertie du corps par rapport à l’axe de rotation. 
Il ne faut pas oublier que la rotation change en général la distribu- 
tion des masses dans le corps, par conséquent, le moment d'inertie 
et l'énergie interne du corps dépendent en général de Q (ou de A). 
Et c'est seulement si la rotation est suffisamment lente que ces gran- 
deurs peuvent être considérées comme constantes et indépendantes 
de Q. 

Considérons un corps solide isolé tournant uniformément à masse 
répartie d'une manière donnée. L’entropie du corps étant une fonc- 
tion de son énergie interne, on a dans ce cas 


S=S(E TT). 


T2 


Comme le corps est isolé son énergie totale el son moment cinétique 
se conservent, quant à l’entropie, elle doit avoir la valeur maximale 
possible pour M et E donnés. Ainsi nous arrivons à la conclusion 
que la rotation uniforme d’un corps s'effectue autour d’un axe par 
rapport auquel le moment d'inertie a la plus grande des valeurs 
possibles. Ainsi, on suppose automatiquement que l’axe de rotation 
est en tout cas un axe d'inertie du corps. Ceci était d’ailleurs évi- 
dent à l’avance car si un corps tourne autour d’un axe qui n'est pas 
un axe d'inertie, la mécanique nous apprend que l’axe de rotation 
se déplace (précession) dans l’espace, c’est-à-dire que le mouvement 
sera non uniforme, donc de non-équilibre. 


1 On peut montrer qu'en statistique classique les forces de Coriolis n'in- 
fluent pas du tout sur les propriétés statistiques des corps (voir $ 34). 
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8 27. Relations thermodynamiques relativistes 


La mécanique relativiste conduit à une série de changements dans 
les relations thermodynamiques usuelles. Nous allons étudier ici 
ceux de ces changements qui présentent le plus grand intérêt. 

Si le mouvement microscopique des particules composant le 
corps devient relativiste, les relations thermodynamiques générales 
ne changent pas, mais en appliquant la théorie de la relativité à 
ce cas on obtient une inégalité importante entre la pression et l'éner- 
gie du corps : 


P<: (27.1) 


où E est l'énergie du corps, y compris l’énergie de repos des parti- 
cules le composant !. 

La théorie de la relativité générale introduit des changements 
dans les conditions d’équilibre thermique lorsque l’on tient compte 
du champ de gravitation créé par le corps lui-même. Considérons un 
corps macroscopique immobile ; son champ de gravitation sera évi- 
demment constant. Dans un tel champ de gravitation, il faut dis- 
tinguer l'énergie conservative E, d’une quelconque petite partie du 
corps et l'énergie Æ, mesurée par l'observateur se trouvant à l'en- 
droit donné : ces deux grandeurs sont liées par la relation? 


Eo=EV —£o. 


où £o0 est la composante temporelle du tenseur métrique. Mais 
d’après le sens même de la démonstration donnée au $ 9 de la cons- 
tance de la température le long du corps en équilibre il est évident 
que la grandeur obtenue en différentiant l'entropie par rapport à 
l'énergie conservative £, doit être constante. Quant à la tempéra- 
ture T, mesurée par l'observateur se trouvant dans un point donné 
de l’espace, elle s'obtient en dérivant l’entropie par rapport à l'éner- 
gie E, et par conséquent elle sera différente dans divers points du 
Curps. 

Pour trouver la relation quantitative correspondante remarquons 
que par définition l’entropie dépend uniquement de l'état interne 
du corps et ne change donc pas avec l’apparition du champ de gra- 
vitation (tout autant que ce champ n'influe pas sur les propriétés 
internes du corps, en fait cette condition est toujours remplie). 
Par conséquent, la dérivée de l'énergie conservative E, par rapport 


à l’entropie sera égale à TV —gov ainsi l’une des conditions néces- 


1 Voir « Théorie du champ », $ 35. 
4 Jbid., 8 89 [formule (89,9) avec v—0 et E=mc2]. 
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saires pour l'équilibre thermique est 


T V'—=g0 Loo = Const (27,2) 


le long du corps. 

La seconde condition de l'équilibre qui est la constance du po- 
tentiel chimique change également de forme. Le potentiel chimique 
se détermine comme la dérivée de l’énergie par rapport au nombre de 
particules. Comme le nombre de particules ne change évidemment 
pas par suite de la présence du champ de gravitation, pour le potentiel 
chimique mesuré en chaque point on obtient une relation analogue à 
celle qui a été obtenue pour la température : 


BV — 800 = const. (27,3) 


Remarquons que les relations (27,2-3) peuvent s’écrire sous la 
forme : 


T = const-— = , B=— const (27.4) 


ce qui permet de considérer le corps non seulement dans le système 
de référence où il est immobile, mais également dans des systèmes où 
il est en mouvement (rotation du corps en entier). La dérivée = 
devra être prise le long de la ligne d’univers décrite par le point 
donné du corps. 

Dans un champ de gravitation faible (champ newtonien) g,, = 


1-7, où æ est le potentiel du champ de gravitation !. En substi- 


tuant cette expression dans (27,2) et en extrayant la racine, à la 
même approximation, on obtient 


T=- const.(1—2%) , (27,5) 


Comme p<0, à l'équilibre la température est supérieure aux endroits 
du corps où || est plus grand, c’est-à-dire à l’intérieur du corps. 
Lors du passage limite à la mécanique non relativiste (c—co) (27,5) 
se transforme, comme on pouvait s’y attendre, en 7 —const. 

D'une manière analogue on peut transformer la condition (27,3), 
mais il ne faut pas oublier que le potentiel chimique relativiste lors 
du passage limite à la mécanique classique ne se transforme pas 
directement en l'expression habituelle (non relativiste) du potentiel 
chimique en l'absence de champ que nous désignerons ici par pu, 
mais se transforme en u,+mc?, où mc? est l'énergie de repos d’une 


1 Voir « Théorie du champ », $ 87. 
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particule isolée du corps. Ainsi on a : 


UV — 800 & (Ho + Mc?) (1+£) & + m®+mo, 


et l'expression (27,3) devient 
Ho + mg = const, 
ce qui coïncide, comme il se doit, avec (25,2). 
Indiquons enfin une relation utile, qui est la conséquence directe 


des conditions (27,2) et (27,3). En divisant l’une par l’autre on ob- 
tient que u/7T const, d’où : 


D'un autre côté, conformément à (24,12), à volume constant (égal à 
l'unité) on a 

dP=S aT +N du, 
où S, N sont l’entropie et le nombre de particules par unité de volume 
du corps. En introduisant ici dT=; du et en remarquant que 


 N+ST=D+ST=e+P (e est l'énergie rapportée à l'unité de vo- 
lume), on trouve la relation cherchée ! : 


Cha (27,6) 


1 Dans le cas non relativiste cette relation se transforme en une identité 
triviale : posant one eœpc? 5 P (p étant la densité), on obtient du=rdP 
(&=m/p est le volume rapporté # une particule) tout comme il se devait pour 
T=const. 


CHAPITRE Ill 


DISTRIBUTION DE GIBBS 


$ 28. Distribution de Gibbs 


Passons maintenant au problème posé au chapitre premier de 
la recherche de la fonction de distribution d’un corps macroscopique 
quelconque considéré comme une petite partie d’un grand système 
isolé (sous-système). La méthode la plus commode et la plus géné- 
rale pour résoudre ce problème consiste à utiliser la distribution 
microcanonique pour tout le système. 

Considérons dans un système isolé un corps et supposons le système 
composé, d’une part, du corps en question et, d’autre part, de tout 
le domaine restant, que nous appellerons « milieu » par rapport à 
ce corps. 


La distribution microcanonique (6,6) s’écrira sous la forme 
dw = const-ô(E+E’—E")ar dr”, (28,1) 


où E, dr et E’, dl” se rapportent respectivement au corps et au mi- 
lieu et E' est la valeur donnée de l'énergie du système isolé ; la somme 
E+E' des énergies du cerps et du milieu doit être égale à cette 
valeur. 

Nous voulons trouver la probabilité w, d'un état de tout le système 
pour lequel le corps considéré se trouve dans un certain état quanti- 
que donné (avec l'énergie E,), c'est-à-dire dans un état décrit d'une 
manière microscopique. L'état microscopique du milieu nous impor- 
te peu, c'est-à-dire que nous supposons que le milieu se trouve dans 
un certain état décrit d’une manière macroscopique. Soit AT’ le 
poids statistique de l’état macroscopique du milieu ; désignons éga- 
lement par AE’ l'intervalle des valeurs de l'énergie du milieu, cor- 
respondant à l’intervalle AT’ des états quantiques dans le sens donné 
au $ 7. 

Nous trouverons la probabilité cherchée w, en remplaçant dans 
(28,1) dT par l'unité, en posant E=E, et en intégrant sur dl" : 


w, = const: \ Ô(E,+E'— Er) dT'. 


4 Xi 1641 
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Soit l'(E") le nombre total d'états quantiques du milieu dont l'é- 
nergie est inférieure ou égale à E’. Puisque l” expression sous le signe 
somme ne dépend que de £’ on peut passer à l'intégration sur dE” 
en écrivant : 


, _dT'(E") ;pr 
d'= — 5 d£". 


Remplaçons la dérivée —; T (voir $ 7) par le rapport 
dr’ _eS'(E 
dE AE" 


où S’ (£') est l'entropie du milieu en fonction de son énergie (AE* 
est évidemment lui aussi une fonction de E’). Ainsi 


w, = const f£ A ô(E'+E, —E)dE. 


Par suite de la présence de la fonction 6 l'intégration consiste à 
remplacer E” par E‘® —E,, d'où 


& 
w, = const- (Se )a E LE, (28,2) 


Nous allons maintenant tenir compte du fait que le corps étant 
petit son énergie Æ, est également petite par rapport à Æ£‘®. La 
grandeur AE” varie relativement peu lors de variations peu importan- 
tes de E” ; ainsi dans AE’ on peut poser simplement E’=£E", ce 
sera alors une constante indépendante de £,. Dans le facteur exponen- 
tiel eS”’ il faut développer S'(E° —E,) suivant les puissances de E,,, 
conservant le terme linéaire ; on obtient : 


S'(EW—E,)=S'(E0)—E, SE. 


Mais la dérivée de l’entropie S’ par rapport à l’énergie n’est rien 
d'autre que F où 7 est la température du système (la température du 


corps et du milieu est la même car le système est supposé être en 
équilibre). 
Finalement nous obtenons pour w, l'expression suivante : 


En 


w,= Ae T, (28.3) 


où À est une constante de normalisation ne dépendant pas de E,. 

C'est une des plus importantes formules de la statistique, elle donne 
la distribution statistique d’un corps macroscopique quelconque 
considéré comme une partie relativement petite d’un grand système 
isolé. La distribution (28,3) est appelée distribution de Gibbs ou 
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distribution canonique (elle a été découverte par Gibbs en 1901 pour 
la statistique classique). 
La constante de normalisation À est déterminée par la condition 


>w,=1, d'où 
+= Der. (28,4) 


La valeur moyenne d’une grandeur physique quelconque f caracté- 
risant le corps considéré peut être calculée à l’aide de la distribution 
de Gibbs au moyen de la formule : 


Diane” ET 


Î = > D À nn = SET . (28,5) 


En statistique classique l’expression correspondant exactement 
à la formule (28,3) peut être obtenue pour la fonction de distribution 
dans l’espace des phases 


_E&. 4 
p(p, g)= 4e ne (28,6) 


où E (p, g) est l’énergie du corps en fonction de ses coordonnées et 
de ses impulsions !. La constante de normalisation À est déterminée 
par la condition : 


E (p, q) 


Todpag= 4e" T_ dpdg=1. (28,7) 


En pratique, souvent, on a affaire à des cas où seul le mouvement 
microscopique des particules correspondant à une partie des degrés 
de liberté est quasi classique, le mouvement correspondant aux 
autres degrés de liberté est quantifié (par exemple, le mouvement de 
translation des molécules, lorsque le mouvement intramoléculaire 
des atomes a un caractère quantique, est quasi classique). Dans ce 
cas on peut écrire les niveaux d'énergie du corps sous la forme de 
fonctions des coordonnées et des impulsions « quasi classiques »: E,= 
= Æ, (p, q) où n désigne l’ensemble des nombres quantiques dé- 
terminant la « partie quantique » du mouvement pour lequel les 
valeurs p et q jouent le rôle de paramètres. La formule donnant la 


1 Pour éviter toute confusion rappelons que w, (ou p) sont des fonctions 
monotones de l'énergie et ne doivent pas obligatoirement être maximales pour 
E=E. La fonction de distribution de vae a un maximum aigu pour E=E ; 
dT(E) 


elle s'obtient en multipliant w,, par PT 


4* 


100 DISTRIBUTION DE GIBBS 


distribution de Gibbs peut alors s'écrire sous la forme : 
En (P. q) 


dw, (P. qg)= 4e” d dpa dqer (28,8) 


où dp.1dq. est le produit des éléments différentiels des coordonnées 
et des impulsions « quasi classiques ». 

Enfin, il est indispensable de faire la remarque suivante concer- 
nant l'ensemble des questions pour la solution desquelles on peut 
appliquer la distribution de Gibbs. Nous avons parlé tout le temps, 
avec raison d’ailleurs, de cette dernière comme d’une distribution 
statistique pour le sous-système. Cependant, il est fort important 
que cette distribution peut être appliquée avec succès pour la dé- 
termination des propriétés statistiques essentielles des corps isolés. 
En effet, les propriétés du corps telles que ses grandeurs thermody- 
namiques ou la distribution des probabilités des coordonnées et des 
vitesses de ses particules, restent inchangées que le corps soit isolé 
ou plongé dans un thermostat imaginaire ($ 7). Dans ce dernier cas 
le corps devient un « sous-système » et on peut lui appliquer en toute 
rigueur la distribution de Gibbs. Lors de l'application de la dis- 
tribution de Gibbs la différence entre un corps isolé et un corp non isolé 
n’apparaît en réalité que lorsqu'on étudie la question relativement 
peu importante des fluctuations de l'énergie totale du corps. La 
distribution de Gibbs donne. pour la fluctuation moyenne de cette 
grandeur, une valeur différente de zéro : pour un corps se trouvant 
dans un certain milieu ceci a un sens réel, mais pour un corps isolé 
c’est tout à fait fictif, car l'énergie d’un tel corps est par définition 
constante et ne fluctue pas. 

La possibilité d'appliquer (dans le sens indiqué) la distribution 
de Gibbs au corps isolé peut s'expliquer également par le fait qu’en 
réalité elle diffère peu de la distribution microcanonique (tout en 
étant bien plus commode lors des calculs). En effet, la distribution 
microcanonique est grossièrement équivalente à l’affirmation de 
l'équiprobabilité de tous les états microscopiques du corps corres- 
pondant à une valeur donnée de son énergie. La distribution canoni- 
que, elle, est étalée sur un certain intervalle des valeurs de l'énergie 
dont la largeur (de l’ordre de grandeur de la valeur moyenne des 
fluctuations de l'énergie) est cependant insignifiante pour un corps 
macroscopique. 


$ 29. Distribution de Maxwell 


Dans la formule donnant la distribution de Gibbs en statistique 
classique, l'énergie E(p, q) peut toujours se présenter comme la som- 
me de l'énergie cinétique et de l'énergie potentielle. La première 
de ces énergies est une fonction quadratique des impulsions des 
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atomes !, la seconde une fonction de leurs coordonnées, la forme de 
cette dernière dépendant de la loi d'interaction des particules à 
l’intérieur du corps (et du champ extérieur s’il y a lieu). Désignons 
les énergies cinétique et potentielle respectivement par X(p) et U(q), 
on a alors E(p, g)=K{(p)+U (q), et la probabilité dw=p (p, q) dp dq 
prendra la forme 

U (a) _K (p) 


dw= 4e T T dpdg, 


c'est-à-dire qu’elle se trouve être le produit de deux facteurs dont 
l’un ne dépend que des coordonnées et l’autre des impulsions. Ceci 
veut dire que les probabilités pour les impulsions (ou les vitesses: 
et les coordonnées sont indépendantes les unes des autres en ce sens qut 
des valeurs déterminées des impulsions n'influent nullement sur les 
probabilités de telle ou telle valeur des coordonnées et inversement. 
Ainsi, la probabilité des diverses valeurs des impulsions peut être 
écrite sous la forme: 


_K 

dw,=ae T dp, (29,1) 

et la distribution des probabiïlités des coordonnées sous la forme: 
zu tn 

dw,=be T dg. (29,2) 


Puisque la somme des prebabilités de toutes les valeurs possibles 
des impulsions (idem pour les coordennées) doit être égale à l'unité, 
chacune des probabilités dw,,et dw, doit être normalisée, c’est-à-dire 
que les intégrales prises sur toutes les valeurs possibles des impul- 
sions et des coordonnées du corps considéré doivent être égales à 
l'unité. Ceci permet de déterminer les constantes a et b dans (29,1) 
et (29,2). 

Passons maintenant à l'étude de la distribution des probabilités 
des impulsions, soulignons une fois de plus le fait essentiel qu'en 
statistique classique une telle distribution ne dépend nullement du 
type d'interaction des particules à l’intérieur du système ou du type 
de champ extérieur, ce qui permet d'exprimer la distribution sous 
une forme valable pour tous les corps*. 

L'énergie cinétique de tout le corps est égale à la somme des 
énergies cinétiques de tous les atomes du corps et la probabilité se 
trouve de nouveau être un produit dont chacun des facteurs ne dé- 
pend que des impulsions d’un seul des atomes. Ceci veut dire de nou- 
veau que les probabilités des impulsions des divers atomes sont in- 
dépendantes les unes des autres, c'est-à-dire que l'impulsion de l’un 

1 Il est sous-entendu que l'on opère en coordonnées cartésiennes. 


? En statistique quantique cette affirmation n’est en général pas tout à 
fait exacte. 
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d'entre eux n'’influe en aucune sorte sur la probabilité des autres 

impulsions. Ainsi, on peut écrire la distribution des probabilités 

des impulsions de chaque atome séparément. 

Pour un atome de masse m l'énergie cinétique est égale à : 
re+Pi tp: 
2m 
où P,, Py» P, Sont les composantes cartésiennes de son impulsion et 
la distribution des probabilités prend la forme: 


, 


entier to “à 
dw, = ae ?"T (rites?) dp. dp, dp,. 


La constante a est déterminée par la condition de normalisation. 


La formule bien connue 
+ 


lets 


permet de trouver : 
+ 3 


+œ 
SA passe MALE 
ar Cri) ap ap anna Ÿ à ras) - 
=a(2rmT ) =1. 
D'où a=(2xmT)-"/:, on trouve finalement la distribution des proba- 
bilités pour les impulsions sous la forme : 


2 2 2 
petPy+PE 


1 =, 1 = 
2mT  dp,dp, dp.. (29,3) 


du» —QnnTys 


Passant des impulsions aux vitesses (p—mv) on peut écrire une dis- 
tribution analogue pour les vitesses : 


m ( v?+ vn+ v? 
3/3 RS En 
de (2) à 7 dr, do, dv. (29,4) 


C'est la distribution dite de Maxwell (1860). Remarquons que 
cette distribution se trouve de nouveau être le produit de trois fac- 
teurs indépendants : 


= Vie T à, _— (29,5) 


chacun d’eux déterminant la distribution des -probabilités de l’une des 
“omposantes de la vitesse. 
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Si le corps se compose de molécules (par exemple gaz polyatomi- 
que), en plus de la distribution de Maxwell, pour chacun des atomes 
on a une distribution semblable pour le mouvement de translation 
des molécules comme systèmes entiers. En effet, l'énergie cinétique 
de la molécule se présente sous la forme de somme dont l'un des ter- 
mes correspond à l'énergie du mouvement de translation, ainsi la 
distribution cherchée prend la forme (29,4) où m désigne la masse 
totale de la molécule et v,, v,, v, sont les composantes de la vitesse 
de son centre d'inertie. Soulignons que l’on aura une distribution 
de Maxwell pour le mouvement de translation des molécules quel 
que soit le caractère du mouvement intramoléculaire des atomes 
(ainsi que celui de la rotation de la molécule) même si ce dernier 
doit être décrit d’une manière quantique!. 

L'expression (29,4) est exprimée en coordonnées cartésiennes dans 
« l'espace des vitesses ». Passant des coordonnées cartésiennes aux 
coordonnées sphériques on obtient : 


must 


dwy = () fe” ?T pt sin 0-40 de &, (29,6) 


où vest la valeur absolue de la vitesse, 8 et @ l’angle polaire et l'azi- 
mut déterminant la direction de la vitesse. Intégrant sur les angles, 
on trouve la distribution des probabilités pour la valeur absolue de 
la vitesse : 


%/. TT ,0 
due = bn (5er) "e 27 do. (29,7) 


Il est parfois commode d'utiliser les coordonnées cylindriques 
dans l’espace des vitesses. On a alors: 


2 2 
m ( v?+u?) 


3/2 REUTERS 
du, = (er) e7 27 pd», dv,dq, (29.8) 


où v, est la composante de la vitesse suivant l'axe des z, v, la compo- 
sante de la vitesse perpendiculaire à l’axe des zet q l' angle détermi- 
nant la direction de cette dernière. 

Calculons la valeur moyenne de l'énergie cinétique de l'atome. 
Par définition des valeurs moyennes et en utilisant (29,5) on trouve 


1 La distribution de Maxwell est valable, de toute évidence, dans le cas 
du mouvement brownien des particules en suspension dans un liquide. 
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pour une composante cartésienne quelconque de la vitesse ! 


x 
— TT T 
vi V SET vie ?T do, =—. (29,9) 


Aussi la valeur moyenne de l'énergie cinétique de l’atome est-elle 
A s ST , , s y. SXT L 20e 
égale à 7 (c est-à-dire 2 lorsque la température est mésurée en 


degrés). Par conséquent, on peut dire que la valeur moyenne de l’éner- 
gie cinétique de toutes les particules du corps en statistique classique 


est toujours égale à ps , où est le nombre total d’atomes. 


Problèmes 
1. Trouver la valeur moyenne de la n-ième puissance de la valeur absolue 


de la vitesse. 
Solution: Utilisant (29,7) on trouve : 


vi 
_ m VA "2T fs) 2 [2T\nw/2  [n+3 
Pan. NE Re) PSE 
0 


x 


1 A titre d’information donnons les valeurs des intégrales de la forme sui- 
vante 
L 


1,= \ e* 78 dz 
û 


qui se rencontrent souvent lors de l'application de la distribution de Maxwell. 
La substitution ar?=y donne : 


n+1® n=1 n+1 
Tnt (4) 
0 


où l (x) est ka fonction gamma. En particulier si r—2r, r>0,ona 


1 _(2r—1)! EG 
2 2H aw+i? 


où (2r—1)11—=1.3.5.... (2r—1). Si r=0, on a 
Si r=2r+1, on a 


La même intégrale dans l’intervalle de — œ à + est dans le dernier cas égale 


à zéro et dans les deux premiers au double de la valeur de l'intégrale prise de 
à oo. 
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En particulier si n est pair (n=2r), on ä; 


_{(T\ 

va — ( = (2r+ 1)1! 
Si n=2r+1, on a: 

2r+1 

—— 2 /2T\ 3: 
er = ——————— —— 
TT+i— =() (+4)! 
2. Trouver le carré moyen de la fluctuation de la vitesse. 
Solution:Ona 


(Av)? — (p—r)2—v?— vi, 


Utilisant le résultat du premier problème pour n=1 et n=2 on trouve : 


— T 8 
(AP =— (3-5) : 


3. Trouver l'énergie moyenne, le carré moyen de l'énergie et le carré moyen 
de la fluctuation de l'énergie cinétique d'un atome. 
Solution: Utilisant les résultats du premier problème on trouve : 


RAT, an Pre, Qer-e cr 


4 


4. Trouver la distribution des probabilités de l'énergie cinétique d'un 
atome. 
Solution: 


2 
Vars 


5. Trouver la distribution des probabilités des vitesses angulaires des 
molécules. 

Solution: Comme pour le mouvement de translation on peut écrire 
{en statistique classique) la distribution des probabilités de la rotation de chaque 
molécule séparément. L'énergie cinétique de rotation de la molécule considérée 
comme un corps solide (ce qui est possible par suite de la petitesse des oscilla- 
tions intramoléculaires des atomes) est égale à 


e 
e T Veae. 


dw, = 


_1 (1.0! : 2) _1 (Mi, Mi #) 
are + (004,00 + (A NE 4 AS ‘ 


où J1, L2, 14 sont les moments d'inertie principaux, Q,, Q., Q, les projections 
de la vitesse angulaire sur les axes principaux d'inertie, et M,—7,Q,, M;=1:Q, 
M;:=—1:3Qs les composantes du moment de rotation jouant le rôle des impul- 
sions généralisées pour les vitesses Q,, Q., Q;. La distribution normalisée des 
probabilités pour les composantes du moment est 


3 1 
2 


1 ee MÉ MS 
dom=(2rT) ? (ilolg *e °T 


AE) 
Ho ls ls /qM,dM,dMs, 
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et pour les vitesses angulaires 


1 oO a e 
PALM _ —— (/,07+/,05+/,02 
dé =(2aT) ?(ilels)?e Es AN 


dQ, dQ dO. 


6. Trouver les carrés moyens de la valeur absolue de la vitesse angulaire et 
du moment de rotation d’une molécule. 
Solution: Utilisant les distributions trouvées ci-dessus on trouve : 


m-Tr(1i1ii\ y 
ET (++). ET Utiles 


$ 30. Distribution des probabilités pour un oscillateur 


Soit un corps dont les atomes effectuent de petites oscillations 
par rapport à une certaine position d'équilibre. Il peut s’agir des 
oscillations des atomes d’un cristal ou des oscillations des atomes 
d’un gaz moléculaire (dans ce dernier cas le mouvement de la molé- 
cule en entier n’influe pas ni sur les oscillations des atomes, ni sur les 
résultats). 

En mécanique la fonction de Hamilton (énergie) d’un système 
composé d’un nombre quelconque de particules effectuant des petites 
oscillations peut être mise sous la forme de la somme suivante : 


1 
E(p, 9) = Y (p£-+wëqe), 
œ 


où g, sont les coordonnées dites normales des oscillations (aux points 
d'équilibre g,=0), p,=q, sont les impulsions généralisées corres- 
pondantes et w, la fréquence des oscillations. En d'autres termes, 
E(p, q) se trouve être la somme de termes indépendants, chacun de 
ces termes correspondant à une oscillation normale (ou, comme on 
dit, à un « oscillateur »). Même chose a lieu en mécanique quantique 
pour l’opérateur de Hamilton du système de sorte que chaque oscil- 
lateur est quantifié indépendemment des autres et les niveaux d’éner- 
gie du système se présentent sous la forme de la somme : 


Eia, (n+3) 


(n, est un nombre entier). 

Par conséquent, la distribution de Gibbs du système entier se 
trouve être le produit de facteurs indépendants, chacun d'eux défi- 
nissant la distribution statistique d’un oscillateur. Ceci nous permet 
de considérer ci-dessous un seul oscillateur. 
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Définissons la distribution des. probabilités de la coordonnée q 
de l'oscillateur (l'indice & qui désigne le numéro d'ordre de l'oscil- 
lateur sera omis dans la suite). En statistique classique ce problème 
se trouve résolu d’une façon fort simple : puisque l’énergie potentielle 


de l’oscillateur est 5 w?q° la distribution des probabilités est donnéa 
par la formule : 


w!'qt 


sa 
dw, = Ae ?T dg, 
ou, en déterminant À par la condition de normalisation, 
wtg? 
[0] 


du,= ne 7 d (30,1) 


(l'intégration sur dq par suite de la convergence rapide de l'intégra- 
le, peut s'effectuer de —o à +). 

Reportons-nous à la résolution du problème posé dans le cas 
quantique. Soit 4,(q) les fonctions d'onde des états stationnaires de 
l'oscillateur correspondant aux niveaux d'énergie : 


e, = (r +5) : 


Si l’oscillateur se trouve dans l’état nr la distribution quantique 
des probabilités de sa ceordonrée est déterminée par le carré 12 
(ici les fonctions Ÿ, sont réelles, ceci nous permet de remplacer le 
carré du module |, |? par vi). La distribution statistique des pro- 
babilités cherchée s'obtient en multipliant par la probabilité 
w, de trouver l'oscillateur dans l'état nr et en prenant la somme suivant 
tous les états possibles. 

D’après la distribution de Gibbs w, est égale à 


_2n. 
w,=ae ?, 


où a est une constante. Ainsi on obtient la formule 
œ _tn 
dw,=adg Se T4, (30.2) 
n=0 


qui est évidemment en accord parfait avec la formule générale 


(5,8). 


1 La coordonnée normale q a la dimension : cm-g'/*. 
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Pour calculer la somme apparue ici on peut faire appel à l’artifice 
suivant. Posons dw,=p,dg et prenons la dérivée : 


7 = 2a DE da p, % Te. 


Introduisons l’opérateur impulsion p=—ih À et tenant compte 


du fait que les éléments matriciels de l’impulsion de l’oscillateur 
ne sont différents de zéro que pour les transitions avec rn— n+1!0on 
obtient : 


pra = + PV, =+ (Py-anŸn-1 + Pari, nŸa+1) = 


o 
TE (qua, nŸa-1— Qn+1, nŸn+1)- 
Nous nous sommes servis des relations : 


Parasn= 40h 1,1 Parisn = 109,,1,n 


entre les éléments matriciels de l'impulsion et de la coordonnée. 
Ainsi on a: 


. Pa | s + € -+ 


4 — o An, n Pan =1€ TES Qn+i nn Ÿn+1€ | 


Changeons dans la première somme l'indice de sommation (n— n+1) 
et tenant compte de la relation : 


Eu =, +ho, Jnsisn = ns n+i G-1.0 <0, 
on trouve: 


hw\ 
de _ _ 2e (1e 7e Qu ne VnVn+1€ 7. 


D'une manière tout à fait analogue on trouve l'égalité : 


kw\ © tn 
gp, =a (4 +e T )s L'PR n+1VnŸn+1€ 7% 


n=0 


Comparant les deux égalités on obtient l'équation : 


! Voir « Mécanique quantique », $ 23. 
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d'où , 


_ : 8 © th | 
P, = const exp { q R or): 


Déterminant la constante à l’aide de la condition de normalisa- 
tion, on obtient finalement la formule suivante (F. Bloch, 1932) : 


(2 pho)"oxn do the 
do, = (th ) FFP À Fr 27) 4 (0:8) 


Ainsi, dans le cas quantique les probabilités des différentes valeurs 
de la coordonnée de l’oscillateur sont également réparties suivant 
une loi ayant la forme e°*7*, mais avec un coefficient & différent de 
celui du cas classique. Dans le cas limite #oÇT, lorsque la quantifi- 
cation n’a plus d'importance, la formule (30,3),comme on pouvait s'y 
attendre, se transforme en la formule (30,1). 

Dans le cas limite inverse hoXT, la formule (30,3) devient : 


c'est-à-dire une distribution purement quantique des probabilités 
de la coordonnée dans l’état normal de l’oscillateur !. Ceci corres- 
pond au fait que pour T<£hw les oscillations de l'oscillateur ne sont 
pratiquement pas excitées. 

La distribution des probabilités de l'impulsion de l’oscillateur 
peut être écrite par analogie avec (30,3) sans effectuer de nouveau les 
calculs. En effet, le problème de la quantification de l’oscillateur est 
complètement symétrique par rapport à la coordonnée et à l'impulsion 
et les fonctions d'onde de l'oscillateur dans la représentation p 
coïncident avec les fonctions d'onde habituelles des coordonnées 
(remplaçant q par p/w)°. La distribution cherchée est donc 


1 kw \"/: P° ho 
d, = (Æ th =) exp {— Pth 7 dp. (30,4) 


Dans le cas classique limite (4w<T) cette relation devient la distri- 
bution de Maxwell : 


ne 
dw,= (2nT) "re ?T dp. (30,5) 


: L C’est le carré du module de la fonction d'onde de l'état normal de l'oscil- 
ateur. 
© Voir « Mécanique quantique », $ 23, problème 1. 
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$ 31. Energie libre dans la distribution de Gibbs 


Suivant la formule (7,9) l’entropie du corps peut être calculée 
comme la valeur moyenne du logarithme de sa fonction de distribu- 
tion : 


S=—Ilnw,. 
Introduisons la distribution de Gibbs (28,3), on obtient 
S—=—In4++, 


d’où InA = . Mais la valeur moyenne de l'énergie E est juste- 


ment ce qu'on entend par énergie en thermodynamique, par suite 
E—TS=F et InA=F/T, c'est-à-dire que la constante de normalisa- 
tion de la distribution est liée directement à l'énergie libre du corps. 
Ainsi la distribution de Gibbs peut s’écrire sous la forme : 
F=En 

w,=eT, (31,1) 
c'est sous cette forme qu'elle est le plus couramment utilisée. De 
même, à l’aide de (7,12) pour le cas classique on obtiendra l'expres- 
sion suivante : 


F-E (p.90) 


p=(2nñ)  T . (31,2) 


La condition de normalisation de la distribution (31,1) est : 


Res nEs 
Der T — 
Zuw,=eT Je T=1, 
Li n 
d'où 
se En 
e T T 


=Ye x 
n 
ou en prenant le logarithme 


En 
F=-TInÿe T. (31,3) 


C'est la formule de base pour les applications thermodynamiques de 
la distribution de Gibbs. Elle permet en principe de calculer les fonc- 
tions thermodynamiques d’un corps quelconque si l’on connaît 
son spectre énergétique. 

La sommese trouvant sous le logarithme dans (31,3) est générale- 
ment appelée somme statistique. Ce n'est rien d'autre que la trace 
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de l'opérateur eX/T, où H est l’hamiltonien du corps considéré ! : 


2=3e TT (+). (31,4) 


Cette manière d'écrire présente l'avantage de permettre, pour le 
calcul de la trace, de se servir d’un système complet quelconque de 
fonctions d'onde. 

En statistique classique on obtient une formule analogue à partir 
de la condition de normalisation de (31,2). Préalablement, cependant, 
il faut tenir compte de la circonstance suivante, qui était de peu d'im- 
portance tant que nous ne nous intéressions qu'à la fonction de dis- 
tribution en tant que telle sans relier le coefficient de normalisation 
à une caractéristique quantitative déterminée du corps, ici son énergie 
libre. Si par exemple on interchange deux atomes identiques, l'état 
microscopique du corps se trouvera être représenté par un autre point 
de phase, obtenu à partir du précédent en remplaçant les coordonnées 
et les impulsions d’un atome par les coordonnées et les impulsions 
d’un autre. D'un autre côté, par suite de l'identité des atomes inter- 
changés ces deux états du corps sont physiquement identiques. 
Ainsi, à un état microscopique physique du corps dans l’espace des 
phases correspond toute une série de points. Mais lors de l’intégration 
de la distribution (31,2), il ne doit évidemment être tenu compte 
qu'une seule fois de chaque état *. En d’autres termes, nous ne devons 
intégrer que sur les domaines de l’espace des phases qui correspondent 
à des états physiquement différents du corps ; nous noterons ceci par 
un accent en haut du signe somme. 

Ainsi nous obtenons la formule 


E(P,q) 


F=-—Tin(e T dr; (31.5) 


1 Conformément aux lois générales par e—#/T on entend un opérateur dont 


les fonctions propres coïncident avec les fonctions propres de l'opérateur À, 


les valeurs propres étant égales à e—£#/T. 


2 Ceci devient particulièrement évident lorsqu'on considère l'intégrale 
statistique classique comme étant la limite de la somme statistique quantique. 
Dans cette derniére la sommation s'effectue pour tous les états quantiques et 
aucune question ne surgit (A pAIons que par suite du principe quantique de 
symétrie des fonctions d'onde l'état quantique ne varie généralement pas lors- 
qu'on interchange deux particules identiques). 

Du point de vue purement classique il est indispensable de comprendre ainsi 
l'intégration statistique, car dans le cas contraire la multiplicativité du poids 
statistique serait rompue, d’où non-additivité de l’entropie et des autres gran- 
deurs thermodynamiques. 
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ici et dans tous les cas analogues nous désignerons par dl l'élément 
de volume de l’espace des phases divisé par (2xh)° : 


__ dp dq 
dr TTC (31,6) 
Ainsi, la somme statistique de la formule quantique (31,3) se trouve 
remplacée par l'intégrale statistique. Comme il a été indiqué au 
$ 29, t’énergie classique £{(p, q) peut toujours être mise sous la forme 
de la somme des énergies cinétique X(p) et potentielle U(q). L'énergie 
cinétique est une fonction quadratique des impulsions et l’intégra- 
+ion peut s'effectuer sous la forme générale. Ainsi,‘le problème du cal- 
cul de l'intégrale statistique se ramène en réalité à l'intégration de la 
fonction e—UQ)/T sur les coordonnées. 

Lors du calcul de l'intégrale statistique il est habituellement com- 
mode d’élargir le domaine d'intégration en introduisant un facteur de 
correction correspondant. Supposons par exemple, qu’il s’agisse d’un 
gaz composé de N atomes identiques. Dans ce cas on peut intégrer 
indépendemment sur les coordonnées de chaque atome étendant l'in- 
tégration à tout le volume occupé par le gaz ; cependant, le résultat 
doit être divisé par le nombre de permutations des V atomes, c'est-à- 
dire V!. Autrement dit, l'intégrale f’ peut être remplacée par l'in- 
tégrale 


F...dr-r … dr, (31,7) 


prise pour tout l’espace des phases et divisée par W!. 

Il est commode d'élargir également le domaine d'intégration 
pour un gaz composé de V molécules identiques : intégrons indépen- 
demment sur tout le volume sur les coordonnées des molécules en 
entier (sur les coordonnées de leurs centres d'inertie) et à l’intérieur 
de chaque molécule pour son propre « volume » sur les coordonnées 
moléculaires internes des atomes (c'est-à-dire sur un petit domaine 
dans lequel peuvent se trouver, avec une probabilité perceptible, les 
atomes composant la molécule) ; puis l'intégrale doit de nouveau 
être divisée par W!. 


Problèmes 


1. L'énergie potentielle d'interaction des particules d'un corps est une 
fonction homogène d'ordre n de leurs coordonnées. Par des considérations de 
similitude déterminer la forme de l'énergie libre de ce corps en statistique 
classique. 

Solution: Dans l'intégrale statistique 


, -K{)+U () 
2=\ e T. dr 
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remplaçons tous les q par Ag et tous les p par À"/* p (où À est une constante arbi- 
traire). Si simultanément on remplaceT par À"T, l'expression sous le signe somme 
reste inchangée. Cependant, les limites de l'intégration sur les coordonnées 
changeront ; les dimensions linéaires du domaine d'intégration varieront de 
4/À fois, ce qui entraîne une variation semblable du volume de À 7® fois ; pour 
garder inchangées les limites de l'intégration il faut, par conséquent, remplacer 
Ÿ par À V. Après tous ces changements l'intégrale se trouvera encore multipliée 
3N(1+7 ‘ 

par À ( 2 ) par suite du changement de variables dans d''(s=3N coordonnées 
et autant d'impulsions ; N est le nombre de particules du corps). Nous en con- 
cluons que le changement de variables 


Vas, THAT 


entraîne pour l'intégrale statistique 
3N (1+È2 
2 ele 
La plus générale des fonctions Z(V, T) ayant cette propriété est 


PR (+++) Î (are) 


où f est une fonction arbitraire d'une variable. 
On trouve ainsi l'expression suivante pour l'énergie libre : 


4 1 a tr) 
ps (i+f)nrmrente( —) 


(1) 


où n'entre qu une fonction inconnue d’une variable {le nombre N est introduit 
dans le second membre de (o de telle sorte que F soit une fonction ayant la pro- 
priété d'additivité requise]. 

2. Déduire le théorème du viriel pour un corps macroscopique dont l'énergie 
pone d'interaction des particules est une fonction homogène d'ordre x de 
eurs coordonnées. ; 

Solution. De même que lors de la démonstration du théorème du viriel 
en mécanique !, calculons la dérivée par rapport au temps de la somme Z rp 
où r et p sont les rayons vecteurs et les impulsions des particules du corps. 
Puisque FAP) et X(p) une fonction homogène du second ordre des impulsions 


on obtient : 
REr= Sr + = (+ D 


Les particules du corps se meuvent dans un domaine fini de l'espace avec des 
vitesses qui ne deviennent pas infinies. Ainsi la grandeur Yrp est bornée et la 
valeur moyenne de sa dérivée par rapport au temps s’annule, donc 


2K+Ÿrmp=0 


[où Æ—=X(p)l. Les dérivées p sont déterminées par les forces agissant sur les 
particules du corps. Lorsque fon prend la somme pour toutes les particules, en 


1 Voir « Mécanique », $ 10. 
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plus des forces d'interaction des particules, il faut tenir compte des forces exercées 
sur la surface du corps par les corps environnants : 


y rp= + D —P fr d£= —nU —3PV 


(l'intégrale de surface est transformée en intégrale de volume, de plus div r=3). 
Ainsi on obtient 24—nU—3PV=—0 ou en introduisant l'énergie totale E= U+K: 


(n+2) K=nE+ 3PV. (2) 


C'est le théorème cherché. Il est vrai non seulement en théorie classique 
mais également en théorie quantique. Dans le cas classique l'énergie cinétique 
moyenne est X=3/2 NT et la relation (2) donne 


1 ) AT. (3) 


n 


ES PV=3 (54 


Cette formule aurait pu également être obtenue à partir de l'expression (1) 

de l’énergie libre obtenue dans le problème 1. 

> ee les particules interagissent suivant la loi de Coulomb (n——1), on déduit 
e (2) : 


K=—E+3PV. 


Cette expression est le cas limite de l'expression relativiste ! 


E—3PV=Y mc? Vie , 


où l'énergie E contient également l'énergie de repos des particules du corps. 


$ 32. Théorie thermodynamique des perturbations 


Lors du calcul des grandeurs thermodynamiques dans certains cas 
l’énergie E(p, q) du corps comprend des termes relativement petits 
que l’on peut négliger en première approximation. L'énergie poten- 
tielle des particules du corps dans un champ extérieur peut jouer le 
rôle de tels petits termes (voir ci-dessous les conditions permettant de 
considérer tel ou tel terme petit). 

Dans des cas semblables on peut développer, pour le calcul des 
grandeurs thermodynamiques, une «théorie des perturbations » 
(R. Peierls, 1932). Nous allons d’abord montrer la manière de procéder 
dans le cas où l’on peut appliquer la distribution classique de Gibbs. 

Ecrivons l'énergie E(p,q) sous la forme : 


E(p, g)= E(p, g)+V(p, 9), (32,1) 
où V représente les petits termes. Pour le calcul de l'énergie libre du 
corps écrivons : 

F. re _Es(p.4)+V (p-9) 


eT=| e T dr = fer (4 + +373) dr, (32,2) 


1 Voir « Théorie du champ », $ 35. 
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dans le développement suivant les”puissances de V, ici et plus bas, 
on se limitera aux termes du second ordre, car nous voulons calculer 
seulement les corrections de première et de seconde approximation. 
En prenant le logarithme et en développant de nouveau en série, on 
obtient avec la même précision : 


, Fo Eo (pq) " F Fe- Eo(P.q) 2 
_ Te FR 
F=Fo+ | (ve ar + [| Ve ar| | 
où ?, désigne l'énergie libre « non perturbée » calculée pour V —0, 
Les intégrales obtenues représentent les valeurs moyennes des 
grandeurs correspondantes, calculées au moyen de la distribution de 
Gibbs « non perturbée ». Nous allons marquer d’un trait au-dessus de 


la lettre correspondante une telle moyenne et remarquons que V?—ÿ?— 
=(V—V)? ; finalement on obtient : 


F= Fo+V—(V —VY. (32,3) 


Ainsi la correction de première approximation pour l'énergie libre 
est simplement égale à la valeur moyenne de l'énergie de perturba- 
tion V. La correction de seconde approximation est toujours négative 
et est déterminée par le carré moyen de l'écart de V de sa valeur 
moyenne. En particulier, si la valeur moyenne de V s'annule, la pertur- 
bation a pour effet de diminuer l'énergie libre. 

En comparant le terme du second ordre à celui du premier ordre 
dans (32,3) on peut établir la condition qui rend applicable la métho- 
de des perturbations exposée. 11 faut de plus tenir compte que tant la 


valeur moyenne V que le carré moyen (V—V)* sont tous les deux 
grossièrement proportionnels au nombre de particules (voir ce qui a 
été dit au $ 2 au sujet des fluctuations quadratiques moyennes des 
grandeurs thermodynamiques des corps macroscopiques). Aussi, 
nous pouvons formuler la condition cherchée de la manière suivante : 
il faut que l'énergie de perturbation rapportée à une particule soit 
petite par rapport à T (47 lorsque la température est mesurée en de- 
grés) !. 

Effectuons maintenant des calculs identiques pour le cas quanti- 
que. L'expression (32,1) doit ici être remplacée par une expression 
analogue pour l'opérateur de Hamilton : 


A=H5+V. 


1 Lorsque nous avons développé l'expression sous le signe somme dans 
(32,2) nous avons en toute spieur développé suivant les puissances de 1/7, 
grandeur qui est proportionnelle au nombre de particules et donc en aucun 
cas petite. Cependant, après avoir pris le logarithme et développé une seconde 
fois, on voit que les termes qui sont grands disparaissent, et par suite on obtient 
une série développée suivant les puissances d'une petite grandeur. 
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D’après la théorie quantique des perturbations, les niveaux d'énergie 
d’un système perturbé, aux corrections de seconde approximation 
près, sont déterminés par l'expression ! 


4 V ” 2 
E,=ES + Vu + DE DÉ (32,4) 


où E (? sont les niveaux d’énergie non perturbés (supposés non 
dégénérés); l'accent du signe somme indique que le terme corres- 
pondant à m—n doit être omis. 

Cette expression doit être introduite dans la formule 


PAR _ £a 
eT=ÿeT 
n 


puis on doit effectuer uri développement analogue à celui qui a été 
fait ci-dessus. Un calcul simple donne le résultat suivant : 


FRE DE Fr nr 
7 > Vänba HA 7 (E Vans . (32,5) 
n n / 


où w,=exp {(F,—E%)/T} la distribution de Gibbs non perturbée. 

L'élément matriciel diagonal V,, n’est rien d’autre que la valeur 
moyenne de l'énergie de perturbation V correspondant à l’état 
quantique 7 donné. Ainsi la somme 


> Von n 


est la valeur moyenne complète de V — la moyenne étant prise tant 
par rapport à l’état quantique du corps que par rapport à la distri- 
bution statistique (« non perturbée ») suivant les divers états quanti- 
ques. Désignant une telle moyenne par un trait au-dessus de la lettre 
correspondante, nous trouvons qu’en première approximation la cor- 
rection apportée à l'énergie libre est égale à V ; du point de vue for- 
mel ce résultat coïncide avec celui qui a été obtenu ci-dessus dans 
le cas classique. 
La formule (32,5) peut être écrite sous la forme 


‘1V 2 = LE 
F=F, +7, D eee 1 Von Van) (32,6) 


! Voir « Mécanique quantique », $ 38. 
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Dans cette expression tous les termes du second ordre sont négatifs 
(car w,—w, est du mêmesigne que EVE). Ainsi la correction du 
second ordre de l'énergie libre est également négative dans le cas 
quantique. 

Comme dans le cas classique, cette méthode est applicable à 
condition que l'énergie de perturbation (rapportée à une particule) 
soit petite par rapport à T. Par contre, la théorie des perturbations 
en théorie quantique [donnant l'expression (32,4) pour £,] n'est ap- 
plicable qu'à condition que les éléments matriciels de perturbations 
soient petits par rapport à la différence des niveaux d’énergie corres- 
pondants ; grossièrement, l'énergie de perturbation doit être petite 
par rapport à la différence de ceux des niveaux d'énergie entre les- 
quels des transitions sont possibles !. 

Ces deux conditions ne coïncident nullement car la température 
est sans aucun rapport avec les niveaux d'énergie du corps. 11 peut se 
faire que l'énergie de perturbation soit petite par rapport à 7 et ne 
soit pas petite (elle peut même être grande) par rapport aux diffé- 
rences essentielles entre les niveaux d'énergie. Dans de tels cas « la 
théorie des perturbations » pour des grandeurs thermodynamiques 
[c'est-à-dire la formule (32,6)] peut être appliquée tandis que la théo- 
rie des perturbations pour les niveaux d'énergie [c'est-à-dire la for- 
mule (32,4)] se trouve être inapplicable ; en d’autres termes, les limi- 
tes de convergence du développement représenté par la formule 
(32,6), peuvent se trouver être plus étendues que les limites de con- 
vergence du développement initial (32.4). 

Les cas inverses sont également possibles (pour des températures 
suffisamment basses). 

La formule (32,6) se simplifie beaucoup si, en plus de l’énergie de 
perturbation, la différence entre les niveaux d'énergie est petite par 
rapport à 7. Développant la différence w,,—w, dans (32,6) selon les 
puissances de (E% —E®)/T on trouvera : 


Fe FPE Pr + PT 


D'après la loi de multiplication des matrices on a: 


à LA P+ Vin = 2 | LE Ê = D als u (VE)ons 
nous obtenons ainsi une expression coïncidant formellement avec la 
formule (32,3). Ainsi du point de vue purement formel la formule 
quantique devient classique. 


! Ce sont en général des transitions pour lesquelles ne changent que les 
états d’un petit nombre de particules du corps. 
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$ 33. Développement suivant les puissances de À 


En réalité, la formule (31,5) n’est rien d'autre que le premier et 
principal terme du développement, suivant les puissances de À dans le 
cas quasi classique, de l'expression quantique (31,3) donnant l'éner- 
gie libre. 11 est très intéressant de calculer également le terme suivant 
ne disparaissant pas de ce développement (Wigner, Uhlenbeck et 
Gropper. 1932). 

Le problème du calcul de l’énergie libre se ramène à celui du cal- 
cul de la somme statistique. A cette fin remarquons que cette dernière 
n'est pas autre chose que la trace de l'opérateur e"8" [voir (31,4)] ; afin 
d’alléger l'écriture des expressions ci-dessous désignons par f la 
grandeur 1/T. Quant à la trace de l'opérateur elle peut être calculée à 
l’aide d’un système complet quelconque de fonctions d’onde orthonor- 
mées. Pour de telles fonctions, il est commode de choisir les fonctions 
d'onde du mouvement libre d’un système de N particules sans inter- 
action, se trouvant dans un certain volume V grand (mais fini). 

Ces fonctions sont de la forme: 


{ 
! FD 
Ÿ, Ty , , (33,1) 
où g; sont les coordonnées cartésiennes des particules, et p; les impul- 
sions correspondantes ; nous les numéroterons par des indices prenant 
respectivement les valeurs i=1, 2, .… , s où s=3N est le nombre de 
degrés de liberté du système de V particules. 

Les calculs ultérieurs concernent tant les systèmes contenant des 
particules identiques que ceux qui contiennent des particules diffé- 
rentes (atomes). Afin de pouvoir distinguer les particules nous allons 
doter la masse d'un indice, indiquant le numéro d'ordre du degré 
de liberté : m; (il est évident que les valeurs des trois m; correspon- 
dant à une même particule sont en tout cas les mêmes). 

Par suite de la présence dans le corps de particules identiques il 
est indispensable, en théorie quantique, de tenir compte des effets 
dit d'échange. Ceci veut dire avant tout que les fonctions d'onde 
(33,1) doivent être faites soit symétriques, soit antisymétriques par 
rapport aux coordonnées des particules, suivant la statistique à laquel- 
le obéissent les particules. Cependant, il se trouve que cet effet ne 
conduit qu'à l'apparition dans l'énergie libre de termes exponentiel- 
lement petits et ne présente donc aucun intérêt. De plus, par suite de 
l'identité quantique des particules la somme suivant les diverses 
valeurs des impulsions des particules doit être prise d'une manière 
particulière ; nous rencontrerons encore ceci plus tard, par exemple 
lors du calcul des sommes statistiques d’un gaz quantique parfait. 
Cet effet conduit à l'apparition dans l'énergie libre d’un terme du 
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troisième ordre par rapport à h (Voir ci-dessous) et par conséquent 
n'influe pas sur les termes proportionnels à À? que nous allons calcu- 
ler ici. Ainsi, lors des calculs nous pouvons négliger tout effet d'é- 
change. : 

Dans chacune des fonctions d'onde (33,1) les impulsions p; ont des 
valeurs constantes fixées. Toutes les valeurs possibles de chacun des 
P; forment une série discrète dense (la distance entre deux valeurs 
voisines est inversement proportionnelle aux dimensions linéaires 
du volume occupé par le système) !. Ainsi la somme prise pour tous 
les éléments matriciels (e”##),, pour toutes les valeurs possibles des 
impulsions peut être remplacée par l'intégration sur dp=—dp,dp,...dp,, 
tenant compte du fait que le nombre des états quantiques pour le 
volume Vdp de l'espace des phases (toutes les valeurs des coordon- 
nées de chaque particule dans le volume V et les valeurs des impul- 
sions dans dp) est égal à 


VN\dp 
(2xh) 
Introduisons la notation : 
piqi piqi 
1=e F2 e-BÂe T2 : (33,2) 


Les éléments matriciels qui nous intéressent sont obtenus par inté- 
gration sur toutes les coordonnées : 


Ce-8%),,= px | / da. (33,3) 


La somme statistique cherchée s'obtiendra en intégrant encore sur 
les impulsions. 

Nous devons par conséquent intégrer 7 sur l’espace des phases, 
plus exactement sur ceux de ses domaines qui correspondent à des 
états physiquement différents du corps, comme ceci a été expliqué 
au $ 31 ; ici il en sera tenu compte en marquant d'un accent le signe 
somme : 


Z= 2er = j 1 dr. (33,4) 


Commençons par le calcul de la grandeur Z ; utilisons pour cela 
l’artifice suivant. Prenons la dérivée : 


i vw i 
Soin L{ — Voix 
H __,FÈ à (ex 2 1). 
Développons le second membre de l'égalité en utilisant l'expression 


1 Voir « Mécanique quantique », & 22. 
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explicite pour l’hamiltonien du corps : 


à Pi _ he 4 06? : 
dun mot (33,5) 


où U=U (q;, Ge: … , g,) est l'énergie potentielle d'interaction des 
particules du corps. Un calcul simple permet d'obtenir à partir de 
(33,5) l'équation à laquelle doit satisfaire J : 


ôl sh? [2i 61 , &I 
35 = —E(P. DEEE Pro ta) 
où 
Pi G 
EG. D =Y 5 + (33,5) 


{ 


expression classique habituelle pour l’énergie du corps. 
Cette équation doit être résolue avec la condition évidente : 1=1 
pour B—0. Le changement de variable 


ET-m A LE" (33,7) 
donne 
LE RE PER CES 
> ñ NT og 


pue y pee (AU Ÿ_ og OU | ox 
Px as TP x (a) e ôqi 0q: | Fe) 
avec la condition aux limites y=1 pour B—0. 
Pour obtenir le développement suivant les puissances de h nous 
allons résoudre l'équation (33,8) par approximations successives : 


= 1+ ya + he +... (33.9) 


où 41=0, X2—0, … pour B=—0. Introduisant ce développement dans 
l'équation (33,8) et égalant les termes correspondants aux mêmes 
puissances de À, on obtient les équations suivantes : 


9X1 _ _ ; pi oÙ 

BB; 

mens Lip y aim tu pEU à pe (AU) 
dB 2x | 2iBP: a, + 2iPi ôq; Be +8 ôqi) | 


La première équation permet d’obtenir y,, la seconde y,. Ainsi 
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un calcul simple donne : 


_ _B* pi oU B5 Pi Pe au 
X2 = 8 Z mi mi 9q; + 6 D " mi mg 8160 


eU 
HEAR) RER 0 


mi ôq} 
La somme statistique cherchée (33,4) est égale à l’intégrale : 
2=(A+hu the rem mar. (33,11) 


Il est facile de voir que le terme du premier ordre par rapport à À 
disparaît dans cette intégrale. En effet, pour ce terme la fonction 
sous le signe somme Y,ePE?"% est une fonction impaire des impulsions 
(E(p, q) est une fonction quadratique des impulsions, et X,, d’après 
(33,10), est une fonction linéairel et s’annule donc lors de l'inté- 
gration sur les impulsions. Ainsi, on peut écrire (33,11) sous la forme : 


Z=(1 +k4)( ete, 


où nous avons introduit la valeur x, après avoir pris sa moyenne à 
l’aide de la distribution de Gibbs : 


LA 
L 20 7BE UP, D dl 


Xe = = —. 
Qe-sew,nar 


En portant cette expression pour la somme statistique dans la formule 
(31,3) on obtient l'expression suivante pour l'énergie libre : 


F= Fa In (1 + h2%), 


ou, avec la même précision : 
F=F,— F res (33,12) 


Nous avons désigné ici par F,, l'expression de l’énergie libre en sta- 
tistique classique [formule (31,5)]. 

Ainsi, après le terme classique, dans le développement de l’éner- 
gie libre, on a un terme du second ordre par rapport à %. Mais c’est 
tout naturel, car dans l’expression (33,8) que nous avons résolue par 
approximations successives, la constante quantique n'entre que sous 
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la forme ih ; ainsi, nous obtenons un développement suivant les 
puissances de ih. L'énergie libre qui est une grandeur réelle ne peut 
contenir que des puissances réelles de ih. Ainsi, le développement de 
l'énergie libre effectué ici (sans tenir compte des effets d'échange) 
est un développement selon les puissances paires de 4. 

I] ne nous reste plus qu'à calculer la valeur moyenne #.. Nous 
avons vu au$ 29 qu'en statistique classique les distributions des pro- 
babilités pour les coordonnées et les impulsions sont indépendantes. 
Ainsi, on peut prendre séparément les moyennes par rapport aux im- 
pulsions et aux coordonnées. 

La valeur moyenne du produit de deux impulsions différentes est 
évidemment égale à zéro : p;p,=pp.=0. Par contre, la valeur moyen- 
ne du carré p} est égale à m;/6. Ainsi, on peut écrire : 


PiPx = Or 


où 6;,=1 pour i=k et 6,,=0 pour i-£k. En prenant à l’aide de cette 
formule la moyenne pour toutes les impulsions, on obtient l'expression 
suivante pour % : 


RSHT ES LT. (33,13) 


m; \9g; | Rémiog 


Ces deux termes ne font qu'un, car les moyennes entrant dans cette 
expression sont reliées par la relation : 


me = (RE). (33,14) 


On peut se rendre compte de l'exactitude de cette égalité en remar- 
quant que : 


dU _; ou au \? _ 
EU au da. = Ù peu 0 \? pu on. 
Î Fr ME Ge | +8 l (3x) is. 


Lors du calcul de _ le premier terme du membre de droite donne une 
qi 


expression représentant un effet de surface ; le corps étant macro- 
scopique, ce terme peut être négligé par rapport au second terme qui 
donne un effet de volume. 

Portant l'expression ainsi obtenue pour x, dans la formule (33,12) 
et remplaçant B par 1/7 on obtient finalement l'expression suivante 


DÉVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DE à 423 


pour l'énergie libre : ; 


Fete an (ET. (33,15) 


Nous voyons que la correction apportée à la valeur classique se trouve 
être une grandeur toujours positive, déterminée par les carrés moyens 
des forces exercées sur les particules. Cette correction diminue avec 
l'augmentation de la masse des particules et de la température. 

Par suite de ce qui vient d'être dit, le terme suivant du dévelop- 
pement effectué ici serait du quatrième ordre. Ceci permet de calculer 
d’une manière tout à fait indépendante le terme d'ordre À*, apparais- 
sant dans l'énergie libre par suite des partieularités de la somme des 
impulsions dues à l'identité quantique des particules. Ce terme coiïn- 
cide formellement avec le terme correctif apparu lors du calcul ana- 
logue pour un gaz parfait et est déterminé par la formule (55,14) : 


(33,16) 


(pour un corps composé de particules identiques). Le signe + se 
rapporte à la statistique de Fermi et le signe — à celle de Bose ; 
g est la multiplicité de dégénérescence totale suivant les directions 
des moments — tant électronique que nucléaire. 

Ces formules permettent également d'obtenir les termes correctifs 
dans les fonctions de distribution des probabilités des coordonnées et 
des impulsions des atomes du corps. D’après les résultats généraux, 
obtenus au $ 5, la distribution des probabilités des impulsions s'ob- 
tient par intégration de 7 sur dg [voir (5,10)] : 


dw,= const-dp \ I dq. 


Le terme x,eBE (P.9) dans Î contient la dérivée totale par rapport 
aux coordonnées et lors de l’intégration sur ces coordonnées il donne 
une grandeur correspondant à un effet de surface, qui peut être omise. 
Ainsi on a: 


”i 
dm, = const.e DE dp (1 + h2y2) 7 dg. 


Après intégration sur les coordonnées les troisième et quatrième termes 
de l'expression (33,10) pour x, donnent une grandeur petite, constante 
(ne contenant pas les impulsions) qui, à ka même approximation, 
peut être négligée. Introduisant de même, dans le coefficient cons- 
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tant. le facteur Le” #u dq, on obtient : 


= ist. D tr pale piPr OU OU 
dw,= const.e ji ñ ZE», 


ps PiPe OU 
+ 6 > Z CCE ôqi a | qe 


Les valeurs moyennes y apparaissant sont reliées par les relations : 


AU _.g SU OU 
dgi008 À 09: 098 


{identiques à (33,14)]. On obtient ainsi : 


dw, = const-e DE. (1+È + = AD Pipe U az. dp. (33,17) 


mimz 0q; dqk 


Il est commode d'écrire finalement cette expression sous la forme 
suivante : 


dw,= const -exp {+ [ se 


T 
ke 
“Ass The ose 


en remplaçant avec la même précision les crochets dans (33,17) par 
l'expression exponentielle correspondante. 

Ainsi, on voit que la correction apportée à la fonction de distribu- 
tion classique pour les impulsions se réduit à l'apparition, dans l’ex- 
ponentielle de l'énergie cinétique, d'un terme quadratique par rap- 
port aux impulsions avec des coefficients dépendant de la loi d'inter- 
action des particules du corps. 

Si l’on veut trouver la distribution des probabilités de l’une quel- 
conque des impulsions p,, il faut intégrer (33,17) sur toutes les autres 
impulsions. Les termes contenant des carrés pi, k-£i donneront 
des valeurs constantes qu’on peut négliger par rapport à 1, et les 
termes contenant des produits d’impulsions s’annuleront. Passant 
de nouveau à la forme exponentielle on obtient : 


dw,, = const-exp {_ 7 [: hr C7) } dp;. (33,19) 
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On voit que c’est une distribution de Maxwell dans laquelle on a 
remplacé la température réelle T par une « température effective » 
plus élevée : 


dw,,= const-exp {_ nn eff } dpi 


Tee T + pen (SE) 


D'une manière tout à fait analogue on peut calculer la fonction de 
distribution corrigée pour les coordonnées. Elle s'obtient par inté- 
gration de Z sur les impulsions 


dw, = const-dq \ I dp. 


Des calculs analogues à ceux qui ont permis d’obtenir (33,13) donne- 
ront : 


dw,= const-e"# p+irs ei 5 1 ma | 4 


qi m; 0° 


ou sous forme Rs, : 


dw, = const-exp E r[v — m2 m; Ge) + 


pe D = mio |} #7 (33.20) 


$ 34. Distribution de Gibbs pour les corps en rotation 


Les relations thermodynamiques pour les corps en rotation ont 
déjà été étudiées au $ 26. Nous allons maintenant chercher la manière 
dont doit être formulée la distribution de Gibbs pour les corps en ro- 
tation ; ainsi on en aura fini avec leurs propriétés statistiques. Pour 
ce qui est du mouvement de translation uniforme. conformément au 
principe de relativité de Galilée, comme il a été indiqué au $ 26, 
son influence sur les propriétés statistiques est. triviale et n’a pas besoin 
d'étude spéciale. 

Dans un système de coordonnées tournant avec le corps, on peut 
appliquer la distribution de Gibbs : en statistique classique 


F'-E"(p.q) 


p=(2n)e T ., (34,1) 


où E’(p,q) est ee du corps dans ce système en fonction 
des coordonnées et des impulsions de ses particules, et F” l'énergie 
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libre dans le même système (elle ne coïncide évidemment pas 
avec l'énergie libre du corps au repos !). L'énergie E'(p, q) est 
reliée à l'énergie Æ(p, q) dans le système au repes par la relation 


E"(p, q)=E(p, q9)—@M(p, q), (34.2) 


où Q est la vitesse angulaire, et M(p, q) le moment cinétique du corps 
(voir $ 26). Pertant (34,2) dans (34,1) on trouve la distribution de 
Gibbs d’un corps en rotation sous la forme ! 
F'-E (p. q)+QM (p. q) 
p=(2nh) ‘e T (34,3) 
En statistique classique la distribution de Gibbs pour les corps en 
rotation peut être mise sous une autre forme. A cette fin nous allons 
utiliser l’expression suivante pour l'énergie du corps dans un système 
de coordonnées tournant : 


ES TEE m(Qxre+U, (34,4) 


où v’ sont les vitesses des particules par rapport au système tournant, 
et r leurs rayons vecteurs *. Désignons par 


Et, = X'T+U (34,5) 


la partie de l'énergie ne dépendant pas de @, on obtient alors la dis- 
tribution de Gibbs sous la forme : 


p=(2xh) "exp {+ [FE (v’, r)++Xm (@x n°] } à 


La fonction p détermine la probabilité rapportée à l'élément de 
l'espace des phases 


dz, dy, ds, ... dp;,dp;, dpi; ..., 


où p’=mv'+m(Q xr) sont les impulsions des particules du corps ©. 
Puisque lorsque nous avons trouvé les éléments différentiels des im- 
pulsions, les coordonnées étaient constantes, on a dp'—m dv’ et 
nous pouvons écrire de la manïère suivante la distribution des proba- 
bilités exprimée en fonction des coordonnées et des vitesses des parti- 
cules : 


dw =C exp{r 


T [Et ee LE 
x dx, dy, ds, ... dei, dv, dr, ..…, (34,6) 


1 La distribution (34,3) tout comme la distribution ordinaire de Gibbs est 
en accord parfait avec le résultat obtenu au 8 4, où l'on se basait sur le théorème 
de Liouville {formule (4,2)] : le logarithme de la fonction de distribution est 
une fonction linéaire de l'énergie et du moment du corps. 

2 Voir « Mécanique », $ 39. 
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où C désigne le facteur (2xk)"* avec le produit des masses des particu- 
les, intervenant lors du passage des éléments différentiels des impul- 
sions aux éléments différentiels des vitesses. 

Pour un corps immobile on aurait : 


F-Eo(vir) 


dw=Ce OT dr, dy,dz, ... dr,, dv, dv, ... (34,7) 


avec la même expression (34,5) pour E,(v, r), qui est maintenant une 
fonction des vitesses dans un système de coordonnées immobile. 
Nous voyons ainsi que la distribution de Gibbs des coordonnées et des 
vitesses pour un corps en rotation ne se distingue de la distribution 
d’un corps immobile que par l’apparition d’une énergie potentielle 
supplémentaire égale à 


—+Em(@xry. 


En d’autres termes, pour les propriétés statistiques du corps la rota- 
tion se trouve être équivalente à l'apparition d’un certain champ ex- 
térieur, correspondant aux forces centrifuges. Les forces de Coriolis 
n'influent pas sur ces propriétés. 

Il est indispensable de remarquer que ce dernier résultat ne con- 
cerne que la statistique classique. Dans le cas quantique, pour un 
corps en rotation il faut écrire l'expression suivante pour l'opérateur 
Statistique : 


k FH +QM 


w=e T ; (34,8) 


cette expression est analogue à (34,3). Du point de vue formel on peut 
ramener cet opérateur à une forme correspondant à (34,6) où les vitesses 


v’ sont remplacées par les opérateurs v'=1—(Q xr). Cependant les 


composantes de cet opérateur vectoriel ne commuteront plus entre 
elles, comme il y a lieu pour l'opérateur v de la vitesse dans un sys- 
tème immobile ; aussi, les opérateurs statistiques correspondant aux 
expressions (34,6) et (34,7) seront nettement différents. même en l’ab- 
sence d'énergie centrifuge dans l’un d'eux. 


$ 35. Distribution de Gibbs pour les systèmes à nombre variable 
de particules 


Jusqu'à présent nous avons sous-entendu que le nombre de parti- 
cules du corps est une grandeur constante donnée. Nous avons consciem- 
ment laissé de côté le fait qu’en réalité des échanges de particules 
peuvent avoir lieu entre les divers sous-systèmes. En d'autres termes, 
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le nombre de particules N d’un sous-système fluetuera inévitablement, 
oscillant autour de sa valeur moyenne. Pour formuler plus précisé- 
ment ce que nous entendons ici par nombre de particules, appelons 
sous-système la partie du système se trouvant dans un certain vo- 
lume ; alors nous entendrons par À le nombre de particules se trouvant 
dans ce volume !. 

Ainsi, on a à généraliser la distribution de Gibbs pour des corps à 
un nombre de particules variable. Les formules écrites ici conceruent 
les corps à particules identiques ; la généralisation pour des systèmes 
ayant des particules différentes est immédiate ($ 86). 

. La fonction de distribution dépend maintenant non seulement de 
l'énergie de l’état quantique, mais aussi du nombre de particules N 
du curps, de plus les niveaux d'énergie E,, sont eux aussi différents 
pour différents V (ceci est souligné par l'indice W). Désignons par 
u*,\ la probabilité pour le corps d'avoir N particules et de se trouver 
simultanément dans l’état n. 

La forme de cette fonction peut être obtenue d’une manière tout à 
fait analogue à celle qui a été utilisée au $ 28 pour déterminer la 
fonction w,. La différence est en ce que maintenant l’entropie du 
milieu est une fonction non seulement de l'énergie £’, mais aussi du 
nombre de particules N° s'y trouvant : S’=S'(E", N'). Posant E’= 
=E_E, ,et N'=N®N (N est le nombre de particules du corps, 
N ‘9 le nombre total de particules donné de tout le système isolé, 
qui est grand par rapport à V), nous aurons d’après (28,2) : 


w,y=const-exp{S'(E*)—EÆE,x N'—N)} 


(la grandeur AE”, comme au $ 28, est supposée constante). 

Maïntenant développons S’ suivant les puissances de E, , et de N, 
nous contentant de nouveau des termes linéaires. De l'égalité (24,5) 
écrite sous la forme suivante : 


_dE P mn 
dS=++dv— Han, 


7 re de ee 
ŒJy,x T° \ON av T° 
Ainsi, 


S'(EU_E,,, NON) S'(E, prior) — En + EN , 


il découle que 


le potentiel chimique u (tout comme la température) du corps et celui 
du milieu coïncident par suite des conditions d'équilibre. 


1 Lorsque nous avons trouvé la distribution de Gibbs au $ 28 nous avons 
considéré des sous-systèmes justement dans ce sens ; lorsqu'on passe de la for- 
mule (28,2) à (28,3) on prend la dérivée de l'entropie en supposant le volume du 
corps (donc également du milieu) constant. 
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Ainsi, nous obtenons l'expression suivante pour la fonction de 
distribution : 
aN-E,, 


W,n= 4e T . (35,1) 
La constante de normalisation À peut s’exprimer à l’aide des gran- 


deurs thermodynamiques, tout comme on l’a fait au $ 31. Calculons 
l'entropie du corps : 


| tal 


S=—]Inw,,=—In A+ 


d'où 
TInA=E—TS—uN. 


Mais E—TS—F et la différence F—uN est le potentiel thermodynami- 
que Q. Ainsi, T In 4=9Q et nous pouvons écrire (35,1) sous la forme : 


Q+uUN-E, 
W,N= T : (35,2) 


C'est la formule définitive donnant la distribution de Gibbs pour 
un nombre variable de particules. 

La condition de normalisation pour la distribution (35,2) entraîne 
que la somme w,,, prise pour tous les états quantiques (à V donné) puis 
pour toutes les valeurs de W soit égale à l'unité 


2 Sue nn 
SEvun E(FEe )er 
N on N an 


Nous en tirons l'expression suivante pour le potentiel thermodynami- 
que Q 


nN 


£E 
or 2[# Ye T | . (35.3) 
N ñ 


Cette formule, tout comme (31,3), permet de calculer les grandeurs 
thermodynamiques de certains corps. La formule (31,3) donne l’éner- 
gie libre du corps en fonction de T, N et V, et (35,3) le potentiel Q en 
fonction de T, u et V. 

La distribution des probabilités en statistique classique s'écrit 
sous la forme : 


doy= pNdp dg", 
Q+uN—E,, (D, @) 


py= (21h) "e T : (35,4) 


= 


ou 


5 N1641 
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La variable N est mise sous forme d’indice de la fonction de distribu- 
tion ; l'élément de l’espace des phases est doté du même indice, nous 
soulignons ainsi qu’à chaque valeur de V correspond un espace des 
phases particulier (avec un nombre 2s de dimensions particulier). 
La formule donnant Q s'écrira donc sous la forme 


Ey(P. 9) \ 


rm se T— ar». (35,5) 
UY 


Enfin nous allons dire quelques mots de la relation existant entre 
la distribution de Gibbs donnée ici pour un nombre variable de parti- 
cules (35,2) et la distribution initiale (31,1). Avant tout, il est clair 
que lorsqu'on définit les propriétés statistiques des corps, fluctua- 
tions du nombre total de particules mises à part, ces deux distribu- 
tions sont équivalentes. Si l’on néglige les fluctuations du nombre de 
particules N on obtient Q+uNW=F et la distribution (35,2) coïncide en 
général avec (31,1). 

La relation existant entre (31,1) et (35,2) est en quelque sorte ana- 
logue à celle qui existe entre les distributions microcanonique et cano- 
nique. Décrire le sous-système à l’aide de la distribution microcanoni- 
que équivaut à négliger les fluctuations de son énergie totale ; par 
contre la distribution canonique sous sa forme habituelle (31,1) tient 
compte de ces fluctuations. Mais cette dernière ne tient 
pas compte des fluctuations du nombre de particules ; on peut dire 
qu'elle est « microcanonique par rapport au nombre de particules ». 
La distribution (35,2) est « canonique » tant pour l'énergie que pour 
le nombre de particules. 

Ainsi, ces trois distributions — microcanonique et distribution 
de Gibbs sous ses deux formes — permettent en principe de déterminer 
les propriétés thermodynamiques du corps. De ce point de vue la seule 
différence est dans la commodité mathématique. En fait, la distribu- 
tion microcanonique se trouve être la moins commode et n’est jamais 
utilisée à cette fin. La distribution de Gibbs pour un nombre variable 
de particules est en général la plus commode. 


$ 36. Déduction des relations thermodynamiques à partir 
de la distribution de Gibbs 


Donnons encore une méthode de fondement de la distribution de 
Gibbs qui joue un rôle essentiel dans toute la statistique. Cette dis- 
tribution a en fait été obtenue aux$$ 4 et 6 à partir du théorème de 
Liouville. Nous avons vu que le théorème de Liouville (et la multi- 
plicativité des fonctions de distribution des sous-systèmes) permet de 
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- 


conclure que le logarithme de la fonction de distribution du sous-sys- 
tème doit être une fonction linéaire de son énergie 


Inw,=a+$#,. (36,1) 


les coefficients B étant identiques pour tous les sous-systèmes du systè- 
me isolé donné [voir (6,4)] ; pour le cas classique la relation analogue 
est donnée par (4,5). D'où 


w, = et +BEn; 
si l’on introduit les notations formelles : 
1 F 
B EE T 0 a — TT , 


cette expressiun coïncide par sa forme avec la distribution de Gibbs 
(31,1). 11 reste à montrer qu’à partir de la distribution de Gibbs, 
c'est-à-dire de considérations purement statistiques, on peut trouver 
les principales relations thermodynamiques. 

Nous avons déjà vu que la grandeur f, donc également T, doit 
être la même pour toutes les parties du système se trouvant en équili- 
bre. Il est évident que l’on doit avoir f-<O, c'est-à-dire T>0 ; dans le 
cas contraire la somme normalisée Ÿw, sera divergente (car par suite 
de la présence de l'énergie cinétique des particules l’énergie E, peut 
prendre des valeurs aussi grandes que l’on voudra). Toutes ces pro- 
priétés coïncident avec les propriétés essentielles de la température 
thermodynamique. 

Pour trouver des relations quantitatives nous allons partir de la 
condition de normalisation suivante : 


Dérivons cette égalité, nous supposons pour cela que le premier membre 
est une fonction de T et de certaines grandeurs À,, },, … caractérisant 
les conditions extérieures dans lesquelles se trouve le corps considéré ; 
ces grandeurs peuvent, par exemple, déterminer la forme et les dimen- 
sions du volume occupé par le corps. Les niveaux d’énergie E, dépen- 
dent des valeurs À,, À,, … comme de paramètres. 

Prenant la dérivée, nous écrivons 


DE [er Fear" ar| =0 


(pour simplifier nous n’introduirons ici qu’un seul paramètre extérieur 
s* 
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}). D'où 

dFLv, = dÀ Lu + F(F -E E. ) 
Dans le membre de gauche Sw,=—1 et dans celui de droite 


Lv,ë,=E. 2 ve = 


De plus, tenant compte de F—E=—TS et de ! 


7 = X" (36,2) 
on obtient finalement 


dF=—SaT + LEA 


C’est la forme générale de l'élément différentiel de l'énergie libre. 

La distribution de Gibbs pour un nombre variable de particules 
peut être obtenue d’une manière analogue. Si l’on considère le nombre 
de particules comme une variable dynamique, il est évident qu'il 
sera également (pour un système isolé) une « intégrale première » addi- 
tive. I] faut donc écrire 


Inw,ny=a+f$E,+y". (36.3) 


où y tout comme B doit être le même pour toutes les parties du système 
en équilibre. Posant 


1 
a =-— P=—-7, V = 


pous obtiendrons une distribution de la forme (35,2), puis, tout comme 
précédemment, on peut obtenir l'expression donnant l'élément diffé- 
rentiel du potentiel Q. 


Le 
T , 


1 Si l'hamiltunien À (ainsi que ses valeurs propres E,) dépend d'un certain 


paramètre À, on a 
ae) 


(voir « Mécanique quantique », $ 11, problème), d'où en prenant la moyenne 
statistique on obtient la formule (36,2). 


CHAPITRE IV 


GAZ PARFAITS 


$ 37. Distribution de Boltzmann 


Les gaz dits parfaits constituent l'un'des objets d'étude principaux 
de la physique statistique. On appelle gaz parfait un gaz tel que l’in- 
teraction entre particules (molécules) est suffisamment faible pour 
être négligée. Physiquement ceci peut être réalisé soit lorsque l’inter- 
action entre particules reste petite quelle que soit la distance qui les 
sépare, soit lorsque le gaz est suffisamment raréfié. Dans ce dernier 
cas, qui est le plus important, les molécules se trouvent presque tout 
le temps à des distances importantes les unes des autres, de telle 
sorte que les forces d'interaction sont suffisamment petites. 

L'absence d'interaction entre molécules permet de rapporter le 
problème quantique de la détermination des niveaux d'énergie E, 
du gaz en entier à celui de la détermination des niveaux d’énergie d'une 
molécule. Nous désignerons ces niveaux par e, où l'indice k désigne 
l'ensemble des nombres quantiques déterminant l’état de la molécule. 
ons E, sera alors la somme des énergies de chacune des mo- 
écules. 

Cependant, il ne faut pas oublier que même en l’absence de forces 
d'interaction directe, en mécanique quantique il y a une influence 
mutuelle particulière des particules liée au fait que celles-ci sont iden- 
tiques (effets dits d'échange). Ainsi, si les particules « obéissent à la 
statistique de Fermi », cette influence se manifeste en ce qu’à chaque 
état quantique il ne peut se trouver simultanément plus d’une parti- 
cule' ; pour les particules « obéissant à la statistique de Bose » une 
influence analogue se manifeste autrement. 


! Soulignons que lorsqu'on parle d’état quantique d'une particule isolée, 
on entend toujours des états complètement déterminés par l’ensemble des va- 
leurs de tous les nombres quantiques (y compris la direction du moment de la 
particule, s'il y a lieu). 11 ne faut pas les confondre avec les niveaux d'énergie 

uantiques — à un même niveau d'énergie peut correspondre toute une série 
‘états quantiques divers (si le niveau est dégénéré). 
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Désignons par », le nombre de particules du gaz se trouvant dans 
l'état quantique k ; les nombres n, sont parfois appelés nombres de 
remplissage des divers états quantiques. Proposons-nous de calculer 


la valeur moyenne de ces nombres ry et étudions plus particulièrement 
le cas très important où 


n, 1. (37,1) 


Physiquement, ce cas correspond à un gaz raréfié. Dans la suite nous 
établirons un critère permettant d'assurer cette condition, mais 
indiquons tout de suite qu’en fait elle est remplie pour tous les gaz 
moléculaires ou atomiques ordinaires. Les densités pour lesquelles 
cette condition ne se trouve pas remplie sont telles que la substance 
considérée ne peut plus en fait être considérée comme un gaz parfait. 

La condition nr, 1 pour les nombres moyens de remplissage signi- 
fie qu’à tout moment, en tout état quantique, il ne se trouve pas plus 
d’une particule. Par conséquent, on peut négliger non seulement les 
forces d'interaction directe des particules, mais également l'influence 
mutuelle quantique indirecte, mentionnée ci-dessus. Cette circonstan- 
ce permet alors d'appliquer la formule de la distribution de Gibbs 
aux molécules isolées. 

En effet, la distribution de Gibbs a été établie pour des corps rela- 
tivement petits, restant tout de même des parties macroscopiques de 
grands systèmes isolés quelconques. Le fait que ces corps étaient macro- 
scopiques permettait de les considérer comme quasi isolés, c'est-à-dire 
de négliger, en un certain sens, leur interaction avec les autres parties 
du système. Dans le cas considéré ee sont les molécules du gaz qui sont 
quasi isolées, quoique ce ne soit pas des corps macroscopiques. 

Ayant appliqué aux molécules du gaz la formule de la distribution 
de Gibbs, nous pouvons affirmer que la probabilité pour la molécule 
de se trouver dans l’état k, et par suite le nombre moyen de molécules 
n, dans cet état sont propertionnels à e—®%/7, c'est-à-dire 


Ek 


n, = ae T : (37,2) 
où a est une constante déterminée par la condition de normalisation 
Zn=N (37,3) 


(N est le nombre total de particules du gaz). La distribution des divers 
états des molécules d’un gaz parfait, déterminée par la formule (37,2), 
est appelée distribution de Boltzmann (elle a été établie en 1877 par 
Boltzmann pour la statistique classique). 

Le coefficient constant dans (37,2) peut être exprimé par les gran- 
deurs thermodynamiques du gaz. A cette fin donnons encore une dé- 
monstration de cette formule basée sur l’application de la distribution 
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de Gibbs pour l’ensemble de toutes les particules du gaz se trouvant 
dans un état quantique donné. Nous sommes en droit de procéder ainsi 
(même si les nombres nr, ne sont pas petits), car il n’y a pas de forces 
d'interaction directe entre la particule considérée et les autres parti- 
cules (tout comme en général entre toutes les particules du gaz parfait), 
et les effets d'échange quantiques n'ont lieu que pour les particules se 
trouvant dans un même état. Posant dans la formule générale de la 
distribution de Gibbs pour un rRombre variable de particules (35,2) 
E=n,e,, N =n,et dotant Q de l'indice k, on obtiendra la distribution 
des probabilités pour différentes valeurs de #, sous la forme : 


Qrtnx(u-ex) 
WU, = f. (37.4) 
En particulier, w,—=e®%T est la probabilité de l’absence totale de 
particules dans l’état donné. Dans le cas qui nous intéresse ici, lorsque 
n, 1, la probabilité w, est voisine de l’unité ; ainsi dans l'expression 
Qu+u-ek 
w=e T 
donnant la probabilité pour une particule de se trouver dans l'état 4, 


en peut poser, en négligeant les termes infiniment petits d'ordre su- 
périeur, e%/T=—1. On a alors 


H—Ek 
w=eT. 
Pour ce qui est des probabilités des valeurs n,>>1, elles doivent être 
nulles à la même approximation. Aussi, 


ue NY 
Ry = Donne =" 1, 
nk 


et on obtient la distribution de Boltzmann sous la forme 


= HT Ex 
n,=e T . (37.5) 
Ainsi, le coefficient de la formule (37,2) s'exprime à l’aide du potentiel 
chimique du gaz. 


$ 38. Distribution de Boltzmann en statistique classique 


Si le mouvement des molécules du gaz (et des atomes s'y trouvant) 
obéissait à la mécanique classique, on pourrait introduire à la place de 
la distribution suivant les états quantiques la distribution des molé- 
cules dans l’espace des phases, c'est-à-dire suivant les impulsions et 
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les coordonnées. Soit dW le nombre moyen de molécules se trouvant 
dans l'élément de l'espace des phases de la molécule dp dg= 
dp, … dp, dg, .…. dq, (r étant le nombre de degrés de liberté de la 
molécule). Ecrivons ce nombre sous la forme 


_ ip dg 
dN=nt(p, g)dt, dr Cxy (38,1) 


et soit n(p,q) « la densité dans l’espace des phases » [bien que dt se 
distingue par le facteur (2x4)7” de l’élément de volume de l’espace des 
phases]. On obtient alors à la place de (37,5) 


u—e(p. q) 
n(p, g)=e £ , 


où € (p,q) est l'énergie de la molécule en fonction des coordonnées et 
des impulsions de ses atomes. 

Cependant, en général, ce n’est pas tout le mouvement de la molé- 
cule qui est quasi classique, mais seulement le mouvement corres- 
pondant à une partie de ses degrés de liberté. En particulier, dans un 
gaz ne se trouvant pas dans un champ extérieur le mouvement de trans- 
lation des molécules est toujours quasi classique. L’énergie cinétique 
du meuvement de translation entre alors dans l'énergie e, de la molé- 
cule sous la forme d’un terme indépendant, la partie restante de l’éner- 
gie ne contient ni les coordonnées x, y, z ni les impulsions p,, p,, p, 
du centre d'inertie de la molécule. Ceci permet de mettre en relief dans 
la formule générale de la distribution de Boltzmann le facteur déter- 
minant la distribution des molécules du gaz suivant les variables 
indiquées. La distribution des molécules dans le volume occupé par le 
gaz sera, évidemment, simplement homogène, ainsi, pour le nombre de 
molécules se trouvant dans l'unité de volume et ayant des impulsions 
(du mouvement de translation) comprises dans les intervalles donnés 
dp,, dp,. dp,, on obtient la formule de la distribution de Maxwell 


(38,2) 


_ Pat Py+PZ 
aN, = TER e  “"T  dp, dp, dp.; (38,3) 
m (ua + vh+ 2) 
aN,= ( ar)" e TT dv,dv,&, (38,4) 


(m étant la masse de la molécule) normalisée sur VN/V particules par 
unité de volume. 

Considérons alors un gaz se trouvant dans un champ extérieur dans 
lequel l'énergie potentielle de la molécule n’est fonction que des coor- 
données de son centre d'inertie : u=u(x, y, z) (e*est par exemple le 
cas du champ de gravitation). Si, comme c’est en pratique toujours le 
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cas, le mouvement de translation dans ce champ est quasi classique, la 
grandeur u(x, y, z) entre dans l’énergie de la molécule sous la forme d'un 
terme indépendant. La distribution de Maxwell pour les vitesses de 
molécules reste évidemment inchangée, et la distribution des coordon- 
uées du centre d'inertie est déterminée par la formule 


_ute y. 2) 


dNe=nge T dy. (38,5) 


Cette formule donne le nombre de molécules contenu dans l'élément de 
volume de l'espace dV =dxr dy dz ; par contre, la grandeur 


_u (x. y. 2) 


n(r)=nge T7 (38,6) 


représente la densité du nombre de particules. La constante n, est la 
densité aux points où u=0. La formule (38,6) est appelée formule de 
Boltzmann. 

En particulier, dans le champ de gravitation uniforme dirigé 
suivant l’axe des z, u — mgz, et la distribution de la densité du gaz est 
déterminée par la formule barométrique 


mgz 


n(z)=ne T, (38,7) 


où n», est la densité au niveau z=—0. 

A de grandes distances de la Terre son champ de gravitation doit 
être décrit par l'expression exacte de Newton, l'énergie potentielle 
u s’annulant à l'infini. Suivant la formule (38,6) la densité du gaz 
devrait avoir à l'infini une valeur finie différente de zéro. Cependant 
une quantité finie de gaz ne peut être répartie suivant un volume infi- 
ni de telle sorte que la densité ne disparaisse nulle part. Ceci veut 
dire que dans le champ de gravitation, un gaz (atmosphère) ne peut se 
trouver en équilibre et doit d’une manière continue se dissiper dans 
l’espace. 


Problèmes 


1. Trouver la densité du gaz contenu dans un cylindre de rayon R et de 
longueur ! tournant autour de son axe à la vitesse angulaire Q (le nombre total 
de molécules dans le cylindre est égal à N). 

Solution. Au $ 34, il a été indiqué que la rotation du corps en entier 
est équivalente à un champ extérieur d'énergie potentielle -1/,;mQ?r2 (r est la 
distance jusqu'à l'axe de rotation). Aussi, la densité du gaz est 


mQirt 
n(r}=4eT., 


La normalisation donne 
NmQtemR'r/2T 


n (r) = 2aTi(e” { em RIT 4)" 
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2. Trouver la distribution des impulsions des particules d'un gaz relativiste 
parfait. 5 

Solution. L'énergie d’une particule relativiste s'exprime en fonction 
de son impulsion à l'aide de la relation e=cY m°c?Æp? (c est la vitesse 
de la lumière). La distribution normalisée des impulsions est 


cV mie+ pi 
SP {- T } dPxd Py dPz 


T \: mc? T mc?\ 4n(mc)s ? 
2( 2) Ki (T)+ae te (Tr) 


où Ko, À, sont les fonctions de MacDonald (fonctions de Hankel de l'argument 
imaginaire). Lors du calcul de l'intégrale de normalisation on a utilisé les 
formules suivantes : 


PE 


œ 
\ e7* ht sh? 1 dt = _ Ki (2), 
e 

, 1 . 
K,G)=— — A1 (2)— A0 (:). 


$ 39. Collisions des molécules 


Lors de leur mouvement les molécules d'un gaz se trouvant dans 
un récipient entrent en collision avec les parois. Calculons le nombre 
moyen de chocs des molécules de gaz par unité de surface de la paroi 
par unité de temps. 

Choisissons un élément quelconque de la surface de la paroi du 
récipient et introduisons un système de coordonnées dont l'axe des z 
est perpendiculaire à cet élément de surface (que l’on peut maintenant 
écrire sous la forme dx dy). De toutes les molécules du gaz, par unité 
de temps, n’atteindront la paroi du récipient que celles dont les coor- 
données z ne sont pas supérieures à la composante v, de leur vitesse 
suivant cet axe (ce dernier doit évidemment être orienté vers la paroi, 
et non en sens inverse). 

Le nombre de collisions des molécules par unité de temps dv, (rap- 
porté à l’unité de surface de la paroi), lors desquelles les composantes 
de la vitesse se trouvent dans les intervalles dv,, dv,, dv,, s'obtient par 
conséquent en multipliant la distribution (38,4) par le volume du 
cylindre de section de 1 cm? et de hauteur v,. On obtiendra alors : 


FN ON a 0 
V= 7 Gr) v, dv, dv, dr, (39,1) 
On peut alors facilement trouver le nombre total v de collisions des 
molécules du gaz par unité de surface de la paroi du récipient par unité 
de temps. Pour cela intégrons (39,1) sur toutes les vitesses v, de 0 à co 
et sur v, et v,, de — oo à + oo (il ne faut pas intégrer sur v, de —o à 
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0 car pour v, <<0 la molécule se dirige en sens inverse de la paroi, et 
donc n'entrera pas en collision avec cette dernière). Ceci donne : 


ce 
Vis V2rnT — (39.2) 


{nous avons exprimé la densité du gaz en fonction de sa pression con- 
formément à l'équation de Clapeyron). 

La formule (39,1) peut être écrite en coordonnées sphériques dans 
l'« espace des vitesses », en introduisant à la place de v,, v,, v, la 
valeur absolue de la vitesse v et les angles polaires 6 et o déterminant 
sa direction. Si l’axe polaire est dirigé suivant l’axe des z, on a v,—= 
=v cos 0 et 


tu! 


dy = Gr)" e7 ?T 3 sin 8 cos 0 d0 de dv. (39,3) 


Considérons maintenant les collisions entre les molécules d’un 
gaz. Pour cela il est indispensable de trouver préalablement la dis- 
tribution des vitesses des molécules les unes par rapport aux autres 
(la vitesse est partout la vitesse du centre d'inertie). On choisit alors 
ure molécule quelconque du gaz et on considère le mouvement de tou- 
tes les autres molécules par rapport à la molécule donnée, c'est-à-dire 
qu'on considère non pas la vitesse absolue v de chaque molécule 
(par rapport aux parois du récipient) mais la vitesse v’ par rapport à 
une certaine autre molécule. En d’autres termes, au lieu d’avoir affaire 
à des molécules isolées, on doit chaque fois examiner le mouvement 
relatif d’une paire de molécules, de plus le mouvement de leur centre 
d'inertie commun ne nous intéresse pas. 

La mécanique nous apprend que l'énergie du mouvement relalif 
de deux particules matérielles (de masses m, et m.,) est égale à !/, m'v'? 


« m 
où m'— En est leur « masse réduite », et v’ leur vitesse relative. 


Ainsi, la distribution des vitesses relatives des molécules d’un gaz 
parfait est de la même forme que la distribution des vitesses absolues, 
avec cette seule différence qu'à la place de m on a la masse réduite m’. 
Puisque toutes les molécules sont identiques, m'=m/2, et pour le 
nombre de molécules par unité de volume, avec des vitesses par rap- 
port à la molécule considérée se trouvant entre v’ et v’+dv’, on trouve 
l'expression suivante : 
mu’ 


dNy = ns FT ()" e-iT »'2dv’. (39,4) 


Les collisions des molécules entre elles peuvent s’accompagner 
de processus divers : leur déviation (diffusion) d'un certain angle, 
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désintégration en atomes, etc. Il est d'usage de caractériser les proces- 
sus accompagnant les collisions par leur « section efficace ». On appel- 
le section efficace d’un certain precessus accompagnant les collisions 
d'une particule donnée avec les autres, le rapport de la probabilité 
d'une telle collision par unité de temps à la densité du flux de 
particules (on appelle densité du flux la quantité de particu- 
les correspondantes par unité de volume multipliée par leur vitesse). 
Ainsi, le nombre de collisions (par unité de temps) de la particule don- 
née avec les autres collisions, accompagnées d'un certain processus 
de section efficace ©, est égal à 


mu’ 


vers ( æ)" Le Fo" dv’. (39,5) 
0 


Le nombre total de telles collisions par unité de temps pour tout le 
volume est évidemment égal à v’N/2. 


Problèmes 


1. Trouver le nombre de collisions des molécules d'un gaz par unité de 
surface de la paroi par unité de temps, pour lesquelles l'angle entre la direction 
de la vitesse de la molécule et la normale à la surface se trouve entre 6 et 6+ 40. 


Solution. 


dVa = 
9 mA 


9 1}, 
TL (5) * sin 0 cos 0 d8. 


2. Trouver le nombre de collisions des molécules d'un gaz par unité de 
surface de la paroi par unité de temps, pour lesquelles la valeur absolue de la 
vitesse se trouve entre & et r+dv. 


Solution. 


mu? 


3/ PER ES 
de pa (7p)" e Tode. 


3. Trouver l'énergie cinétique totale E,,, des molécules d’un gaz entrant 
cn collision avec l’unité de surface de la paroi par unité de temps. 


Solution. 


Eu VE VE 


co y — 


ma ma 
4. Trouver le nombre de collisions d'une melécule avec les autres par unité 
de temps, les molécules étant considérées comme des boules solides de diamètre r. 
Solution. La section efficace des collisions des molécules entre elles 
sera alors o=x(2r)*=4xr" (car la collision a lieu chaque fois que les molécules 
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passent à une distance inférieure à 2r les unes des autres). Introduisant cette 
valeur dans (39,5) on trouve : 


“=16® V ITR 2 167 V TP. 


$ 40. Gaz parfait hors d’équilibre 


La distribution de Boltzmann peut encore être trouvée d’une maniè- 
re tout à fait différente, directement à partir de la condition du maxi- 
mum d'entropie du gaz en entier, considéré comme un système isolé. 
Cette démonstration est très intéressante par elle-même car elle est 
basée sur une méthode permettant de calculer l’entropie du gaz se 
trouvant dans un état macroscopique hors d’équilibre. 

Tout état macroscopique d'un gaz parfait peut être caractérisé 
de la manière suivante. Répartissons tous les états quantiques de cha- 
que particule du gaz en groupes, dont chacun contient des états voisins 
(ayant en particulier des énergies voisines), de plus tant le nombre d'é- 
tats de chaque groupe que le nombre de particules s’y trouvant sont 
grands. Numérotons ces groupes d'états à l’aide des numéros j= 
1,2, ,et soit G; le nombre d'états du groupe j et N ; le nombre de 
particules se trouvant dans ces états. L'ensemble des nombres N, 
caractérisera complètement l’état macroscopique du gaz. 

Le problème du calcul de l’entropie du gaz se réduit à celui de la 
détermination du poids statistique AT de l’état macroscopique consi- 
déré, c’est-à-dire le nombre de modes microscopiques au moyen 
desquels on peut réaliser cet état. Considérant chaque groupe de NW, 
partieules comme un système indépendant et désignant par AF, soû 
poids statistique, on peut écrire : 


ar=Ifar, (40.1) 


Ainsi le problème se réduit au calcul de AFT,. 

En statistique de Boltzmann les nombres moyens de remplissage de 
tous les ‘ue quantiques sont inférieurs à l'unité. Ceci veut dire que les 
nombres N, de particules doivent être bien inférieurs aux nombres 
d'états G, <G;) tout en étant par eux-mêmes très grands. Confor- 
mément à ce Qui a été expliqué au$ 37, la petitesse des nombres moyens 
de remplissage permet de considérer que toutes les particules sont 
réparties suivant tous les états indépendemment les unes des autres. 
Introduisant chacune des NW}, particules dans l'un des G, états, on ob- 


tient en tout G° 4 distributions possibles, parmi lesquelles certaines 
sont cependant identiques, se distinguant seulement par la permutation 
des particules (toutes les particules étant identiques). Le nombre de 
permutations de N, particules est égal à N;!, ainsi le poids statistique 
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de la distribution de V, particules suivant G, états est égal à 
G} 
AT, = Ni: (40,2) 


L'entropie du gaz, calculée comme le logarithme du poids statisti- 
que, est 


S=InAT=}XInaAT, 
Introduisant (40,2) on a : 
S=Z(W;inG,-InN,. 
n 


En tenant compte du fait que les nombres W, sont grands, utilisons 
N 
pour In NW}! la formule approchée In Nj{=Nnà, on obtient 


ce eG} 
S=ENm;. (40,3) 
! 


Cette formule résout le problème posé, car elle détermine l'entro- 
pie d’un gaz parfait se trouvant dans un état macroscopique quelcon- 
que déterminé par l'ensemble des nombres W,. Ecrivons la formule 
trouvée en y introduisant les nombres moyens n, des particules dans 
chacun des états quantiques du groupe j : 


nn, =. , 
= À ) 
On a alors 
S=YGn;in— (40,5) 
i r 


Si le mouvement des particules est quasi classique, on peut dans 
cette formule passer à la distribution des particules dans l’espace des 
phases. Divisons l’espace des phases de la particule en domaines 
ApAq, chacun de ces domaines, tout en étant petit, contient cepen- 
dant un grand nombre de particules. Les nombres d'états quantiques 
« correspondant » à ces domaines sont égaux à 

Gj= TM Lac (40,6) 
(rh) 


! Lorsque W est pond , on peut approximativement remplacer la somme 
InN!-In1+in2+...+{nN par l'intégrale 
N 


Inxz-dr=N M. 
0 
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(r est le nombre de degrés de liberté ‘de la particule), nous écrirons les 
nombres de particules dans ces états sous la forme suivante: W,— 
=n(p,q)At, où n(p, q) est la densité de distribution des particules dans 
l'espace des phases. Introduisons ces expressions dans (40,5), puis en 
tenant compte du fait que les domaines At!” sont petits et que leur 
nombre est grand, on remplace la somme pour tous les j par une inté- 
gration sur tout l'espace des phases de la particule 


€ 2 
S=(nim£dr. (40,7) 


A l'équilibre l’entropie doit avoir sa valeur maximale (lorsqu'il 
s’agit d'un gaz parfait cette affirmation correspond au théorème H de 
Boltzmann). Nous allons montrer comment ceci permet de trouver la 
fonction de distribution du gaz à l'équilibre statistique. Il s’agit de 


trouver les valeurs de n pour lesquelles la somme (40,5) prend sa va- 
leur maximale possible compte tenu des conditions complémentaires 


suivantes : 
ZN,=26n,=N, 
ZeN,=2e6#,-E, 


exprimant le fait que le nombre total de particules N et l'énergie totale 
E restent constants. Utilisant la méthode bien connue des facteurs in- 
déterminés de Lagrange, on peut annuler les dérivées suivantes : 


—2_(S+aN +BE)—0, (40,8) 
ôn} 


où &, B sont des constantes arbitraires. Prenant la dérivée on obtient ; 
G;(— Inn,+a+fe,) =0, 
d'où In n;=a+pe,, ou 
n,= etes, 
Mais ce n’est pas autre chose que la distribution bien connue de 


Boltzmann, les constantes & et B étant reliées à 7 et u par les 
relations a=u/T, B——1/T 1. 


1 On aurait pu prévoir à l'avance ces valeurs de a et de f: en effet, les équa- 
tions (40,8) peuvent s'écrire sous la forme d’une relation entre les éléments dif- 
férentiels 

dS+adN +48 dE =0, 


qui doit coïncider avec l'expression de l'élément différentiel de l'énergie interne 
(pour un volume donné) dE=T dS +uaN. 
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$ 41. Energie libre d’un gaz parfait de Boltzmann 
Appliquons la formule générale (31,3) 


En 
F=—TInDe T (41,1) 
n 


pour le calcul de l’énergie libre d’un gaz parfait soumis à la statistique 
de Boltzmann. 

En écrivant l'énergie £, comme la somme des énergies e,, on peut 
remplacer la somme pour tous les états du gaz par la somme pour tous 
les états pour chaque molécule. Chaque état sera déterminé par l’en- 
semble N (W étant le nombre de molécules du gaz) des valeurs de e,, 
qui pour la distribution de Boltzmann peuvent être considérées comme 
toutes différentes (chaque état moléculaire contient au plus une molé- 
cule). En écrivant eEr/T sous la forme du produit des facteurs e7#x/T 
pour chacune des molécules et en prenant la somme indépendamment 
pour tous les états de chaque molécule on obtiendrait l'expression : 


(x +). (41,2) 


Les ensembles des valeurs possibles de ex pour toutes les molécules 
du gaz sont identiques, aussi les sommes Ÿe”t/T sont-elles également 
identiques. 

Il ne faut cependant pas oublier que tous les ensembles de W va- 
leurs différentes de €, ne se distinguant que par la distribution des molé- 
cules identiques du gaz suivant les niveaux e, correspondent à un même 
état quantique du gaz. Or, dans la somme statistique, donnée par la 
formule (41,1), il ne doit être tenu compte de chaque état qu’une 
seule fois !. Aussi, nous devons encore diviser l'expression (41,2) par 
le nombre de permutations possibles N des molécules, c’est-à-dire 


par WI?. Ainsi 
-En _#\N 
Se F=n(Ze 7) | (41,3) 
k 


n 
Introduisons cette expression dans (41,1), on obtient: 
F=—TNInÿe-wT+TInN! 
k 
1 Comparer avec le renvoi, page 111. 


2? Le fait qu'en statistique de Boltzmann le rôle des termes contenant des 
e, identiques dans (41,2) est relativement petit, est important. 
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Puisque N est un nombre très grand, on peut écrire In WI sous la 
forme suivante : 


MNizNinŸ 


(voir renvoi p. 142). Nous obtenons ainsi la formule suivante: 
F=—NTin Fo) | (41,4) 
k 


qui permet de calculer l'énergie libre d’un gaz quelconque, composé 
de particules identiques et régi par la statistique de Boltzmann. 
En statistique classique la formule (41,4) doit être écrite sous la 
forme suivante : 
e(Pp. q) 


F=NT me T dr. (41,5) 


où l'intégration s'effectue sur l’espace des phases de la molécule, dt 
étant déterminé par (38,1). 


$ 42. Equation d'état d'un gaz parfait 


Comme nous l'avons déjà remarqué au $ 38 le mouvement de trans- 
lation des molécules du gaz est toujours quasi classique, et l’énergie de 
la molécule peut s’écrire sous la forme suivante : 


Ex (Pes Pr P) = LEÉPRRE Les, (42,1) 


où le premier terme représente l'énergie cinétique de son mouvement 
de translation et e, désignent les niveaux d'énergie correspondant à 
la rotation de la molécule et à son état interne ; e; ne dépend ni des 
vitesses ni des coordonnées du centre d’inertie de la molécule (nous 
supposons qu'il n’y a aucun champ extérieur). 

La somme statistique sous le logarithme dans la formule (41,4) 
doit être remplacée par l’expression 


* + 
EareT [ST Tea (trb+0 gp ap, dp, dv = 
k V  —-> 


y (HE (42,2) 


(l'intégration sur dV —dz dy dz s'effectue sur tout le volume du gaz V). 
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Pour l’énergie libre on obtient : 


eV mT 3/3 _< 
DT) Ze "| Eu 


La somme figurant'ici ne peut évidemment pas être calculée sous 
une forme générale sans hypothèse spéciale concernant les propriétés 
des molécules. Ce qui est important c’est qu’elle n’est fonction que de 
la température. Aussi, l'énergie libre dépend du volume, comme l’in- 
dique la formule (42,3), ce qui permet d’obtenir une série de résultats 
généraux importants concernant les propriétés du gaz parfait (ne se 
trouvant pas dans un champ extérieur). 

Mettons en évidence dans (42,3) le terme contenant le volume, on 
peut alors écrire cette formule sous la forme suivante : 


F=—NTInT+Nf(T). (42,4) 


où f(T) est une certaine fonction de la température. 
On obtient alors pour la pression du gaz 


9F _NT 
PR pre 
ou 
PV=NT. (42,5) 


Nous avons obtenu ainsi l'équation d'état bien connue du gaz parfait. 
Si la température est mesurée en degrés, on a ! : 


PV = NET. (42,5a) 
Si l’on connaît F,on peut également trouver les autres grandeurs 
thermodynamiques. Ainsi le potentiel thermodynamique est égal à 


D=—NTin + Nf (T)+ PV. 


En remplaçant V par P et T conformément à (42,5) (O doit s'exprimer 
en fonction de P et de T) et en introduisant une nouvelle fonction de la 
température #(T)=f(T)—TinT, on obtient : 


O=NTInP+Ny(T). (42,6) 
1 Pour une molécule-gramme du gaz (WN—6,023-10? est le nombre d'’Avo- 


gadro) le produit R—NKk est appelée constante des gaz : 
R=8,314.107 ergs/degré. 
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L'entropie est déterminée par’ 


9F eV , 
ou en fonction de P et de T : 
00 ’ 
=—55=—Nin P—Ny(T). (42,8) 


Enfin l'énergie est égale à 
E=F+TS=Nf(T)—NTf'(T). (42,9) 


Nous voyens que l'énergie n’est fonction que de la température du gaz 
(ceci est également vrai pour la fonction thermique W=E+PV-E + 
+NT). C'était d’ailleurs évident, car les molécules d’un gaz parfait 
étant supposées sans interaction, la variation de leur distance mutuelle 
moyenne lors de la variation du volume total du gaz ne peut donc in- 
fluer-sur. son énergie. 
Les chal écifiques C,= (2€) et C,=(2% 
chaleurs spécifiques C,—|37) et C,={37), 
et W ne dépendent que de la température. Dans la suite il nous 
sera commode d'utiliser les chaleurs spécifiques rapportées à une mo- 
lécule ; nous les désignerons par la lettre minuscule c : 


Co=Ncn C,=Nc, (42.10) 


Comme pour un gaz parfait W—E=—NT, la différence C)—Co à une 
valeur universelle 


tout comme E 


Cp—Cy = 1 (42,11) 


(en unités ordinaires c,—c,=k) !. 


P 


Problèmes 


1. Trouver le travail fourni à un gaz parfait lors du changement isothermique 
de son volume de V, à V. (ou de sa pression de P, à P.). 

Solution. Le travail cherché R est égal à la variation de l'énergie libre 
du gaz, conformément à (42,4) nous obtenons : 


= ne Vi Pa 
R=F;—F,=NT In An Ho 
La quantité de chaleur absorbée lors de ce processus est égale à 
V 
Q=T(Se—S,)=NT In (2 


1 Puisque la chaleur spécifique est la dérivée de l'énergie (quantité de cha- 
leur) par rapport à la température, lorsque l'on passe aux unités ordinaires (de- 
grés), il faut faire dans les formules la substitution 

C 


ET 


Ph 
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Ceci découle d'ailleurs directement du fait que R + Q est la variation de l'énergie ; 
cette variation est nulle pour un gaz ai lors d'un processus isothermique. 

2. Soient deux gaz parfaits identiques, leurs températures 7 et les nombres 
de leurs particules N sont les mêmes et leurs pressions P, et P, différentes ; 
ces deux gaz se trouvent dans deux récipients. Puis on réunit les récipients ; 
trouver la variation de l'entropie. 

Solution. Avant que les récipients soient réunis, l’entropie des deux 
gaz qui est égale à la somme de leurs entropies est Sç=—NinP,P,—2N%#'(T). 
Après que les récipients ont été réunis, la température des gaz reste la même 
(ceci découle de la conservation de l'énergie des deux gaz). La pression est dé- 
terminée par la relation : 


EEE PRE ARE 
P— 2NT  2\P, "P,) 


L'entropie est maintenant égale à : 


P;,+P 
=2N 1T 2 __9Ny’ 
S=2N In pepe — 2NX AT). 


La variation de l’entropie est par conséquent 


2: it ra) 
AS=Nin PP, 


3. Trouver l'énergie d'un gaz parfait se trouvant dans un récipient cylin- 
driue (ee rayon R et de hauteur h) tournant autour de son axe à la vitesse an- 
aire 
= Solution. Conformément au $ 34 la rotation est équivalente à l’appa- 
rition d'un champ «centrifuge » extérieur dont l’énergie potentielle est 
u=—1/,mQ°r (r est la distance entre la particule et l'axe de rotation). 
En présence d'un champ extérieur, dans l'expression sous le signe somme de 


(42,2), il apparaît un facteur supplémentaire e—%/T, par suite dans l'argument du 
P P gu 


logarithme de (42,3) le volume V est remplacé par l'intégrale f—*/Tay.On 
obtient donc la formule 


u 
F=Fo=NTIn + \ e Tdv, 


où F, est l'énergie libre du gaz en l’absence de champ extérieur. 
Cette formule nous permet d'écrire l’énergie libre sous la forme (dans un 
système de coordonnées tournant) : 


rR°h 


2T / mûtR: 
: 2T 
nr dE ( —1 )| 
Le moment de rotation du gaz est égal à 

ôF" 2NT Nmk?Q 


M=— ——— 


TS Q 1—e-"PRUET" 


hRR 
F'=Fo=NT in — Le 2xr dr di = 
0 0 
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L'énergie dans un système tournant avec le corps est 


, 2R2 
AE LE RE Re te 


pr amer, + NT, 


et dans un système de coordonnées au repos elle est [voir (26,5)] 


2R2 
E=E'+MQ = Et NmQ?R 


2(1—e-" . e-mRIT) NT 


(£o cest l'énergie du gaz au repos). 


$ 43. Gaz parfait à chaleur spécifique constante 


Nous allons voir par la suite que dans un certain nombre de cas 
importants la chaleur spécifique du gaz est — dans un intervalle de 
températures plus ou moins important — une grandeur constante ne 
dépendant pas de la température. Tenant compte de ce fait nous allons 
calculer sous la forme générale les grandeurs thermodynamiques d'un 
tel gaz. 

En prenant la dérivée de l'expression (42,9) de l’énergie, on trouve 
que la fonction f(T) et la chaleur spécifique c,, sont reliées par la rela- 
tion — Tf”(T)=c,. En intégrant cette relation on obtient : 


f(T)=—-cTInT—-{T+e,, 


où Let e, sont des constantes. Introduisant cette expression dans (42,4) 
on obtient finalement pour l'énergie libre : 


F=Ne—NT NS —Ne,TInT—NET. (43,1) 


La constante £ est appelée constante chimique du gaz. Pour l'énergie 
on a 


E=Ne,+NcT, (43,2) 


c'est-à-dire une fonction linéaire de la température. 

Le potentiel thermodynamique © du gaz s'obtient en ajoutant à 
(43,2) la grandeur PV = NT, il faut de plus exprimer le volume du gaz 
en fonction de la pression et de la température. On trouve ainsi : 


D=Nes+NTInP—Nc,TInT—Ni. (43,3) 
La fonction thermique W—E+PV est égale à 
W=Ne, +Nc,T. (43,4) 


Enfin, en dérivant (43,1) et (43,3) par rapport à la température on ob- 
tient l'entropie, exprimée respectivement en fonction de T et de V 
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ou de T et de P : 
S=NInT+Ne,lnT+(E+C)N, (43,5) 


=—NinP+Nc,nT+(+c,)N. (43,6) 


Ces expressions de l'entropie permettent en particulier de trouver 
directement la relation entre le volume, la température et la pression 
du gaz parfait (à chaleur spécifique constante) lors de sa dilatation ou 
de sa compression adiabatiques (adiabatique de Poisson). Puisque, 
lors d'un processus adiabatique, l'entropie reste constante, on déduit 
Are :—N In P+Nc,inT=const, d'où T°? /P=const,ou en utilisant 
(42,11) : 


TYP1—Y= const, (43,7) 
où y désigne le rapport constant 
=. (43,8) 
Co 


En utilisant également l'équation d'état PV — NT, on obtient les 
celations suivantes entre T et V et entre P et V : 


TVY-1= const, PVY= const. (43,9) 


Problèmes 


4. Deux gaz parfaits identiques dont les pressions P sont égales, les tem- 
pératures différentes T; et T, et qui contiennent un nombre de particules N 
identique, se trouvent dans des récipients de volumes V, et V,. Ces récipients 
sont alors réunis. Trouver la variation de l’entropie. 

Solution. Avant que les récipients aient été réunis l'entropie des deux 
gaz (égale à la somme de leurs entropies) était d’après (43,6) So——2N ln P+ 
+Nc\nT;T.. Après qu'ils ont été réunis les températures s’égalisent. La 
somnie des énergies des deux gaz reste constante. Utilisant l'expression (43,3) 
pour l'énergie, on trouve 


T= l/a (Ti+Ta) 


(T est la température après l'égalisation). 

Après que les récipients ont été réunis, le gaz contient 2N particules et 
occupe un volume égal à V,+V:=N(T1+T2)/P, sa pression est maintenant 
qe à 2NT/(Vi+V:)=P, c'est-à-dire qu'elle reste constante. L'entropie est 
alors 


S=—2N In P+2Ne, ln Ta 
et la variation de l'entropie 
aies TMi+Th 
AS=S So=Ncp In AT; T4 e. 
1 Les termes constants, qui ne sont pas importants pour la solution dans 
les expressions de l'entropie et de l'énergie, sont omis. 
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; 2. Trouver le travail fourni à un gaz parfait lors de sa compression adia- 
atique. 

Solution. Lors d'un processus adiabatique la quantité de chaleur Q=0, 
on a alors R=E,—E,, où E,—E, est la variation de l'énergie accompagnant le 
processus. Conformément à (43,2) on trouve: R=Nc;(T2—Ti), où Te et T; 
sont les températures du gaz avant et après le processus ; R peut être exprimé 
en fonction des volumes initial V, et final V, à l’aide de la relation (43,10) : 


R=NCT; [(r) 1] =Nc,T;, L-(2). 
2 1 


3. Trouver la quantité de chaleur reçue par un gaz lors d’un processus se 
déroulant à volume constant (isochore). 
Solution. Puisque dans ce cas le travail R=O on a 


Q—Er—Ei= Ney (Ta—Ti). 
4. Trouver le travail et la quantité de chaleur lors d'un processus se dérou- 


lant à pression constante (isobare). 
Solution. A pression constante on a 


R=— P(Vs—Vi), Q=Wi—Wi, 
d'où 
R=N(Ti—Ti), Q=Nc (TT). 


5. Trouver le travail fourni à un gaz et la quantité de chaleur qu’il reçoit 
lors de la compression d'un volume V, à un volume V., conformément à l'équa- 
tion PV"=a (processus polytropique). 

Solution. Le travail est égal à : 


? a _ _ 
R=— | pare (envi). 


Puisque la somme de la quantité de chaleur et du travail est égale à la variation 
totale de l'énergie, on a Q=Nc,(T:2—T;)—R, et comme T=PV/N={(a/N)Vi-", 
on a 


Q=a(e, +7) (ui-n vin). 


6. Trouver le travail fourni à un gaz parfait et la quantité de chaleur qu'il 
reçoit, quand il effectue un pro cessuscyclique (c'est-à-d ire qu'après le processus 
il revient à l’état initial), compose dé deux processus isochores et de deux pro- 
cessus isobares : le gaz passe de l'état correspondant à la pression P, et au volume 
V, à l'état à la pression P, et au volume V., puis à l'état avec P., V:, puis avec 
P:, V, et enfin de nouveau avec P,;, V.. 

Solution. La variation de l'énergie lors d’un processus cyclique est 
égale à zéro, car l’état initial coïncide avec l'état final. Ainsi le travail et la 
quantité de chaleur reçus lors d’un tel processus sont égaux et de signe contraire 
(R=—Q). Dans ce cas, pour trouver À, il faut remarquer que lors de processus 
isochores le travail est nul et lors de deux processus isobares respectivement à 
—P\(Vs—V;) et —P,(Vi—V.). Ainsi 


R={(Va—Vi) (Pa— Pi). 


7. Mème question pour un processus cyclique composé de deux processus 
isochores et de deux processus isothermiques (les états successifs du gaz prennent 
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les valeurs suivantes pour les volumes et les températures : 1) V,, Ti: 2) Vi, Te; 
3) Ves Toi 4) Ve, Tis 5) Vis Ti). 
Solution. 


R=(Te—T,)N ln 2 
2 


8. Même question pour un cycle composé de deux processus isothermiques 
et de deux processus adiabatiques (les états successifs correspondent aux valeurs 
suivantes de l'entropie, de la température et de la pression : 1) S;, T1, P;; 
2) Si Tai 3) Se, Te, P:; 4) Se Ti: 5) Su Tu Pi). 

Solution. 

Pi T2 
Q=(Ts—Ti)(Sa—S1)= (TT) (NIn=+Ne,ln-t). 
P, PT: 

9. Même question pour un cycle composé de deux processus isobares et de 
deux processus isothermiques (états successifs : 1) P;, Ti; 2) P;, Te ; 3) Poe, Ta 
4) Pos Ty 9) Pis Ti). 

So l'ution. Le travail fourni au gaz lors de processus isobares est égal à 
{voir problème 4) N(Ti—T:) et N(T:—T;) et lors de processus isothermiques à 


NTeln et NTj;ln -!. Leur somme est égale à 
" P: P: 
R=N(T;—T)in À. 
Pi 


10. Même question pour un cycle composé de deux processus isobares et 
de deux processus RS (les états successifs du gaz sont : 1) P,,S;,T;; 
2) Pi, S2 ; 3) Pas Sos T2; ) Pas S3 5 9) P;, Su Ti). 

Solution. La température dans le second état est 7,(P,/P3)1—Y)/V, et 
dans le quatrième T,(P,/P.)1—V/Y [elles peuvent être obtenues à partir de 7, 
et de 7, à l’aide de la relation (43,7)]. La quantité de chaleur reçue par le gaz 
lors de processus adiabatiques est égale à zéro et lors de processus isobares (voir 
problème 4) à 

1rY 12Y 
Y 


s[r(2) 9 7] n ne{n (BE) Fr 


1—Y 1- 


ere [G)S ere ((8) 1] 


11. Même question pour un cycle composé de deux processus isochores et 
de deux processus adiabatiques (états successifs : 1) V;, S,, Ti; 2) Va, S,; 
3) Vos Sos Te 3 4) Vas Sa 3 5) Vis Sy Ti). 

Solution. En utilisant les résultats du problème 2 on obtient : 


snan[-(R)7 ere [-(6)7 


12. Trouver le travail maximal qui peut être obtenu en réunissant des 
récipients contenant des gaz parfaits identiques à la même température 7, et 
un nombre de particules égal N, mais occupant des volumes différents V, et V.. 

Solution. Le travail maximal correspond à un processus réversible, 
c'est-à-dire si l’entropie reste constante ; le travail est alors égal à la différence 


Ainsi 
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des énergies avant et après le processus ($ 19). Avant que les récipients soient 
réunis, l'entropie de deux gaz qui est égale à la somme de leurs entropies est, 
conformément à (43,5), de la forme 


e2ViVa 


So=N In 


+2Ne, In Te. 


Après que les récipients ont été réunis nous avons un gaz composé de 2N 
particules occupant le volume V,+V, à une certaine température T. Son entropie 
est 


S=2N in M2 inT. 


La condition S,=S permet de calculer la température T : 


Yz1 

AaV,V 2 

T=T mr 

ÿ re 

L'énergie des deux gaz avant que les récipients aient été réunis était E,— 

=2Nc,T,. Après qu'ils ont été réunis, elle sera £E=2Nc,T. Ainsi, le travail 
maximal est 

Y-1 


AViVa V2 
Rx = EE Ne (To—T)=2N6 To [1— (255) è | 


+3. Même question pour le cas où, avant que les récipients aient été réunis, 
les gaz étaient à la même pression P, et à des températures différentes T, et T.. 
Solution. Par analogie avec le problème précédent on obtient : 


Y=—1 
FF T,T 
Pan een VTT rs] 


14. Trouver le travail minimal qui doit être fourni à un gaz parfait pour le 
comprimer de la pression P, à la pression P, lorsque la température est constante 
et égale à la température du milieu (T=T). 

Solution. Conformément à (20,2) le travail minimal est Ryin=(£:— 
—E;)—To(S2—S1)+Po(Va—V), où les indices 1 et 2 indiquent que les grandeurs 
correspondantes sont prises avant et après la compression. Dans le cas présent 
l'énergie E reste inchangée (car la es est constante), c'est-à-dire 
E;—E£E,=0. En utilisant (43,6) on trouve la variation de l’entropie lorsque la 


pression passe de P, à P, : S,;—S,=N In = , quant à la variation de volume 
2 
elle est égale à V,—V,=NT, (7 _ 7.) . D'où 
P2 Pi 


: P, 41 1 
Fais NT [in + Pe (7 —7)] 
15. Déterminer le travail maximal qu'on peut obtenir à l'aide d’un gaz 


parfait lors de son refroidissement de la température 7 à la température 7, du 
milieu à volume constant. 
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Solution. A l'aide de la formule générale (20,3) on trouve : 
Rmax= Nes (T—To)+ Ne, To In _. 


16. Même pes pour un gaz refroidi de la température 7 à la tempé- 
rature 7, du milieu avec dilatation simultanée telle que {a pression change de P 
à la pression P, du milieu. 

Solution. 


P T p 
Ras = Neo (TT) + NTo ln pot NepTo ln DEN (r = Te). 


17. Un gaz à la température T, s'écoule d'un grand récipient thermo-isolé 
dans un récipient thermo-isolé vide, fa pression du gaz dans le réservoir est main- 
tenue constante. Trouver la variation de la température du gaz lors de ce pro- 
cessus. 

Solution. L'énergie E du gaz du récipient comprend l'énergie E, qu'il 
avait dans le réservoir et le travail qu'il faut lui donner pour le « chasser » du 
réservoir. Puisque l’état du gaz dans le réservoir peut être considéré comme 
stationnaire, on obtient la condition suivante W,=E£ (voir $ 18). D'où l'on 
trouve la température du gaz dans le réservoir 


T=YTo- 


$ 44. Loi d'’équipartition 


Avant d'aborder le calcul détaillé des grandeurs thermodynamiques 
des gaz, compte tenu des divers effets quantiques, il paraît utile de 
considérer ce même problème du point de vue de la statistique classi- 
que pure. Dans la suite nous verrons dans quels cas et dans quelle me- 
sure les résultats obtenus peuvent s'appliquer aux gaz réels. 

Une molécule représente une configuration d’atomes effectuant de 
petites oscillations autour de certaines positions d'équilibre corres- 
pondant au minimum de l'énergie potentielle de leur interaction. Cette 
dernière est de la forme : 


fosc 
u=Eg+ À à jxq iQ 

&k=] 
où &, est l'énergie potentielle d'interaction des atomes, quand ces 
derniers se trouvent tous en équilibre ; le second membre est une fonc- 
tion quadratique des coordonnées déterminant l’écart des atomes de 
leur position d'équilibre. Le nombre r,.. de coordonnées entrant dans 
cette fonction est égal au nombre de degrés de liberté oscillatoires de 
la molécule. 

Ce dernier peut être déterminé par le nombre nr d’atomes de la mo- 
lécule. En effet, une molécule à # atomes a en tout 37 degrés de liber- 
té. Parmi ceux-ci trois correspondent au mouvement de translation 
de la molécule en entier et trois à sa rotation. Si tous les atomes sont 
disposés le long d'une même droite (molécule diatomique en particu- 
lier) il y a en tout deux degrés de liberté de rotation. Ainsi, une molé- 
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cule non linéaire à #7 atomes a en tout 3n—6 degrés de liberté oscilla- 
toires et une molécule linéaire 3n—5. Si n=1 il n’y a évidemment pas 
de degrés de liberté oscillatoires, car les trois degrés de liberté de 
l'atome correspondent au mouvement de translation. 

L'énergie totale € de la molécule est la somme de l’énergie poten- 
tielle et de l'énergie cinétique. Cette dernière est une fonction quadrati- 
que de toutes les impulsions, dont le nombre est égal au nombre total 
3n de degrés de liberté de la molécule. Ainsi, l'énergie e prend la 
forme suivante e=e,+f11 (p, q), où fn (p, g) est une fonction quadrati- 
que des impulsions et des coordonnées ; le nombre total de variables 
de cette fonction est /=6r—6 (pour une molécule non linéaire) ou 
1=6n—5 (pour une molécule linéaire) ; pour un gaz monoatomique /—3 
puisque les coordonnées ne figurent pas dans l'expression de l'énergie. 

En substituant cette expression de l'énergie dans la formule (41,5) 
on a: 

-+ Hi 9) 


F= NTM (ee T à. 


Pour trouver comment varie l'intégrale figurant ci-dessus en fonction 
de la température, effectuons le changement de variables suivant p:= 


=p'VT, g=q'VT pour toutes les { variables dont dépend la fonction 
fix (p, 9). Cette fonction étant quadratique, on a : 


fu (p, g)=Tfu(p', g). 


ainsi Z dans l’exposant de l'expression sous l'intégrale disparaît. 
Ce changement de variables dans les éléments différentiels entrant dans 
dx donne le facteur T{/2 que l'on sort de l’intégrale. L'intégration 
sur les coordonnées oescillatoires q s'effectue sur le domaine de leurs 
valeurs qui correspond aux oscillations des atomes à l’intérieur de la 
molécule. Mais par suite de la diminution rapide de la fonction sous 
le signe somme lors de l'augmentation de g, l'intégration peut être 
étendue à tout le domaine de —c à +00, même chose pour toutes les 
impulsions. Le changement de variables que nous avons fait ne change 
alors pas les limites de l'intégration et toute l'intégrale sera une cons- 
tante ne dépendant pas de la température. Tenant également compte 
du fait que l'intégration sur les coordonnées du centre d'inertie de la 
molécule donne le volume V occupé par le gaz, finalement on obtiendra, 
pour l'énergie libre, l'expression suivante : 


&e ! 


AVe TT? 
F=—NTIn où — 
(A est une constante). En développant le logarithme, on obtient 


exactement une expression du type (43,1) avec une chaleur spécifique 
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constante égale à 


=. (44,1) 
Donc la chaleur spécifique Ch=C+1 est égale à 
c,= te (44,2) 


Ainsi on voit qu'un gaz parfait purement classique doit avoir une 
chaleur spécifique constante. La formule (44,1) permet de formuler 
la règle suivante : à toute variable dans l'énergie e (p, q) de la molécule 
correspond en parties égales 1/2 de la chaleur spécifique c, du gaz 

5 en unités ordinaires), ou, ce qui revient au même, en parties égales 
T/2 de son énergie. Cette règle est appelée loi d'équipartition. 

Comme seules entrent dans l’énergie e(p, q) les impulsions corres- 
pondant aux degrés de liberté de translation et de rotation, on peut 
dire que chacun de ces degrés de liberté donne à la chaleur spécifique 
une contribution égale à 1/2. Chacun des degrés de liberté d’oscillation 
donne dans e(p, g) deux variables (coordonnée et impulsion), et sa 
contribution à la chaleur spécifique est égale à 1. 

Pour le modèle considéré, on peut facilement trouver l'expression 
générale de la distribution énergétique des molécules du gaz. Pour 
plus de commodité nous allons compter l'énergie de la molécule à par- 
tir de la valeur &,, c’est-à-dire que nous allons exclure cette constante 
de l'expression pour e(p, g). Considérons le volume de l’espace des 
phases de la molécule, dont les points correspondent aux valeurs 
e(p, 9) inférieures (ou égales) à une certaine valeur donnée e. En d'’au- 


tres termes. calculons l'intégrale t(e)= (ar prise sur le domaine 


e(p. g)<e. D'après ce qui vient d’être dit e(p, g) est une fonction 
quadratique de / variables. A la place des ! grandeurs parmi les 
P, y dont dépend l'énergie e(p, q) introduisons les nouvelles variables 


p'=piVe, g'=q/Ve. Ainsi, la condition e(p, g)<e devient 
e(p',g)<1. 

et Var devient et/*\dr'. L'intégrale [a ne dépend évidemment pas 

de &, ainsi t=const-e!/?. D'où 


! 
dr (e) =const.e? ‘de, 


et la distribution des probabilités pour l'énergie est 


C2 { 
+ 1 
du. = 4e Te? de. 
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Déterminant À par la condition de normalisation, on trouve 


n DEL, 
duw,=——e Te? de. (44,3) 


Fr 


Problème 


Trouver la chaleur spécifique d'un gaz parfait dans le cas ultrarelativiste 
(l'énergie de la particule et son impulsion sont liées par la relation e=cp, où ce 
est la vitesse de la lumière). 

Solution. Conformément à (41,5) on a 


œ cp 


ev 2 
F=-NTin | T np'dp. 
N En J RE de à 
Après intégration on trouve : 
AVTS3 
F=—NTIn N 


Ge une constante). On trouve ainsi la valeur suivante pour la chaleur spé- 
cifique : 


Cp =3, 


cette valeur est égale au double de la chaleur spécifique d'un gaz monoatomique 
non relativiste. 


$ 45. Gaz parfait monoatomique 


Le calcul complet de l'énergie libre (et avec elle des autres gran- 
deurs thermodynamiques) d'un gaz parfait rend indispensable le calcul 
de la somme statistique se trouvant dans l'argument du logarithme 
dans la formule (42,3) 

DT ALSE 
r 


{ci e, sont les niveaux d'énergie de l'atome ou de la molécule (l'é- 
nergie cinétique du mouvement de translation des particules étant 
exclue). Si l’on ne prend la somme que pour tous les niveaux d'énergie, 
il faut tenir compte du fait que le niveau peut être dégénéré, le terme 
correspondant doit alors entrer dans la somme pour tous les états 
en nombre de fois égal à la multiplicité de dégénérescence. Désignons 
cette dernière par g, ; pour cette raison. la multiplicité de dégénéres- 
cence d’un niveau est souvent appelée son poids statistique. En omet- 
tant pour plus de brièveté l'accent pour e; on peut écrire la somme 
statistique sous la forme suivante : 


Z= Dye-et. (45,1) 
c 
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L'énergie libre du gaz est alors 


eV { mT \?/: 
F=NTin [F (2) 2]. (45,2) 

Passant à l’étude des gaz monoatomiques nous allons faire la remar- 
que suivante qui est fort importante. Au fur et à mesure de l’augmen- 
tation de la température du gaz le nombre d’atomes se trouvant dans 
des états excités, y compris les états du spectre continu correspondant 
à l’ionisation de l’atome, augmente. Pour des températures qui 
ne sont pas très élevées le nombre d’atomes ionisés du gaz est insigni- 
fiant. Il est important, cependant, que le gaz est déjà pratiquement 
ionisé à des températures pour lesquelles T est de l’ordre de grandeur 
de l'énergie d’ionisation Z;,, (et non seulement pour T>1;,,. voir 
$ 106). Aussi, un gaz non ionisé ne peut être considéré qu’à des tem pé- 
ratures satisfaisant à la condition T<€1;,,!. 

On sait que les termes atomiques (leur structure fine mise à part) 
sont disposés de sorte que la distance entre le niveau normal et le pre- 
mier niveau excité est comparable à l'énergie d’ionisation. Ainsi, pour 
des températures telles que T<<J;,, le gaz ne contiendra pas d’atomes 
ionisés, ni même d'atomes excités, on peut donc considérer que tous 
les atomes se trouvent dans l’état fondamental. 

Considérons d'abord le cas simple des atomes qui dans l’état 
normal n’ont ni moment orbital, ni spin (L=S=0) ; c’est par exemple 
le cas des gaz rares. Le niveau nermal n'est alors pas dégénéré, et la 
somme statistique se réduit à un seul terme : Z—e-t+T . Pour les gaz 
monoatomiques on suppose généralement que €, =0, c’est-à-dire que 
l'énergie est comptée à partir du niveau normal de l'atome ; on a alors 
Z=1. Développant le logarithme dans (45,2) sous la forme de somme 
de plusieurs termes, on obtient pour l’énergie libre une expression du 
type (43,1) avec une chaleur spécifique constante égale à 


=> (45,3) 
et une constante chimique égale à 
3 m 
b— 2 In Dnh2 . (45,4) 


La valeur de la chaleur spécifique obtenue est entièrement due aux 
degrés de liberté de translation de l’atome, c'est-à-dire 1/2 pour chaque 
degré de liberté ; rappelons que le mouvement de translation des 
particules du gaz est toujours quasi classique. « Les degrés de liberté 
électroniques » dans ces conditions (gaz ne contenant pas d’atomes 


1 Pour les divers atomes les valeurs de la température Z;,1/k se trouvent 
entre 5-104° (atomes des métaux alcalins) et 28-10*° (hélium). 
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excités) n’influent naturellement pas sur les grandeurs thermodyna- 
miques !. 

Les expressions obtenues permettent de trouver le critère d’appli- 
cation de la statistique de Boltzmann. Dans cette statistique les 
nombres 

= H=& 

n,=e T <1 
sont supposés être petits [voir (37,1)]. 11 suffit évidemment d'exiger 
que la condition 


u 
eT 1 
soit remplie. 


Pour le potentiel chimique u=®/NW, à partir de (43,3) avec les 
valeurs c,, et & prises dans (45,3-4), on a : 


p=T ne (2) =T [y (2). (45,5) 


On obtient ainsi le critère 


FH )"et. (45,6) 


Cette condition exige que, pour une température donnée, le gaz soit 
suffisamment raréfié. En introduisant les valeurs numériques on voit 
qu'en fait, pour tous les gaz atomiques (et moléculaires) cette condition 
pourrait ne plus être satisfaite seulement pour des densités telles que 
l'interaction entre les particules soit notable, le gaz ne peut plus être 
alors considéré comme parfait. 

Il est utile d'indiquer l'interprétation simple du critère obtenu. 
Puisque l'énergie de la majorité des atomes est de l'ordre de 7, donc 


leur impulsion de l'ordre de V mT, on peut dire que tous les atomes 
occupent dans l’espace des phases un volume de l’ordre de grandeur 
de V(mT)'. À ce volume correspondent =V(mT)A/hs états quanti- 
ques. Dans le cas de Boltzmann ce nombre doit être grand par rapport 
au nombre À de particules, ce qui permet d'obtenir (45.6). 


1 « La partie électronique » des grandeurs thermodynamiques ne peut évi- 
demment en aucun cas être considérée d'une manière classique. Remarquons 
à ce propos (en fait ceci a déjà été sous-entendu plus haut) qu'en statistique clas- 
sique les atomes doivent être considérés comme des particules n'ayant pas de 
structure interne. L'impossibilité d'appliquer aux effets intra-atomiques une 
statistique basée sur la mécanique classique apparaît une fois de plus par suite 
de l’absurdité à laquelle on arriverait en introduisant dans la formule classique 
la distribution de l'énergie d'interaction des électrons avec le noyau de l'atome. 
Cette dernière est de la forme —a/r, où rest la distance entre l'électron et le 
noyau, et a une constante. On obtiendrait alors dans la distribution le facteur 
e"/"T qui, pour r=0, devient infini ; ceci voudrait dire qu’à l'équilibre thermi- 
que tous les électrons devraient « tomber » sur le noyau. 


4160 GAZ PARFAITS 


Enfin nous allons faire la remarque suivante. Les formules obtenues 
dans ce paragraphe paraissent à première vue être en contradiction 
avec le théorème de Nernst : ni l’entropie, ni la chaleur spécifique ne 
deviennent nulles pour T0. I] ne faut cependant pas oublier que dans 
les conditions où l’on formule le théorème de Nernst, tous les gaz 
réels se condensent à des températures suffisamment basses. En effet, 
le théorème de Nernst exige que l’entropie du corps pour une valeur 
donnée du volume s’annule pour T=—0. Mais pour T—0 la pression de 
vapeur saturante pour tous les corps tend vers zéro, ainsi une quantité 
finie de matière, pour un volume fini donné, ne peut pas rester gazeuse 
pour T—+ 0. 

Si l’on considère le modèle en principe possible d'un gaz composé 
de particules se repoussant, bien que ce gaz ne se condense jamais, 
la statistique de Boltzmann n’est plus vraie pour des températures 
suffisamment basses ; l'application des statistiques de Fermi ou de 
Bose conduit, comme nous le verrons plus bas, à des expressions satis- 
faisant au théorème de Nernst. 


$ 46. Gaz monoatomique. Influence du moment électronique 


Si dans l’état fondamental de l’atome l’un des moments L ou S 
est différent de zéro, le niveau fondamental n’a toujours pas de struc- 
ture fine. En fait, l’absence de structure fine du niveau fondamental 
est toujours liée à un moment orbital Z nul ; le spin S peut néanmoins 
être différent de zéro (par exemple, les atomes dans les vapeurs des 
métaux alcalins). 

Le niveau de spin S est 2S + 1 fois dégénéré. La seule différence avec 
le cas considéré au paragraphe précédent consiste en ce que la somme 
statistique Z devient égale à 2S+-1 (au lieu de 1), ainsi, à la constante 
chimique (45,4) s'ajoute la grandeur 


&s =In(2S +1). (46,1) 


Si le terme fondamental de l’atome est doué de structure fine, il 
faut tenir compte du fait que les intervalles de cette structure peuvent 
en général être comparables avec T ; ainsi, dans la somme statistique, 
on doit tenir compte de toutes les composantes de la structure fine du 
terme fondamental. 


! Rappelons la formule du potentiel chimique d'un gaz parfait monoatomi- 
que de poids statistique (multiplicité de dégénérescence) pour l'état fondamen- 


tal g': 
u=Tin Lx (2) =T nf CSN (46, 12) 


Cette formule est également applicable au gaz de Boltzmann composé de par- 
ticules élémentaires ; ainsi pour le gaz électronique g=2. 
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On sait que les composantes de la structure fine se distinguent 
par les valeurs du moment total de l’atome (pour des mêmes valeurs 
du moment orbital L et du spin S). Désignons ces niveaux, qui seront 
comptés à partir du plus bas d’entre eux, par e,. Chaque niveau à J 
donné est 2J/+1 fois dégénéré suivant les directions du moment to- 
tal. Ainsi, la somme statistique prend la forme 


eJ 


Z= Z2@ +ije T; (46,2) 


la somme est prise pour toutes les valeurs possibles (pour L et S don- 
nés) de J. Pour l'énergie libre on obtient l'expression suivante : 


=-NTinfS (Me) eS @+neur]. (46,3 
J 


Cette expression se simplifie beaucoup pour deux cas limites. 
Supposons que la température est si élevée que 7 est grand par rap- 
port à tous les intervalles de la structure fine : 


T Ses. 


On peut alors poser 3/71 et Z devient simplement égal au nombre 
total (2S+1)(2L+1) de composantes de la structure fine. La valeur 
précédente de la chaleur spécifique constante c,—=*/, entrera dans l’ex- 
pression de l’énergie libre, et à la constante chimique (45,4) s’ajou- 
tera la grandeur 

bsz = In (28 +1) (2L+1). (46,4) 


Des valeurs semblables pour les grandeurs thermodynamiques 
(avec d'autre &) sont obtenues dans l’autre cas limite, où T' est petit 
par rapport aux intervalles de la structure fine 3. Dans ce cas, dans 
la somme (46,2) on peut omettre tous les termes à l’exception de celui 
dans lequel e,—0 (composante la plus basse de la structure fine, c'est- 
à-dire le niveau fondamental de l’atome). Ainsi, le terme complémen- 
taire par rapport à (45,4) dans la constante chimique se trouve égal à 


by =In(2J +1), (46,5) 
où J est le moment total de l'atome pour l'état fondamental. 


1 Nous supposons que dans l'atome nous avons le couplage dit de Russel- 
Saunders. Voir « Mécanique quantique », $ 72. 


e 
3 A titre d'exemple mentionnons que les grandeurs + des composantes 


du triplet du terme fondamental de l'atome d'oxygène sont égales à 230 et 320°, 

pour les composantes du terme fondamental quintuplet de l'atome de fer elles 

soute, 600 à 1400°, pour le doublet du terme fondamental de l’atome de chlore 
e 1 . 


6 NX 1641 
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Ainsi, en présence de structure fine du terme fondamental de l’ato- 
mela chaleur spécifique du gaz pour des températures suffisamment bas- 
ses et suffisamment hautes a une même valeur constante, et dans l’in- 
tervalle de celles-ci elle dépend de la température en passant par un 
maximum. Il faut par ailleurs ne pas oublier que, pour les gaz dont 
on peut parler ici (vapeurs des métaux lourds, oxygène atomique, etc.) 
n’entre en ligne de compte que le domaine des hautes températures, 
pour lesquelles la chaleur spécifique est déjà constante. 

Jusqu'à présent nous avons négligé le fait que l'atome peut 
avoir un spin nucléaire i différent de zéro. On sait que la présence de 
spin nucléaire conduit à la désintégration hyperfine des niveaux atomi- 
ques. Les intervalles de cette structure sont insignifiants et on 
peut les supposer petits par rapport à 7 à toutes les températures pour 
lesquelles le gaz existe en tant que tel !. Aussi, lors du calcul de la 
somme statistique on peut complètement négliger les différences des 
énergies du multiplet hyperfin et ne tenir compte de cette désintégra- 
tion qu'en augmentant la multiplicité de dégénérescence de tous les ni- 
veaux (donc également de la somme Z) de 2i+1 fois. Ainsi dans l'énergie 
libre on voit apparaitre un terme complémentaire «nucléaire » : 


Fua=—NTiIn(2i+1). (46,6) 


Ce terme ne change pas la chaleur spécifique du gaz (l'énergie corres- 
pondante est E,..,—0) et conduit simplement à une variation de l’en- 
tropie de S,,.,—Wln(2i+1), c’est-à-dire de la constante chimique de 
nu =In(2i+-1). 

L’interaction du spin nucléaire et de la couche électronique étant 
petite, la partie « nucléaire » des grandeurs thermodynamiques ne 
joue en général aucun rôle dans les divers processus thermiques et 
disparaît des équations. Ainsi, nous allons, comme il est d'usage, omet- 
tre ces termes ; en d’autres termes, nous allons compter l’entropie non 
pas à partir de zéro, mais à partir de la valeur Suucs déterminée par les 
spins nucléaires. 


$ 47. Gaz diatomique moléculaire à atomes différents. 
Rotation des molécules 


En passant au calcul des grandeurs thermodynamiques d’un gaz 
diatomique, indiquons tout d’abord que, tout comme on ne peut envi- 
sager des gaz monoatomiques que pour des températures T basses 
par rapport à l’énergie d’ionisation, un gaz diatomique ne peut être 
envisagé .comme tel qu’à condition que 7 soit petite par rapport à 


1 Les températures correspondant aux intervalles de la structure hyperfine 
des divers atomes se trouvent dans l'intervalle de 0,1 à 1°,5. 
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l'énergie de dissociation de la molécule !. Ceci conduit à ce que dans la 
somme statistique il ne faut tenir compte que du terme électronique 
fondamental de la molécule. 

Nous allons commencer par l'étude du cas le plus important, lors- 
que dans son état électronique fondamental la molécule du gaz n’a 
ni spin ni moment orbital de rotation par rapport à l'axe (S=0, 
A=0) ; un tel terme électronique n’a évidemment pas de structure 
fine. En outre, il faut distinguer les cas des molécules composées d'’ato- 
mes différents (y compris les différents isotopes d’un même élément) et 
des molécules composées d’atomes identiques, ce dernier cas ayant des 
particularités spécifiques Dans le paragraphe présent nous suppose- 
rons que la molécule est composée d’atomes différents. 

On sait que le niveau d'énergie d'une molécule diatomique se com- 
pose, dans une certaine approximation, de trois parties indépendan- 
tes — de l’énergie électronique (ici est également incluse l'énergie de 
l'interaction coulombienne des noyaux dans leur position d’équili- 
bre, que nous compterons à partir de la somme des énergies des atomes 
isolés), de l'énergie de rotation et de l'énergie d'oscillation des noyaux 
à l’intérieur de la molécule. Pour le terme électronique singulet ces 
niveaux peuvent être écrits sous la forme ? 


exe +ho(o++)+ KR), (47,1) 


où e, est l'énergie électronique, fo le quantum d'oscillation, v le nom- 
bre quantique oscillatoire, À le nombre quantique de rotation (moment 


de rotation de la molécule), Z=m'r; le moment d'inertie de la molécule 
(m° = est la masse réduite des deux atomes, r, la valeur de la 
1 2 He 
distance entre les noyaux à l'équilibre). 
Lorsqu'on introduit l'expression (47,1) dans la somme statistique 


cette dernière se divise évidemment en trois facteurs indépendants 


es 
Z=e TZ Ze (47,2) 


où les sommes de « rotation » et d’« oscillation » sont déterminées de la 
façon suivante : 


œ hs 
573 K (K+1) 


Zot = ZX +1) e? ; (47,3) 
œ ho, 
Ze=De T7, (47,4) 
v=0 


1 Indiquons à titre d'exemple les températures /a,/k pour certaines molé- 
cules diatomiques : H, :52 000°: N, :85 000° ; O, :59 000°; Cl, : 29 000° ; 
NO : 61 000° ; CO : 98 000°. 

2 Voir « Mécanique quantique », $ 82. 


6° 


164 GAZ PARFAITS 


le facteur 2X +1 dans Z... tient compte de la dégénérescence de niveaux 
rotatoires suivant les directions du moment K. Ainsi, l'énergie libre 
se présente sous la forme de trois termes : 
3 
F=-—NT nf (2) + Frot + Fose + Neo (47,5) 
N \onk: 

(m=m,+m, est la masse de la molécule). Le premier terme peut être 
appelé terme de translation F,,... (car il est lié aux degrés de liberté 
du mouvement de translation des molécules) et 


Fa=-NTiInZ su Fse=—NTInZ (47,6) 
sont les termes de rotation et d'oscillation. Le terme de translation 
s'exprime par une formule du type (43,1) avec une chaleur spécifique 
constante Can — 3 et une constante chimique égale à 


osc osc 


3 
Birans= 7 MN (47,7) 


La chaleur spécifique totale du gaz s’exprimera sous la forme de la som- 
me de plusieurs termes : 


Co = Ciransi na Crot + Coscr Ch = Ciransi ne Crot + Cosc Fe 1, (47,8) 


dont chacun est lié à l'excitation thermique du mouvement de transla- 
tion de la molécule, de sa rotation et des oscillations des atomes à 
l'intérieur de la molécule respectivement. 

Passons au calcul de l’énergie libre de rotation. Si la température 
est si haute que 


T>E 


(« le quantum de rotation » #2/2J est petit par rapport à 7), dans la 
somme (47,3) ce sont les termes avec de grands À qui jouent un rôle 
essentiel. Mais pour de grandes valeurs de X la rotation de la molécule 
est quasi classique. Ainsi, dans ce cas la somme statistique Z,., peut 
être remplacée par l'intégrale classique correspondante : 


e(M) 


Zoot == CR dT,ot, (47,9) 


où e(M) est l'expression classique de l'énergie cinétique de rotation 
comme fonction du moment de rotation M. Introduisant un système 


1 En fait cette condition est tou jours réalisée pour tous les gaz sauf pour les 
deux isotopes d'hydrogène. A titre d'exemple indiquons les valeurs de A?/2k/ 
pour certaines molécules : H, : 85°,4 ; D, : 43° ; HD : 64°; N,:2°9: 0, : 2°; 
CL : 0°,36 ; NO : 2°,4; HCI : 15°,2. 
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de coordonnées tournant lié à la molécule E, n, & avec l'axe des & 
suivant l’axe de la molécule et tenant compte du fait qu'une molécule 
diatomique a deux degrés de liberté de rotation et que le moment de 
rotation d'un système mécanique linéaire est perpendiculaire à son 
axe, on peut écrire : 


e (M) (Mi + M3). 


L'élément dr, est le produit des éléments différentiels dM.dM, et 
des éléments différentiels « des coordonnées généralisées » correspon- 
dant à M., M, divisé par (2nñ) ?, c'est-à-dire des angles infiniment 
petits de rotation autour des axes des E et des n : dy.dp,'. Mais le 
produit de deux angles infiniment petits de rotation autour des axes 
des Ë et des n n’est rien d'autre que l'élément de l'angle solide doë 
correspondant à la direction du troisième axe des & ; l'intégration sur 
l’angle solide donnera 4x. Ainsi on a ? : 


+æ 
an 1 21 
22e [exp [27 (MÈ+ M3) dMe dM, = PT. 
D'où l'énergie libre ” 

Fa=—NTINT—-NT LEE (47,10) 
Ainsi, lorsqu'on considère des températures qui ne sont pas trop 
basses, le terme de la chaleur spécifique qui correspond à la rotation 
se trouve être constant et égal à c,,.,=1, conformément aux résultats 
généraux de l’étude classique du $ 44 (1/2 pour chaque degré de liberté 
de rotation). La partie de la constante chimique qui correspond à la 
rotation est égale à &,,,—=In(21 Ik?). Nous allons voir ci-dessous qu'il 
existe un vaste domaine de températures dans lequel la condition 
TSÀ?/21 est réalisée sans qu'il y ait dans l'énergie libre, et par consé- 
quent dans la chaleur spécifique, de termes correspondant aux oscilla- 
tions. Dans ce domaine la chaleur spécifique d’un gaz diatomique 

est égale à ©, —=Chans1 + Cros C'est-à-dire 
5 7 


Co Cp) 


(47,11) 
1 Il ne faut pas oublier qu'une telle écriture est en quelque sorte convention- 
nelle, car d. et d, ne sont pas des différentielles totales d'une fonction quel- 
conque de la position des axes. 
2 Cette valeur de Z,,1 peut également être obtenue d'une autre manière : 
en supposant les nombres X dans la somme (47,3) grands et en remplaçant la 
sommation par une intégration sur #, on trouve 


æ Kihs 
3517 2TI 
Zu>(2Ke TT aK= TT. 
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la constante chimique est E=& nt Got : 


5 21 /m \" 
c=n[$(à)"]. 
Dans l’autre cas limite des basses températures 
T €h°/21, 
il suffit de conserver les deux premiers termes de la somme 


he 
Zi =1 +3 IT, 


et pour l'énergie libre à la même approximation on a : 


h: 
Fu=—3NTe lT. 


D'où l’entropie 


0 G7 ü4 06 08 10 12 14 
Fig. 3 


(47,12) 


(47,13) 


(47,14) 


(47,15) 


Ainsi l'entropie et la chaleur spécifique de rotation du gaz s’annulent 
pour T— 0 essentiellement suivant une loi exponentielle. Par consé- 
quent, pour des températures basses, un gaz diatomique se conduit com- 
me s’il était monoatomique ; tant la chaleur spécifique que la constan- 
te chimique prennent des valeurs qu’elles auraient pour un gaz monoa- 


tomique de particules de masse m. 
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Dans le cas des températures quelconques la summe Z,., doit être 
calculée numériquement. La figure 3 donne le graphique de c,. en 
fonction de 2T1/h°. La chaleur spécifique correspondant à la rotation 
a un maximum égal à 1,1 pour 7 —0,81 (h2/21), puis elle tend asympto- 
tiquement vers sa valeur classique, soit { !. 


= 


$ 48. Gaz diatomique moléculaire à atomes identiques. Rotation 
des molécules 


Les molécules diatomiques composées d’atomes identiques sont 
douées de certaines particularités spécifiques, il est donc indispensable 
de modifier certaines des formules obtenues au paragraphe précédent. 

Arrêtons-nous avant tout au cas limite des hautes températures 
pour lesquelles on peut donner une étude classique. Par suite de l’iden- 
tité des deux noyaux, les deux positions opposées de l'axe de la molécu- 
le (se distinguant seulement par la permutation des noyaux) corres- 
pondent maintenant à un même état physique de la molécule. Ainsi, 
l'intégrale statistique classique (47,9) doit être divisée par 2. Ceci 
conduit à une variation de la constante chimique, qui deviendra égale à 


Lrot = mx s (48,1) 


et le facteur 2 disparaît également dans l’argument du logarithme de 
la somme Gtran sit Grot (47,12). 

Des modifications plus importantes doivent être apportées aux tem- 
pératures nécessitant une étude quantique. Puisqu'en fait cette ques- 
tion n'a d'intérêt que pour les deux isotopes d'hydrogène (H, et D,), 
ci-dessous nous examinerons précisément ces gaz. On sait ? que la sy- 
métrie quantique des noyaux exige que les niveaux de rotation avec des 
valeurs paires et impaires de À du terme électronique ! Z >; (terme 
fondamental de la molécule d'hydrogène) aient des multiplicités de 
dégénérescence nucléaires différentes : les niveaux avec des X pairs 
(ou impairs) ne peuvent être réalisés que pour un spin total pair 
(ou impair) des deux noyaux et ont des multiplicités de dégénérescence 


! On peut obtenir le développement asymptotique des grandeurs thermod y- 


namiques pour des grandes valeurs de 27 1/h2. Pour la chaleur spécifique les 
deux premiers têrmes du développement sont : 


1/hk2\2 
Cru = 1+75 (21) + 


H ne faut cependant pas oublier que ce développement donne une mauvaise 
approximation pour la fonction c,ot (T). 
3 Voir « Mecanique quantique », & 86. 
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relatives égales à : 
_ à i+1 
Be Zi Bu Xi 


pour un spin demi-entier à des noyaux, ou 


pour des à entiers. Pour l'hydrogène, les molécules se trouvant dans 
des états ayant des valeurs supérieures du poids statistique nucléaire 
sont appelées, selon la terminologie d'usage, molécules d’orthohydroge- 
ne, et celles se trouvant dans des états de poids statistique moindre mo- 
lécules de parahydrogène. Ainsi, les molécules H. et D, ont les poids 
statistiques suivants : 


—3 se 
H, (i =1,)4 orthog, a las D, (i =: 1) { ortho 8e ls 
para 8, = 1/4, para g, = 1/s. 
L'indice g montre que la molécule a un spin nucléaire total pair (0 
pour H, ; 0,2 ruur D.) et des moments de rotation X pairs ; l’indice u 
indique que le spin nucléaire total est impair (1 pour H, et D.) et que 
les valeurs de X sont impaires. 

Les molécules à noyaux différents ont des multiplicités de dégénéres- 
cence nucléaires identiques pour tous les niveaux de rotation, et le fait 
de tenir compte de cette dégénérescence ne conduit qu'à une variation 
de la constante chimique, ce qui nous importe peu ; par contre, ceci 
conduit ici à une variation de la forme même de la somme statistique, 
qui doit maintenant être écrite de la manière suivante ! : 


Zoot = Eg2g + EuZ u? (48,2) 
TK 
Z,=, 2 CK+te 7 


« 


ou 


Z,= 2 CK+te Car EU D (48,3) 
K 


u 
=1,3 


La variation ht de l'énergie libre sera 


Fo NT In(82,+82:) (48,4) 


de même pour les autres grandeurs thermodynamiques. Pour des tem- 
pératures élevées 
2s2siz et 
e> a rot — k , 
1 La normalisation que nous avons adoptée pour les poids statistiques nu- 
cléaires (telle que 5,+£,=1) veut dire que nous comptons l'entropie à partir de 
la valeur In Ci+ 12 conformément à la condition adoptée à la fin du $ 46. 
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ainsi, l'énergie libre obtenue a, comme on pouvait s’y attendre, l'ex- 
pression classique précédente. 

Pour T— 0 la somme Z, tend vers l'unité, et Z, tend exponentiel- 
lement vers zéro ; par conséquent, pour des températures basses, le gaz 
se conduira comme s’il était monoatomique (chaleur spécifique c,,,—0), 
il faut seulement ajouter à sa constante chimique « une partie nucléai- 
re » égale à & soçau In Lg. 

Les formules écrites se rapportent de toute évidence à un gaz se 
trouvant en équilibre thermique complet. Dans un tel gaz le rapport 
du nombre de molécules de parahydrogène à celui d'orthohydrogène 
est une fonction déterminée de la température qui, conformément à 
la distribution de Boltzmann, est égale à : 


para-H, Egg € (48,5) 


Mais lorsque la température varie de 0 à le rapport zx, varie de 
0 à 3, et rp, de 0 à 1/2 (pour T=0 toutes les molécules se trouvent 
évidemment dans un état à K minimal, soit K—0, ce qui correspond 
au para-H, ou ortho-D, purs). 

Il ne faut cependant pas oublier que la probabilité de variation 
du spin nucléaire total, lors des collisions des molécules est très peti- 
te. Ainsi, les molécules d’ortho et de parahydrogène se conduisent 
pratiquement comme des modifications diverses de l'hydrogène, ne se 
transformant pas ! mutuellement. Par suite, en pratique, on a affaire 
non pas à un gaz en équilibre, mais à un mélange hors d’équilibre 
d'ortho et de paramodifications., et les quantités relatives de chacune 
d'elles sont constantes ?. L'énergie libre d’un tel mélange est égale à 
la somme des énergies libres des deux composants. 

En particulier, pour z= (ortho-H, ou para-D, purs) on a 

Fa=—NTIng,Z,. 
Pour des températures basses (2/21 T1), G ne peut conserver que le 
premier terme de la somme Z,, ainsi Z,—3e-h"/IT, et l'énergie libre sera 


h° 
Fa=N:,—NTiIn3g,. 


Ceci veut dire que le gaz se conduira comme s’il était monoatomique 


1 En l'absence de cataliseurs spéciaux. 
? Pour un gaz ordinaire, se trouvant dep longtemps à la température 
ambiante, ce rapport est égal à zH, =3, zn;= 
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(c,++—0) dans la constante chimique il apparaîtra le terme supplé- 
mentaire In3g, et dans l'énergie le terme constant Nh2?/] correspondant à 
l'énergie de rotation de toutes les molécules avec X=1. 


$ 49. Gaz diatomique. Oscillations des atomes 


La partie oscillatoire des grandeurs thermodynamiques du gaz de- 
vient importante pour des températures supérieures à celle de rotation, 
car les intervalles de structure oscillatoire des termes sont importants 
par rapport aux intervalles de la structure de rotation !. 

Nous allons supposer que la température est élevée, mais de façon 
que ne soient excités que les niveaux oscillatoires pas trop élevés. 
Les oscillations peuvent alors être supposées petites (et par suite har- 
moniques), et les niveaux d'énergie sont déterminés par l'expression ha- 
bituelle ho(v+1/,), utilisée dans (47,4). 

Le calcul de la somme statistique oscillatoire Z,.. (47,4) est fort 
simple. Par suite de la convergence très rapide de la série, la somma- 
tion peut être formellement étendue jusqu’à v=o Nous allons doré- 
navant compter l’énergie de la molécule à partir du niveau oscillatoire 
le plus bas (v=0) [c'est-à-dire que Aw/2 est inclus dans la constante 
e, dans (47,1)]. 


On a alors 
œ _ho, 1 
Zn= Le ! es w/T ? 
d’où l'énergie libre : 
(N] 
FK=NTIn({—e T), (49,1) 
l’entropie 
Sox =—N HAT) Nho 49,2 
osc T (eho:T —1) , ( +, 
l'énergie 
Nh 
osc — nn n (49,3) 
et la chaleur spécifique 
ho 3 eho/T 
Sosc (7) (eho/T 1)? * El 


Sur la figure 4 on trouvera le graphique de c,. en fonction de T/Âw. 


1 A titre d'exemple voilà les valeurs de Aw/k pour certains gaz diatomi- 
ques : H, : 6100° ; N, : 3340° ; O, : 2230°; NO : 2690° ; HCI : 4140°. 
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Pour des températures basses (ho T) toutes ces grandeurs tendent 
exponentiellement vers zéro : 


(49,5) 
07 G2 G4 06 08 10 12 14 
Fig. 4 
Pour des températures élevées (kw<T) on a 
Fn=-NT InT+NTinho—N#, (49,6) 


la chaleur spécifique constante correspondante est égale à c,.—=1! et 
la constante chimique à &,.——In how. En y ajoutant les valeurs de 
(47,11), (47,12), nous trouvons que, pour des températures telles 
que T > ho, la chaleur spécifique totale d'un gaz diatomique est 
égale à ? 


C, = 7 C + , (49,7) 


D D+ ‘P 


_et la constante chimique à 
@1/m\" 
ciné (à) | (49,8) 


Dans cette formule pour les molécules à atomes identiques le fac- 
teur (2) doit être omis. Les deux premiers termes du dévelop- 


pement E,.. sont égaux à 
. EL=NT—1,Nho. (49,9) 


1 De nouveau conformément aux résultats classiques du $ 44. 

3 La figure 4 montre quec,s. tend en réalité vers sa valeur limite égale à 
1 déjà pour To (ainsi, pour T/Rw=1, css 0,93). Pratiquement, l'expres- 
sivn classique est applicable à condition que TS Aw/3. 
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L'apparition d’un terme constant = Nhw est due au fait que nous 


comptons l'énergie à partir du niveau quantique le plus bas (c'est- 
à-dire, à partir de l’énergie des « oscillations nulles »), tandis que 
l'énergie classique serait comptée à partir du minimum de l'énergie 
potentielle. 

L'expression (49,6) pour l’énergie libre peut, évidemment, éga- 
lement être obtenue d’une manière classique, car pour T > Aw les 
grands nombres quantiques pour lesquels le mouvement est quasi 
classique sont importants. L’expression classique de l'énergie des 
petites oscillations de fréquence o est 


p° m'wq? 
Eose (P: D = + 2 


(m’ est la masse réduite). Pour cette expression de e l'intégration 
donne pour l'intégrale statistique l'expression suivante : 


ose 
Ze = (Te 7 dpdg=à, (49,10) 


correspondant à (49,6) ! (par suite de la convergence rapide de l'in- 
tégrale, l'intégration sur dg peut être prise de—o à co). 

A des températures suffisamment élevées, lorsque les oscillations 
avec des v élevés sont excitées, les effets des oscillations d’anharmo- 
nicité ainsi que les interactions entre les oscillations et la rotation 
des molécules peuvent devenir importants (ces effets sont en principe 
du même ordre de grandeur). v étant élevé, la correction correspon- 
dante pour les grandeurs thermodynamiques peut être déterminée 
d’une manière classique. 

Considérons la molécule comme un système mécanique composé 
de deux particules interagissant suivant la loi U(r) dans un système 
de coordonnées te] que leur centre d'inertie soit au repos. L'énergie 
(fonction de Hamilton) décrivant classiquement d’une manière 
précise la rotation et les oscillations du système, est égale à la somme. 
de l'énergie cinétique (énergie de la particule avec une masse réduite 
m'’) et de l'énergie potentielle U(r). L'intégrale statistique après 
intégration sur les impulsions se réduit à une intégrale sur les coor- 
données : 

Hu 
fe" T av, 


et après intégration sur les angles (en coordonnées sphériques) il 


1 On obtient une valeur identique en remplaçant la somme pour tous les 
z par une intégration sur do. 
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reste l'intégrale 


œ _Utr) 
fe T r'dr. 
0 


L’approximation correspondant aux oscillations harmoniques indé- 
pendantes et à la rotation de la molécule est obtenue en posant 
U(r)=U,+'/em'o(r—r,)?, et en remplaçant lors de l’intégration le 
facteur r° variant lentement par r, où r, est la distance d'équilibre 
entre les deux particules ; U,=U(r,). Pour tenir compte de l’an- 
harmonicité des oscillations et de leur interaction avec la rotation 
on doit écrire 


'o2r2 
mor, 


U (r) = Uo+ (E? — aë° + BE‘) (49,11) 
[E=(r/r,)—1, & et B sont des constantes !] puis développons l’expres- 
sion sous l'intégrale en mettant en facteur l'expression 


exp{—(Uo+ m'utrset)/T | , 


suivant les puissances de E. Dans le développement il ne faut conser- 
ver que les termes donnant après intégration la puissance après la 
puissance fondamentale de 7 ; l'intégration sur dE s'effectue de —oo 
à—+ co. Le terme d'ordre zéro dans le développement donne la valeur 
habituelle de l'intégrale statistique, les autres termes étant la 
correction cherchée. Laissant de côté les calculs intermédiaires, nous 
ne donnerons que le résultat final de la correction à l'énergie libre 


Fannsrn = NT gp 1+ 30 + Da]. (49,12) 


Ainsi, les effets d’anharmonicité des oscillations (et leurs inter- 
actions avec la rotation) conduisent à une correction à l’énergie libre, 
proportionnelle au carré de la température. Ainsi, dans la chaleur 
spécifique il apparaît un terme proportionnel à T. 


$ 50. Gaz diatomique. Influence du moment électronique 


Certaines molécules (il est vrai qu’elles sont peu nombreuses) 
ont dans l’état électronique fondamental un moment orbital ou un 
spin différents de zéro. 

On sait que si le moment orbital A est différent de zéro, le terme 
électronique est deux fois dégénéré, ce qui correspond à deux direc 


! Ces constantes peuvent s'exprimer au moyen des constantes spectroscopi 
ques de la molécule (voir « Mécanique quantique », $ 82). 
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Lions possibles de ce moment par rapport à l'axe de la molécule !. 
Les grandeurs thermodynamiques du gaz s'en trouveront changées, 
en ce sens que, par suite du dédoublement de la somme statistique, 
il faut ajouter la valeur suivante à la constante chimique : 


Es Ing. (50,1) 


Puisque le spin S est différent de zéro, nous avons une désintégration 
en 2S+1 termes ; néanmoins, les intervalles de cette structure fine 
sont si infimes (pour A—0) que lors du calcul des grandeurs thermo- 
dynamiques on peut toujours les négliger. La présence du spin ne 
conduit qu'à une augmentation de la multiplicité de dégénérescence 
de tous les niveaux de (25 4-1) fois, par conséquent dans la constante 
chimique il apparaît la grandeur supplémentaire : 


ts = In (25 +1). (50,2) 


La structure fine apparaissant pour S-£0, A-£0 doit être l’objet 
d’une étude spéciale. Les intervalles de la structure fine peuvent 
alors atteindre des valeurs telles qu'il se trouve indispensable d’en 
tenir compte lors du calcul des grandeurs thermodynamiques. Nous 
allons faire le calcul dans le cas d’un terme électronique doublet *. 
Chaque composante du doublet électronique a sa structure propre 
d’oscillations et de rotation, dont les paramètres pour les deux com- 
posantes peuvent être pris identiques. Par suite, dans la somme sta- 
tistique (47,2) on voit apparaître encore un facteur : 


Za = 80+ 8e" #7, 


où go, £, Sont les multiplicités de dégénérescence des composantes 
du doublet, A la distance entre elles. A l'énergie libre s'ajoute par 
conséquent un terme « électronique » égal à 


Fa= —NT in (g+ ge "4/7). (50,3) 
Æcrivons de même la chaleur spécifique « électronique » qui doit 


1 En toute rigueur, on a une désintégration du terme en deux niveaux (dit 
dédoublement A) dont la distance cependant est si infime qu’on peut ne pas en 
tenir compte. 

2 Ceci a lieu pour NO ; le terme électronique fondamental de la molécule 
NO est le doublet I1,,: 3,» dont la largeur est égale à (en degrés) A—178°. 
Les deux composantes du doublet sont deux fois dégénérées. 

Le cas de l'oxygène est assez particulier. Le terme électronique fondamen- 
tal de la molécule O, est le triplet très étroit SZ dont on peut négliger la largeur. 
Mais pour des raisons aléatoires, le terme suivant (excité)!'A (dégénéré deux fois) 
se trouve relativement près A= 11 300° et il peut être excité à re températures 
élevées, ce qui ne manque pas d'influer sur les grandeurs thermodynamiques. 
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être ajoutée aux autres parties de la chaleur spécifique 
=> (A/T} 
fi+£ #7] [+# "#7 
ES 80 


Pour les deux limites T—0 et To, ca se trouve naturellement égale 
à zéro, elle a un maximum pour 7 A. 


(50,4) 


Problème 


Déterminer la correction apportée à l'énergie libre de l’oxygène due au pre- 
mier terme électronique excité de la molécule O, (voir renvoi, page 174). La 
température est élevée par rapport au quantum oscillatoire, mais basse par 
rapport à la distance À entre le terme fondamental 55 et le terme excité 1A. 

Solution. La somme statistique 


A 
T TI 7 T TI! 
Z=3— — +2 T _— : 
how À: Ÿ ho’ k° 


où le premier et le second terme sont les sommes stalistiques pour le terme fon- 
damental et le terme excité ; chacune d'elles est le produit des facteurs électro- 
nique, oscillatoire et rotatoire. Aussi, la correction cherchée pour l'énergie 
libre, est 


dur? _ À 2wr A: 
ra = nrin(1+ ie sr Le T, 
3w°r° 


où &, roetw”’, r, sont les fréquences et les distances d'équilibre entre les noyaux 
dans les états électroniques fondamental et excité respectivement. 


$ 51. Gaz polyatomique 


L'énergie libre d’un gaz polyatomique, tout comme celle d’un 
gaz diatomique, peut être mise sous la forme d'une somme de trois 
termes correspondant à la translation, à la rotation et aux oscilla- 
tions. Le terme de translation se caractérise tout comme avant par 
la chaleur spécifique et la constante chimique égales respectivement à 


Ctransl TZ 
3 m 
Étranst = ZT In DnÉ . (51,1) 


La rotation des molécules polyatomiques peut être considérée 
comme classique! car leurs moments d'inertie sont grands (donc 


1 Les effets de quantification de la rotation ne pourraient être observés 
que pour le méthane CH,, pour lequel ils apparaissent à des températures voi- 
sines de 50° K (voir problème à la fin de ce paragraphe). 
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leurs quanta de rotation sont petits). Une molécule polyatomique a 
trois degrés de liberté de rotation et trois moments d'inertie 
principaux J,, 7, 7, qui sont dans le cas général différents ; son 
énergie cinétique de rotation est donc 


_MÈ M3 M 


=37, T2 7, +3. 21,° (51,2) 


où E, n, & sont les coordonnées du système tournant dont les axes 
coïncident avec les axes d'inertie principaux de la molécule (nous 
laissons pour le moment de côté le cas particulier des molécules 
composées d’atomes disposés sur une même droite). Cette expression 
doit être introduite dans De statistique 


A = ('e- + dero (51,3) 


trot = 


1 
rép dM ; dM a dM ; dx dpn dr, 
l'accent du signe somme indique comme d'habitude que l’intégra- 
tion ne concerne que les orientations de la molécule qui sont physi- 
quement différentes les unes des autres. 

Si la molécule a des axes de symétrie, la rotation autour de 
ces axes fait coïncider la molécule avec elle-même et se réduit à la 
permutation d’atomes identiques. Il est évident que le nombre 
d'orientations physiquement indiscernables de la molécule est égal 
au nombre des diverses rotations possibles autour des axes de sy- 
métrie (y compris la transformation d'identité — rotation de 360°). 
Désignant ce nombre par o'! nous pouvons intégrer dans (51,3) sim- 
plement sur toutes les orientations, en divisant simultanément toute 
l'expression par ©. 

Dans le produit dy.dp,dq, de trois angles de rotation infini- 
ment petits, on peut considérer dp:dp, comme l'élément do, de 
l’angle solide pour les directions de l'axe des &. L'intégration sur 
do, s'effectue indépendemment de l'intégration sur la rotation d. 
autour de l'axe des & lui-même et donne 4x. Après ceci l'intégration 
sur dy, donne encore 2x. Intégrant de plus sur dM,.dM,dM, (entre 
—o et oo) on obtient finalement : 


“a Va 
ar) (La) = EDG, 


Zroi = as of 


* Ainsi, pour H,0 (triangle isocèle) o=2 ; pour NH, (tétraèdre aus 
o=3 ; pour CH, (tétraèdre) o=—12 ; pour CHs (hexagone régulier) o=1 
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D'où l'énergie libre 
Nr: (Grlil2l3) !° 
F=—>NTiIn TNT — (51,4) 


Ainsi pour la chaleur spécifique de rotation on a conformément à 
$ 44: 


rt = 7 : (51,5) 
la constante chimique est alors égale à 
8 1)": 
Gr = In Er cs : (51,6) 


Si tous les atomes de la molécule sont disposés sur une même 
droite (molécule linéaire), celle-ci, tout comme une molécule diato- 
mique, a en tout deux degrés de liberté de rotation et un seul moment 
d'inertie /Z. Comme pour un gaz diatomique, la chaleur spécifique 
et la constante chimique de rotation sont égales à : 


Crou =k, Crot = In nn - (51,7) 


où o—1 pour une molécule non symétrique (par exemple NNO) 
et o—2 pour une molécule symétrique par rapport à son milieu 
(par exemple OCO). 

Le terme correspondant aux oscillations dans l'énergie libre 
d'un gaz polyatomique se calcule d'une manière analogue au cas 
d’un gaz diatomique. La différence consiste en ce qu’une molécule 
polyatomique a non pas un seul, mais plusieurs degrés de liberté 
oscillatoires. Ainsi, une molécule à r atomes (molécule non linéaire) 
a évidemment r,. —3n—6 degrés de liberté oscillatoires ; au con- 
traire, une molécule linéaire à r atomes en a r,,.=3n—5 (voir $ 44). 
Le nombre de degrés de liberté oscillatoires détermine le nombre des 
oscillations dites normales de la molécule, à chacune desquelles 
correspond sa fréquence w, (l'indice & indique l’oscillation normale). 
Il ne faut pas oublier que certaines des fréquences ©, peuvent coïn- 
cider ; on parle alors de fréquence multiple. 

Lorsque nous supposons les oscillations petites, c’est-à-dire à 
l’approximation harmonique (nous ne considérons que les tempéra- 
tures correspondantes), toutes les oscillations normales sont indé- 
pendantes et l'énergie des oscillations est la somme des énergies 
de chacune des oscillations séparément. Aussi, la somme statistique 
des oscillations se trouve être le produit des sommes statistiques 
des oscillations séparées et pour l'énergie libre F,,. on obtient une 
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somme d'expressions du type (49,1) 
ho 
Fe =NT Din (1e 7 ). (51,8) 
Le2 


Chaque fréquence entre dans cette somme un nombre de fois égal 
à la multiplicité correspondante. De telles sommes sont obtenues 
également pour les parties correspondant aux oscillations des autres 
grandeurs thermodynamiques. ‘ 

La contribution de chacune des oscillations normales à la 
chaleur spécifique pour le cas classique limite (TS ho,) est c al; 
pour 7 supérieur au plus grand des Âow, on aurait 


Cosc = l'osc- (51,9) 


Cependant, en fait, cette limite n'est jamais atteinte car les molé- 
cules polyatomiques se désintègrent habituellement à des tempéra- 
tures beaucoup plus basses. 

Les diverses fréquences w, d’une molécule polyatomique sont en 
général étalées sur une large gamme de valeurs. Au fur et à mesure 
de l'augmentation de la température, les diverses oscillations nor- 
males « entrent » successivement en jeu. Ceci a pour effet de conser- 
ver à peu près constante la chaleur spécifique des gaz polyatomiques 
dans une assez grande gamme de températures. 

Rappelons à cet effet la possibilité assez particulière de transfor- 
mation des oscillations en rotation, la molécule d’éthane C.H, peut 
ici servir d'exemple. Cette molécule se compose de deux groupes CH, 
se trouvant à une certaine distance et orientés l’un par rapport à 
l’autre d’une certaine manière. L'une des oscillations normales de la 
molécule est une « oscillation de torsion », lors de laquelle l’un des 
groupes CH, tourne par rapport à l’autre. Lorsque l'énergie des oscil- 
lations s'élève, leur amplitude augmente, et finalement, à des tem- 
pératures suffisamment élevées, les oscillations se transforment en 
rotation libre. En fin de compte, la contribution de ce degré de liber- 
té à la chaleur spécifique qui, lors d’une excitation complète des 
oscillations, atteint à peu près l'unité, commence à diminuer lors 
d’une augmentation ultérieure de la température pour tendre 
asymptotiquement vers une grandeur caractéristique de la rotation, 
soit 1/2. 

Enfin, indiquons que si la molécule a un spin S différent de zéro 
(par exemple les molécules NO,, CIO.), la constante chimique se 
trouve augmentée d’une grandeur égale à 


&s = In (25 +1). (51,10) 


GAZ POLYATOMIQUE 179 


Problème : 

Trouver la somme statistique de rotation pour le méthane à des basses 
températures. 

Solution. Comme on l’a indiqué dans la note de la page 175, pour des 
températures suffisamment basses le calcul de Z,,, pour le méthane doit être 
quantique. 

La molécule CH, a la forme d'un tétraëdre ; elle est du type toupie sphérique, 


2 
ainsi ses niveaux de rotation sont égaux à , J(J +1), où Z est la valeur commune 


des trois moments principaux d'inertie, J le nombre quantique de rotation. 
Puisque le spin du noyau H est égal à i—1/2, et le spin du noyau de l'atome de 
carbone !?C est nul, le spin nucléaire total de la molécule CH, peut être égal à 
0,1,2 (les poids statistiques nucléaires correspondants sont 1, 3, 5) !. A chaque 
valeur donnée de J correspond un nombre déterminé d'états avec diverses valeurs 
du spin nucléaire total. Le tableau ci-dessous donne ces nombres pour les cinq 
premières valeurs de J : 


Spin nucléaire: 0 1 2 
J=0 — — 1 
J=1 — 1 — 
J=2 2 1 — 
J=3 — 2 1 
J=4 2 2 1 


La valeur de la somme Z,,1 que l'on obtient en tenant compte des multi- 
plicités totales de dégénérescence suivant les directions du moment de rotation 
et du spin nucléaire doit encore être divisée par 16 si l'entropie est comptée à 
partir de la valeur In (2i+1)*=1n 16 (comparer avec la note de la page 168). 
On obtient finalement : 


he 


LU ha h: 
5,9 -7r125,-37r 0,707 117 107 
Zrot = GT + +ix 


+4" IT +. 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 105, problème 5. 
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DISTRIBUTIONS DE FERMI ET DE BOSE 


$ 52. Distribution de Fermi 


Si la température d'un gaz parfait (pour une densité donnée) 
est suffisamment basse, la statistique de Boltzmann devient inap- 
plicable, il est alors indispensable de créer une nouvelle statistique 
dans laquelle les nombres moyens de remplissage des divers états 
quantiques des particules ne sont pas supposés petits. 

Cependant cette nouvelle statistique diffère suivant le type de 
fonctions d'onde décrivant le gaz, qui est supposé être un système 
de N particules identiques. On sait que ces fonctions doivent être 
soit antisymétriques, soit symétriques lorsqu'on interchange deux 
particules quelconques, le premier cas ayant lieu pour les particu- 
les à spin demi-entier et le second pour les particules à spin entier. 

Les systèmes de particules décrits par des fonctions d'onde 
antisymétriques obéissent au principe de Pauli, selon lequel dans 
chaque état quantique il ne peut y avoir simultanément plus d’une 
particule. La statistique basée sur ce principe est appelée statisti- 
que de Fermi (ou statistique de Fermi-Dirac) ?. 

Tout comme au $ 37 appliquons la distribution de Gibbs à l’en- 
semble de toutes les particules du gaz se trouvant dans un état quan- 
tique donné ; comme il a été indiqué au $ 37 on peut procéder ainsi 
même en présence d'interaction d'échange entre particules. Dési- 
gnons de nouveau par Q, le potentiel thermodynamique de ce système 
de particules et suivant la formule générale (35,3) on aura : 


U—ex \ne 
Q,=—TIn S (e T ) | (52,1) 


fl 


puisque l'énergie de »#, particules dans l’état k est simplement n,e,. 
Suivant le principe de Pauli les nombres de remplissage de chaque 


1 Elle a été proposée par Fermi pour les électrons, son lien avec la méca- 
nique quantique a été établi par Dirac (1926). 
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état ne peuvent prendre que les valeurs Ü et !. Aussi, on obtient : 


Q,=—TIn (4 rh 


Comme le nombre moyen de particules du système est égal à la 
dérivée du potentiel Q@ par rapport au potentiel chimique u prise 
avec le signe inverse, le nombre moyen cherché de particules dans 
l’état quantique k s'écrit sous la forme de la dérivée 


: 094 eth—e/T 


ou finalement 
— 1 
oi etex—h)/T 4 ÿ (52.2) 
C'est la fonction de distribution pour un gaz parfait obéissant à la 
statistique de Fermi (plus brièvement nous appellerons un tel gaz 
gaz de Fermi). Pour a4-ew/T<£1, comme un pouvait s’y attendre, 
elle se transforme en la fonction de distribution de Boltzmann !. 
La distribution de Fermi est normalisée par la condition suivante : 


1 
Le =N (52,3) 


où N est le nombre total de particules du gaz. Cette relation détermine 
indirectement le potentiel chimique comme une fonction de T et 
de N. 

Le potentiel thermodynamique Q du gaz en entier est obtenu com- 
me la somme des Q@, sur tous les états quantiques : 


ue 
Q=-TYIn (4 +eT ). (52,4) 
k 


$ 53. Distribution de Bose 


Passons maintenant à l’étude de la statistique à laquelle obéit 
un gaz parfait composé de particules décrites par des fonctions d’onde 
symétriques, cette statistique est appelée statistique de Bose (ou sta- 
tistique de Bose-Einstein) *. 

Rien ne limite les nombres de remplissage des états quantiques 
des fonctions d'onde symétriques, qui peuvent prendre des valeurs 


1 En statistique de Boltzmann l'expression (52,1) doit être développée 
suivant les puissances de la petite grandeur e(#—2)/T : le premier terme du dé- 
eg 
veloppement est Q;——Te T , d'où par dérivation par rapport àp on ob- 
tient de nouveau la formule de la distribution de Boltzmann. 
2 Elle a été introduite par Bose pour les quanta de lumière, puis générali- 
sée par Einstein (1924). 
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arbitraires. La fonction de distribution peut être obtenue comme 
précédemment ; on a 


Q,=—TIn > Gère Fe 


nx= 0 


La progression géométrique figurant ici ne converge que si 
etu—e/T<1. Puisque cette condition doit avoir lieu pour tout e, 
(y compris e,=0), il est évident qu'en tout cas, on doit avoir 


u <0. (53,1) 


Ainsi, en statistique de Bose le potentiel chimique est toujours né- 
gatif. Rappelons à cet effet qu’en statistique de Boltzmann le po- 
tentiel chimique prend toujours des valeurs négatives (grandes en 
valeur absolue) ; au contraire en statistique de Fermi u peut être 
tant positif que négatif. 

En prenant la somme de la progression géométrique on obtient 


Q,=T In (4 Tr.) 
2% 
ôp 


D'où les nombres moyens de remplissage n, = — 


= 1 
CCE 


(53,2) 


Ce n’est rien d'autre que la fonction de distribution d'un gaz parfait 
soumis à la statistique de Bose (où plus brièvement un gaz de Bose). 
Elle se distingue de la fonction de distribution de Fermi par le signe 
devant 1 dans le dénominateur. Comme cette dernière, elle se trans- 
forme pour eth—)/T << 1 en la fonction de distribution de Boltzmann. 
Le nombre total de particules du gaz est donné par la formule 


1 
N= Z PCTV É (53,3) 


le potentiel thermodynamique Q du gaz en entier est obtenu en pre- 
nant la somme des Q, sur tous les états quantiques : 


Q=TYIn (4 Le) (53,4) 
k 


$ 54. Gaz de Fermi et de Bose hors d'équilibre 


Comme au $ 40 on peut également calculer l’entropie des gaz de 
Fermi et de Bose hors d'équilibre, puis, à partir de la condition de 
l'entropie maximale, obtenir de nouveau les fonctions de distribu- 
tion de Fermi et de Bose. 
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Dans le cas d’un gaz de Fermi dans chacun des états quantiques, 
il ne peut se trouver plus d'une particule, mais les nombres N,ne 
sont pas petits et en général ils sont du même ordre de grandeur que 
les nombres G, (toutes les désignations sont ici analogues à celles 
du $ 40). 

Le nombre de répartitions possibles de W, particules identiques 
suivant G, états (avec au plus une particule dans chaque état) n'est 
rien d’autre chose que le nombre de façons dont on peut choisir N, 
de G; états. Ainsi on a: 

c} 


AT,;=% AG NA 
En prenant le logarithme de cette expression et en utilisant pour 


(54,1) 


les logarithmes des trois factorielles la formule In NI=NinT, on 


trouve : 
S=Y {G;InG,—N,inN,—(G,—N;)In(G,—N,)}. (54,2) 
î 


En introduisant de nouveau les nombres moyens de remplissage des 


états quantiques n,y=N,lG, on obtient finalement l'expression 
suivante pour l'’entropie d'un gaz de Fermi hors d'équilibre : 


S=—Y G,;{n;inn,+(1—n;)ln({ —n,)]. (54,3) 
Î 


De la condition de maximum de cette expression on peut facile- 
ment trouver, à partir de l'équation (40,8), que la distribution 
d'équilibre est déterminée par la formule 

re 1 
Rj a+ Be; +4” 


comme on pouvait s’y attendre cette dernière coïncide avec la 
distribution de Fermi. 

Enfin dans le cas de la statistique de Bose dans chaque état quan- 
tique, il peut y avoir autant de particules que l’on veut, ainsi le 
poids statistique AT, est le nombre de façons dont on peut répartir 
N, particules suivant G, états. Ce nombre est égal à ! 


AL = TON : 


(54.4) 


1 Il s'agit du nombre de façons dont on peut disposer disons N ; boules iden- 
tiques dans G} caisses. Imaginons ces boules comme une série de N ; points suc. 
cessifs ; numérotons les caisses et désignons symboliquement les parois par 
G}— 1 traits verticaux disposés dans la série de points. Ainsi le dessin 


2 PR De 
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En prenant le logarithme de cette expression et en négligeant l'unité 
par rapport aux très grands nombres G,+N; et G, on obtient 


S=YE{(G,+N)In(G,+N)—N,inN,—G;inG}. (54,5) 
Îî 


Introduisant les nombres n, 7; écrivons l'entropie d'un gaz de Bose 
hors d'équilibre sous la forme 


S=YG,;[(4+n;)In({+n)—n;inr;]. (54,6) 
i 


On peut se rendre compte facilement que la condition de maximum 
de cette expression conduit bien à la distribution de Bose. 

Les deux formules (54,2) et (54,5) donnant l’entropie, dans le cas 
limite N, = G,se transforment naturellement en la formule de Boltz- 
mann (40,3). Les poids statistiques (54,1) et (54,4) des statistiques 
de Fermi et de Bose se transforment eux aussi en l'expression de 
Boltzmann (40,2) [pour cela il faut poser G,=(G;—N)1 G,N, 
(G,+N,;—1)æ(G,—1)! G,V]. Il ne faut cependant pas oublier 
que pour les poids statistiques ceci veut dire qu'on néglige les termes 
de l’ordre de grandeur de Wÿf IG, qui ne sont en général pas petits ; 
cependant lorsqu'on prend le logarithme, ces termes donnent dans 
l'entropie des termes d'ordre inférieur à N,/G,. 

Enfin écrivons la formule de l’entropie pour un gaz de Bose dans 
le cas limite important où le nombre de particules dans chaque état 
quantique est grand (de telle sorte que N,5G,, n,ÿ 1). En mécani- 
que quantique ceci correspond à l’image ondulatoire classique du 
champ. Le poids statistique (54,4) prend la forme : 


NG:-1 
Î 
et l’entropie : 
N 
s=Y6c, MTL. (54,8) 


Par la suite, dans le 8 65, nous utiliserons cette formule. 


désigne 10 boules disposées dans cinq caisses : une boule dans la première caisse, 
trois dans la seconde, O dans la troisième, 4 dans la quatrième et 2 dans la 
cinquième. Le nombre total de places (où se trouvent les points ou les traits) 
dans cette série est G;+N;—1. Le nombre cherché de dispositions des boules 
dans les caisses est le nombre de façons dont on peut choisir G;—1 places pour 
les traits, c'est-à-dire le nombre de combinaisons de N,4+G;—1 éléments par 
Gy—1, d'où la formule figurant dans le texte. 


Ca 


GAZ DE FERMI ET DE BOSE DE PARTICULES ÉLÉMENTAIRES 185 


$ 55. Gaz de Fermi et de Bose de particules élémentaires 


Considérons un gaz composé de particules élémentaires ou de 
particules qui dans certaines conditions peuvent être considérées 
comme élémentaires. Comme il a été indiqué ci-dessus il est inutile 
d'appliquer les distributions de Fermi et de Bose aux gaz atomiques 
ou moléculaires ordinaires car ceux-ci sont décrits avec une préci- 
sion suffisante par la distribution de Boltzmann. 

Toutes les formules obtenues dans ce paragraphe ont une forme 
tout à fait analogue tant pour la statistique de Fermi que pour 
celle de Bose et ne se distinguent que par le signe. Ci-dessous, le 
signe supérieur correspond partout à la statistique de Fermi et le 
signe inférieur à celle de Bose. 

L'énergie d'une particule élémentaire se réduit à l’énergie ciné- 
tique de son mouvement de translation qui est toujours quasi clas- 
sique. Ainsi on a: 


e= À (pi+ pi + pi (55,1) 


et dans la fonction de distribution on passe comme d'habitude à la 
distribution dans l’espace des phases des particules. Il ne faut ce- 
pendant pas oublier que pour une valeur donnée de l’impulsion l'état 
des particules est également déterminé par la direction de leur spin. 
Ainsi le nombre de particules dans l'élément de l’espace des phases 
dp,dp,dp,dV s'obtient en multipliant la distribution (52,2) ou 
(53, 2)” par 

dpx dpydp; dV 

(2xh)s 


où g=28S +1, S étant le spin de la particule, c’est-à-dire qu'il est 
égal à 


gdt=£g 


, 


aN= Et, (55,2) 


eu 

e + + 1 
Intégrant sur dV (ce qui revient à remplacer dV par le volume total 
V du gaz), on obtient la distribution des composantes p,, p,, p, 
de l'impulsion des particules, en passant aux coordonnées sphériques 
dans l’espace des impulsions et en intégrant sur les angles, on trouve 
la distribution des valeurs absolues de l'impulsion : 


L gVpup 
(où e=p?/2m), et la distribution des énergies sera 


gm'' V'ede 
aNe = 2 ah ee /T +" (55,4) 


Ces formules remplacent la distribution classique de Maxwell. 
Ps 
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Intégrant (55,4) sur de on obtient le nombre total de particules 
du gaz : 


œ es 
N= gVm'!: V'ede 
2 anths , ee-u/T 414" 


Introduisant une nouvelle variable d'intégration e/T=z, on peut 
alors écrire cette égalité sous la forme 


EUR TL ES (55,5) 


Cette formule détermine indirectement le potentiel chimique du gaz 
L en fonction de la température T et de la densité W/. 

En passant de la sommation à l'intégration dans les formules 
(52,4), (53,4) on obtient l’expression suivante pour le potentiel Q : 


Q=F er Vin (site )de. 


Intégrant par parties, on obtient : 


3 gVm © e"/1 de 
Bee 2 2 | ee-u/T +51" (55.6) 


Cette expression coïncide au facteur —2/3 près avec l’énergie totale 
du gaz qui est égale à : 


E=(ean, = ( __erde (55,7) 


2'/n2h3 ete-uVT 44 
0 
En tenant compte du fait que Q=-—PV, on obtient ainsi l’expres- 
sion suivante : 
PV=ÈE. (55,8) 
Puisque cette expression est exacte, elle doit rester vraie dans le 
cas limite d’un gaz de Boltzmann ; en effet, en introduisant la valeur 


E = 3/,NT, on obtient la formule de Clapeyron. 
En posaut #/T=2 la formule (55,6) donne 


Q= — PV =VT'af (#). (55,9) 
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où f est une fonction d'un seul argument, c'est-à-dire que Q/V est 
une fonction homogène de u et de T à la puissance 5/2!. 


Aussi —. 1 0Q ei NN: 14 20 
VV \aT/v = du )T.v 


sont des fonctions homogènes de u et de T à la puissance 3/2 et leur 
rapport S/N une fonction homogène d’ordre zéro, c'est-à-dire que 
S/N=œ(u/T). D'où l'on voit que pour un processus adiabatique 
(S =const) le rapport u/T reste constant, mais puisque N/VT*A n'est 
aussi fonction que de u/T on a 


VT°/: = const. (55,10) 
De (55,9) il découle que 
PV'/:= const, (55,11) 


et également que 7'/:/P=const. Ces égalités coïncident avec les 
équations de l’adiabatique de Poisson (43,9) pour un gaz monoatomi- 
que ordinaire. Soulignons cependant que les exposants des puissan- 
ces dans les formules (55,10-11) ne dépendent pas maintenant du 
rapport des chaleurs spécifiques (car les relations c,/c,=5/3 et 
c,—c,=1 n'ont plus lieu). 

La formule (55,6) écrite sous la forme 


eV 2m AT" a 2"/s d2 
— 3n2hs Î PAULINE (55,12) 


ainsi que la formule (55,5) déterminent sous forme paramétrique 
(le paramètre en question étant u) l'équation d'état du gaz, c'est- 
à-dire la relation entre P,V et T. Dans le cas limite d'un gaz de Boltz- 
mann (ce qui correspond à la condition et/T <£1) ces formules don- 
nent, comme il se doit, la formule de Clapeyron. Ceci peut être mon- 
tré en calculant également le premier terme correctif du développement 
dans l'équation d'état. 

Pour e“/T<£1 développons l’expression sous le signe somme dans 
(55,12) en série suivant les puissances de e#/T)-= ; en conservant les 
deux PEARICS termes du développement on a : 


2": dz : re 2 r-+) » 
Fine (z heT 1+ er dz = 
0 
3V x 1 
=—, eu/T (1 Fer). 


1 Si on calcule l'énergie à partir de l’expression (55,9), soit 


Eux Nu+TS— PV = ne TR+e 


on obtient de nouveau la relation (55,8). 
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Introduisant ce résultat dans (55,12) on a : 


: __ gVm mare 
Q=—PV=— evnp (rt). 


En ne conservant que le premier terme du développement, on ob- 
tient exactement la valeur de Boltzmann du potentiel chimique d'un 
gaz monoatomique [formule (45,5) dans laquelle g—1]. Le terme 
suivant donne la correction cherchée, on peut ainsi écrire 


gVm'AaT"/ 2h ” 
Q = Qboitz CTEUR TS T, (55,13) 


Mais les petites corrections à tous les potentiels thermodynamiques 
lexprimées à l’aide des variables correspondantes, voir (24,16) 
sont identiques. Ainsi, en exprimant le terme correctif dans Q en 
fonction de 7 et de V (ce qui peut s'effectuer avec la même précision 
à l’aide des expressions de Boltzmann) on obtient directement la 
correction apportée à l'énergie libre : 


D 


n°: 2 
F = Poor & Le (55,14) 


Enfin, en prenant la dérivée par rapport au volume, on obtient l’équa- 
tion d'état cherchée : 


Pv=NT [122 La ] (55,15) 


23 V(nT) 


La condition rendant petit le terme correctif dans cette formule 
coïncide évidemment avec la condition (45,6) permettant la statisti- 
que de Boltzmann. Ainsi, on voit que les écarts des propriétés d’un 
gaz parfait à celles du cas classique, lorsque la température baisse 
pour une densité donnée (on dit que la dégénérescence apparaît), con- 
duisent en statistique de Fermi à l’augmentation de la pression par 
rapport à sa valeur dans un gaz ordinaire ; on peut-dire que les effets 
d'échange quantiques conduisent dans ce cas à l’apparition d’une 
certaine « répulsion » efficace supplémentaire entre les particules. 

Au contraire, en statistique de Bose la grandeur de la pression 
du gaz varie en sens inverse, c’est une diminution par rapport à la 
valeur classique ; on peut dire qu'ici apparaît une certaine «attrac- 
tion » efficace entre les particules. 
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$ 56. Gaz électronique dégénéré 


L'étude des propriétés du gaz de Fermi, pour des températures 
suffisamment basses, a une grande importance de principe. Comme 
nous allons le voir les températures dont il sera question peuvent 
être élevées à d’autres points de vue. 

Nous parlerons ci-dessous du gaz électronique comme étant la 
plus importante des applications de la statistique de Fermi. Pour 
les électrons g—2 ; cependant nous n’allons pas introduire cette 
valeur dans les formules, afin que les formules obtenues puissent 
être directement appliquées à d’autres cas. 

Commençons par l’étude du gaz électronique pour le zéro absolu 
(gaz de Fermi complètement dégénéré). Les électrons dans un gaz se- 
ront répartis suivant les divers états quantiques de telle sorte que 
l’énergie totale du gaz ait la plus petite valeur possible. Puisque dans 
chaque état quantique il ne peut se trouver plus d'un électron, les élec- 
trons occuperont tous les états en commençant par l'énergie minimale 
(égale à zéro) jusqu'à une énergie maximale dont la grandeur cest 
déterminée par le nombre d'électrons du gaz. 

Le nombre d'états quantiques du mouvement de translation des 
particules avec la valeur absolue de l'impulsion se trouvant dans 
l'intervalle p et p+dp est égal à 


Snp?dp-V 
rh} 
En multipliant cette expression par g, on obtient le nombre total 
d'états quantiques avec l'impulsion considérée, soit : 


Vp°d 
en : (56,1) 


Le nombre d'électrons remplissant tous les états avec des impulsions 
comprises entre zéro et p, est par suite égal à 


ainsi, pour l'impulsion limite p,, on a: 


ne (e)"(E" 662) 


et pour l'énergie limite : 


eh 660 
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Cette énergie a un sens thermodynamique simple. Conformément 
à ce qui a été dit plus haut, la fonction de distribution de Fermi pour 
les états quantiques 
1 


POULE (56,4) 


à la limite T0 devient égale à l'unité pour toutes les valeurs e<u 
et à zéro pour e>u (sur la figure 5 cette fonction est représentée par 


Fig. 5 


une ligne continue). On voit que le potentiel chimique du gaz au 
zéro absolu coïncide avec la valeur limite de l’énergie des électrons : 


Le. (56,5) 


L'énergie totale du gaz s'obtient en multipliant le nombre des 
états (56,1) par p?/2m et en intégrant sur toutes les impulsions : 


Po 
V Vpi 
E = LA _ £V Po | 
amath \ PPT Somntfs 


ou en introduisant (56,2) 
3/6 \"ahR/N\n 
=5() F (7) N. (56,6) 


A l'aide de l'expression générale (55,8) on obtient finalement 
l'équation d'état du gaz : 


ATÉDÉ can 


Ainsi la pression du gaz de Fermi au zéro absolu est proportionnelle 
à la puissance 5/3 de sa densité. 

Les formules (56,6-7) sont approximativement applicables aux 
températures assez voisines (pour une densité donnée du gaz) du 
_zéro absolu. Elles sont applicables, de toute évidence, si T est petite 


GAZ ÉLECTRONIQUE DÉGÉNÈRÉ 491 


par rapport à l'énergie limite €, (condition d'un gaz « fortement dé- 
généré ») 


Ter D". (56,8) 


Cette condition, comme on pouvait s’y attendre, est contraire à la 
condition (45,6) rendant applicable la statistique de Boltzmann. 
La température déterminée par la relation T,æe, est appelée tem- 
pérature de dégénérescence. 

Un gaz électronique dégénéré a la particularité suivante : il est 
d’autant plus « parfait » que sa densité est grande. On peut facilement 
s’en rendre compte de la manière suivante. 

Considérons un gaz composé d'électrons et de noyaux à charge 
positive en nombre tel qu’ils compensent la charge des électrons (un 
gaz composé exclusivement d'électrons serait de toute évidence en 
général instable ; plus haut nous n'avons pas parlé de noyaux car 
nous avons supposé les gaz parfaits, donc l'influence des noyaux ne 
se fait pas sentir sur les grandeurs thermodynamiques du gaz 
électronique). L'énergie de l’interaction coulombienne des électrons 
et des noyaux (rapportée à un électron) est de l’ordre de Ze?/a, où 
Ze est la charge du noyau et a—(ZV/N) '/: la distance moyenne entre 
les électrons et les noyaux. Le gaz est parfait si cette énergie est 
petite par rapport à l’énergie cinétique moyenne des électrons, dont 
l’ordre de grandeur coïncide avec l'énergie limite e,. L'inégalité 


Ze’ 
7 < 0 


après l’introduction de a—(ZV/N)'# et de l'expression (56,3) pour 
e, devient 


> (R)'z. (56,9) 


On voit que cette condition est d'autant mieux remplie que la den- 
sité N/V du gaz est grande !. 


Problème 


Déterminer le nombre de collisions contre la paroï dans un gaz électronique 
au zéro absolu (poser g=2). 

Solution. Le nombre d'électrons (par unité de volume) avec des impul- 
sions dans l'intervalle dp, dont l'angle avec la normale à la paroi se trouve dans 
l'intervalle d6, est 

2-21 sin 0 dO p° dp 
(21h 


1 La température de dégénérescence correspondant à une densité du gaz 
électrunique égale à (e?m/h°)3Z? est 40 2‘! eV=0,5.101Z°/ degrés. 
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Le nombre de collisions cherché v (rapporté à cm° de paroi) est obtenu après 
multiplication par » cos 6 (>=—p/m) et intégration sur d8 de 0 à n/2 et sur dp, de 
0 à ps. On obtient finalement : 


ae 


16 m 


$ 57. Chaleur spécifique d’un gaz électronique dégénéré 


Pour des températures basses par rapport à la température de 
dégénérescence 7',, la fonction de distribution (56,4) a la forme don- 
née en pointillé sur la figure 5 : elle ne diffère notablement de l'unité 
ou de zéro que dans un intervalle étroit de valeurs de l’énergie & 
voisines de l'énergie limite e,. La largeur de cette zone d’étalement 
de la distribution de Fermi est de l’ordre de 7. 

Les expressions (56,6-7) ne sont rien d’autre que les premiers ter- 
mes du développement des grandeurs correspondantes suivant les 
puissances du rapport T/T, qui est une grandeur petite. Calculons 
les termes suivants de ce développement. 

La formule (56,6) contient une intégrale de la forme 


__1{e) de de 
r= Î PORULENE 


où f (e) est une certaine fonction (telle que l'intégrale soit convergen- 
te) ; pour (55,6) f (e)=e"/». Transformons cette intégrale en posant 
e—u=Tz, on a alors : 


œæ u/T œ 
LUA+T:) D 3 f(u—Tz) ds 1[(U+T2) dz 
re D Se TIRE. 
—u/ 0 0 


Dans la première intégrale, on a : 


on trouve ainsi 
l “ ( T =) dz r Tz)d 
1=(f(@)de-T [EE +7 (ALTO 2 
0 0 É 


Dans la seconde intégrale 2 prend la limite supérieure infinie, en 
tenant compte du fait que = >1 et que l'intégrale est rapidement 
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convergente !, on a : 


U 2 
_. Fu+T:)—f(u—T:) 3. 
OS re dz. 


Développons maintenant le numérateur de l’expression sous la secon- 
de intégrale en série de Taylor suivant les puissances de z et intégruns 
terme à terme : 


mn œ à 
1=[5te) de + 2T2j" (2 +5 rt" (| + 


L) 


En introduisant les valeurs des intégrales ? on obtient finalement : 


h _ 
1= | j(e) de +R Tef (u)+ 2 TA (b)+.. (671) 


1 Ceci veut dire que l’on néglige les termes exponenticellement petits. Il ne 
faut pas oublier que le développement obtenu ci-dessous (57,1) est une série 
asymptotique (et non une série convergente). . 

? Les intégrales de ce type se calculent de la manière suivante : 


Sx-14 r 2 

= 5 yx-r,-2 enr dr = 
e +1 (2 5 2 de À 
0 0 n=0 


=r@ Lerabea-n-nre ZE, 
n=zl 


n=] 


ou 


c X —1 
(Et=u-n-nruEw  &>0) ui) 
0 


œ 
où & (x) = > L est la fonction & de Riemann. 
n=! 


Pour z=1 l'expression (1) est indéterminée ; l'intégrale a pour valeur 


r dz 
(= 10 2. (2) 
0 


Pour zx pair entier (z=—2n) la fonction & s'exprime au moyen des nombres 
de Bernoulli B,, on a: 


7 M 1641 
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Le troisième terme du développement est donné à titre d'exemple ; 
ici on n’en a pas besoin. 

Posant dans la formule (57,1) f—æe*/:, puis en l’introduisant dans 
(55,6) on obtient le terme suivant cherché du développement du po- 
tentiel Q aux basses températures : 


R EV Tam" 
Q—=Q, —VT? pp (57,2) 
Q, désigne la grandeur Q au zéro absolu. 

Le second terme peut être considéré comme une faible correction 
pour Q,, et en exprimant u en fonction de T et de V au moyen de 
l'approximation d'ordre zéro (56,5) on peut écrire directement l’ex- 
pression de l'énergie libre [conformément à (24,16)] : 


2 B V\' à 
F=F,—ÉNT: (5) , (57,3) 
où nous avons posé pour plus de brièveté 
__ [Ex sm 
p=(s) 2. (57,4) 
On trouve ainsi l’entropie du gaz : 
y V 1/2 
S=BNT (+) : (57,5) 
2271 22n-1 4 
Fi = a°"B,. 6) 
0 
D'une manière analogue, on calcule les intégrales : 
Fri d2 
= =T (x) (x) > 1). (4) 
0 


Pour x pair entier (z=2n), on a 


œo 
22-142 _(2n)"B, 
CET (5) 
0 
Voici les premiers nombres de Bernoulli et quelques valeurs des fonctions & : 


1 1 1 1 
Bi=e, Br" Bs=75: B= 35: 


D(#/2)=2,612, C(Se)=1,341, L(3)—1,202, Ç(5)=1,037 
T'(S/2)= 1/2 Va, T' (5/2) =5/à Va. 
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& 


la chaleur spécifique 
C=BNT (7) (57,6) 

et l'énergie 
E=E,+ NT: (x) SE; [1 + 0,0713g% (FE) (+) .(57.7) 


Ainsi la chaleur spécifique d'un gaz de Fermi dégénéré aux bas- 
ses températures est proportionnelle à T 


$ 58. Gaz électronique relativiste dégénéré 


Au fur et à mesure de la compression du gaz l'énergie moyenne 
des électrons augmente (e, augmente) ; lorsqu'elle devient comparable 
à mc°, les effets relativistes deviennent importants. Nous allons étu- 
dier en détail un gaz électronique ultrarelativiste complètement 
dégénéré, l'énergie des particules étant grande par rapport à mec’. 
On sait que dans ce cas l'énergie de la particule est liée à son impul- 
sion par la relation 

E = Cp. (58,1} 


Les formules (56,1) et (56,2) restent valables pour le nombre 
d'états quantiques, donc également pour l'impulsion limite p,. 
L'énergie limite (c’est-à-dire le potentiel chimique du gaz) est main- 


tenant égale à 
Eo = CPo = (=) he +)". (58,2) 


L'énergie totale du gaz est 
Po 
ve CPS 
E = € Sdp —5P0 y 
2n°2h3 \ 8n°hs 
0 


, 


ou 
EF) "ten (T)". (58,3) 


a 
LS 


On peut obtenir la pression du gaz en dérivant l'énergie par rap- 
port au volume (pour une entropie constante et nulle). Ce qui donne 


Phi e(T" 60 


1 Nous avons omis les indices v et p dans la chaleur spécifique car à cette 
approximation C, et C, coïncident. 

En effet, nous avons vu au $ 23 que si S tend vers zéro pour T0 comme 7”, 
la différence C,—C, s'annule comme T?"+1; par conséquent ici : 


Ch—ConTs. 
7* 
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La pression d'un gaz électronique ultrarelativiste se trouve être pro- 
portionnelle à la puissance 4/3 de sa densité. 
Il] est indispensable de mentionner que la relation 


pV = _ (58,5) 


est vraie pour un gaz ultrarelativiste non seulement au zéro absolu, 
mais pour toute autre température. On peut s'en rendre compte de 
la même façon dont on a démontré la relation (55,8) à condition 
toutefois d'utiliser pour l'énergie la relation e=cp au lieu de 
e—p?/2m. En effet, pour e=cp la formule (52,4) donne pour Q 
l'expression : 
œ 
3, S8TV ( 2 ( +) 
Q RE TÉ e?In\1+e de, 


en intégrant par parties, on obtient : 


St. 2 [— ee — (58,6) 
Je 


Ainsi, pour un gaz de Fermi ultrarelativiste on obtient la valeur 
limite (pour £ donné) de la pression possible d'un corps macroscopique 
(voir $ 27). 

En introduisant la nouvelle variable e/T=z on a 


7 Gros | 
0 


gvTà F 23dz 
( e-W/T)+4 ° 
On voit alors que 
Q=VTij (+). (58,7) 
De même qu’au $ 55 on en déduit que pour un processus adiabatique 


le volume, la pression et la température d'un gaz de Fermi ultrare- 
lativiste sont liés par les relations : 


PV*‘h=const, VT$— const, = const, (58,8) 
celles-ci coïncident avec l'équation ordinaire de l'’adiabatique de 


Poisson avec y—"*/, ; soulignons cependant que y n’est pas ici le 
rapport des chaleurs spécifiques du gaz. 
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Problèmes 


1. Déterminer le nombre de collisions contre les parois d'un gaz électronique 
ultrarelativiste complètement dégénéré!. 
Solution. Le calcul s'effectue tout comme au $ 56, on ne doit pas oublier 
que la vitesse des électrons est z=c. On obtient : 
cN 


V=—— 


AV: 


déés Dérrminée la chaleur spécifique d'un gaz électronique ultrarelativiste 
néré. 

Solution. En appliquant la formule (57,1) à l'intégrale dans (58,6) on 
trouve 


0-0, WT} 
6(ch)s 
D'où l'entropie L 
CT (3x?)” ( Lé je 
3(ch} 3ch N 


et la chaleur spécifique 


3. Déterminer l'équation d'état d'un gaz électronique relativiste complè- 
tement Lee (l'énergie de l'électron est liée à son impulsion par la relation 
e3=cip+m'ct). 

Solution. Le nombre d'états quantiques et l'impulsion limite p, sont 
donnés par les formules (56,1) et (56,2), l'énergie totale est égale à 


Pe 


E = | p? Vm*c?+ pr.dp, 
0 
d'où 
V PRE 
E= {ve (23 + met) V PE mie —(me)t Arsh pl 


Pour la pression P=—(5) on a 


ôv S=0 


P {0 (+ Pi— mset) V p2 + mc? + (mc)* Arsh pe : 


Se 
Bx?hs 


Les formules obtenues peuvent être mises sous forme paramétrique en introdui- 
sant le paramètre 


=4 Arsh 0, 
me 


1 Dans tous les problèmes on suppose que g=2. 


198 DISTRIBUTIONS DE FERMI ET DE BOSE 


Ou obtient alors 


V = (8 


$ 59. Gaz de Bose dégénéré 


Aux basses températures les propriétés du gaz de Bose n'ont rien 
de commun avec celles du gaz de Fermi. C’est évident, car pour un gaz 
de Bose l’état de moindre énergie dans lequel le gaz se trouve pour 
T=0 doit être l’état correspondant à E =—0 (toutes les particules se 
trouvent dans l’état quantique correspondant à e—0), quant au gaz 
de Fermi son énergie au zéro absolu est différente de zéro. 

Si pour une valeur donnée de la densité N/V du gaz on abaisse 
la température, le potentiel chimique déterminé par l’équation 
(55,5) (avec le signe inférieur) augmentera, c’est-à-dire qu'étant 
négatif il diminuera en valeur absolue. Il atteindra la valeur p—0 
à des températures déterminées par l'égalité : 


ÉLMEE e(mT)h TV zd 
V 2'rnths e—1° 
Ci] 


(59,1) 


L'intégrale figurant ici s'exprime à l’aide de la fonction & (voir note 
page 193) ; désignant par 7, la température cherchée on a: 


3,31 k2 (y. (59,2) 


ge m 
Pour TT, l’équation (55,5) n’a pas de solutions négatives, par con- 
tre en statistique de Bose le potentiel chimique doit être négatif pour 
toutes les températures. 

Cette contradiction apparente est liée au fait que dans ces condi- 
tions on ne peut pas passer de la sommation [dans la formule (53,3)] 
à l'intégration [dans la formule (55,5)]. En effet, le premier terme 
de cette somme (avec e,—0) se trouve être multiplié par Ve=0, 
c'est-à-dire qu'il disparaît de la somme. Mais lorsque la température 
diminue les particules doivent s’accumuler justement dans cet état 
d'énergie moindre jusqu’à ce qu’elles ne s’y trouvent toutes pour 
T=0. Mathématiquement ceci s'exprime de la façon suivante : 
dans la somme (53,3) à la limite —0, la somme de tous les termes de 
la série, mis à part le premier, tend vers une limite finie [déterminée 


To= 
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par l'intégrale (55,5)], et le premier terme (avec e,=0) tend vers 
l'infini. Faisant tendre u non pas vers zéro, mais vers une certaine 
grandeur petite mais finie, on peut donner au premier terme mention- 
né de la somme la valeur finie requise. 

Ainsi en réalité pour TT, les particules d'énergie e>0 sont 
réparties suivant la formule (55,4) avec u=0 : 


AN = ER EVE CP Ese (59,3) 


2"/. mhs e e/T —1 ï 


Le nombre total de particules dont les énergies sont e>>0 sera par 
conséquent : 


V (mTy!: T \" 
Nese= (an, = dame (Ve NT )". 


2"rn2hs e— 
Les autres ‘ 
Neo=N [ 1— (7)"] (59,4) 


particules se trouveront dans l'état inférieur, c'est-à-dire que leur 
énergie sera e—0!. L'énergie du gaz pour T<<T, n'est évidemment 
déterminée que par les particules pour lesquelles e>>0 ; posant dans 
(55,7) u=0 on a : 


œ 
E = gV (mT)Y'T (nT) "aT ( 2 ee. 
ohanhs Je 
0 


s 


Cette intégrale se réduit à & (°/.) (voir note page 193) ; on obtient 
m'aT"/ 


hs 


E=0,770NT (Fr F 4 = 0,128g y, (59,5) 


d’où la chaleur spécifique 
5E 


Co =: 


(59.6) 


s 


c’est-à-dire que la chaleur spécifique est proportionnelle à T'. 
Intégrant la chaleur spécifique on obtient l'entropie : 


SF (59,7) 


1 L'effet d'accumulation des particules dans l'état e—0 est souvent appelé 
« condensation de Bose-Einstein ». Soulignons qu'il ne peut s'agir que de « con- 
densation de l'espace des impulsions » ; il n’y a évidemment aucune conden- 
sation réelle 
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et l'énergie libre F=E-—TS : 
F=—ÊE. (59,8) 


Ce dernier résultat est tout à fait naturel, car pour nu =0 
F:=O—PV=Nu+Q=Q. 
: __ fer 
Pour la pression p=—() on a 
m''aT"/a 


hs 


On voit que pour TT, la pression est proportionnelle à T°: et ne 
dépend nullement du volume. Ceci découle tout naturellement du 
fait que les particules à l'état e=0 n'ayant pas d’impulsion ne con- 
tribuent pas à la pression. 

Au point T=T, toutes les grandeurs thermodynamiques préci- 
tées sont continues. On peut cependant montrer que la dérivée de la 
chaleur spécifique par rapport à la température fait en ce point un 
saut (voir problème à la fin du présent paragraphe). La courbe de la 
chaleur spécifique en fonction de la température présente au point 
T=T, une discontinuité et la chaleur spécifique est maximale en 


NS 


ce point (elle est égale à 1,28. 2 N). 


P =0,0851g (59,9) 


Problème 


Déterminer le saut de la dérivée Pe au point T=Te. 


| v 
Sulution. Pour résoudre le problème il faut déterminer l'énergie du 
az pour de petites valeurs positives de T—T,. Ecrivons l'égalité (55,5) sous 
a forme 
[1 


Fr : 
ENT sm | PE per dir er à LAS 
d DES 2'aths. ete m/T _ 4 et/T 1 ee 
[] 


où la fonction N,(T) est déterminée par l'égalité (59,1). Développons l'expression 
sous le signe somme, sans oublier que u est petit au voisinage du point T=T,, 
donc le domaine des petites valeurs de e dans l'intégrale est important ; cette 
intégrale est donc égale à 

œo 


: de _ 
Tu | CT AT 
J Vee+inh) 
En introduisant cette valeur et en exprimantyu en fonction de N—N, on obtient : 
2n2h /No —N\ 
TH— tm ( TV; 


RAYONNEMENT NOIR 201 


Avec la même précision on obtient maintenant : 


6E 149, 4 23 
m2 23e 
d'où a 
3 an?h$ No—N\2 
E= Et y Nate Eos No ("pe L 


Eo=EotT) désigne ici l'énergie correspondant à u=0, c'est-à-dire c'est la fonction 
po La dérivée seconde du second terme par rapport à la température donne 
e toute évidence le saut cherché de la chaleur spécifique. Le calcul donne 


0C,\ _ Gn’#s 1 6N,\2 N 
a($),= 7 gimsVi [ve (F7) LES 


La valeur de la dérivée (Se) pour T=T,—0 est égale, conformément à (59,5), 
x v 
à+2,89 N/T4, et pour T=7,+0 elle est par conséquent égale à—0,77 N/To. 


$ 60. Rayonnement noir 


L'une des principales applications de la statistique de Bose est 
le rayonnement électromagnétique à l'équilibre thermique ou rayon- 
nement noir. 

Le rayonnement noir peut être considéré comme un € gaz » com- 
posé de photons. La linéarité des équations de l’électrodynamique 
exprime le fait que les photons n’interagissent pas entre eux (principe 
de superposition pour le champ électromagnétique), ainsi le « gaz de 
photons » se trouve être un gaz parfait. Par suite du fait que le mo- 
ment de la quantité de mouvement du photon est entier, ce gaz est 
régi par la statistique de Bose. 

Si le rayonnement a lieu non pas dans le vide mais dans un cer- 
tain milieu matériel, pour que le gaz de photens soit parfait il faut 
également que l'énergie d'interaction du rayonnement et de la matiè- 
re soit faible. Cette condition est remplie pour les gaz (pour tont le 
spectre de rayonnement, à l'exception des fréquences voisines des 
lignes d’absorption de la matière ; pour des matières très denses 
ceci ne peut être observé que pour des températures très élevées. 

Il ne faut pas oublier que la présence ne serait-ce que d’une petite 
quantité de matière est indispensable pour que l'équilibre thermique 
puisse s'établir dans le rayonnement, car l’interaction entre les pho- 
tons est inexistante !. Le mécanisme établissant l'équilibre est l'ab- 
sorption et l'émission de photons par la matière. Ceci donne au gaz 
de photons un caractère spécifique : le nombre de particules N de 
ce gaz est variable et non pas constant comme dans un gaz ordinaire. 


1 L'interaction tout à fait insignifiante due à la possibilité d'apparition 
de paires électron-positron virtuelles étant mise à part. 
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Ainsi N doit être déterminé par la condition d'équilibre thermique. 
Si l'on exige que l’énergie libre du gaz soit minimale (pour T 
et V donnés), on trouve que l'une des conditions nécessaires est 


7 =0. Mais puisque (% 


= on trouve que 
ON Jr. h q 


U = 0, (60,1) 


c'est-à-dire que le potentiel chimique du gaz de photons est égal à 
zéro. 

La distribution des photons suivant les divers états quantiques 
d'énergie e,—hw,, où w, sont les fréquences propres du rayonnement 
dans le volume V, est déterminée par conséquent par la formule 
(53,2) avec u=0 : 

- 1 


= -—— à 
: chuu/T 


(60,2) 
C'est la distribution de Planck. 

Si l’on suppose que le volume est suffisamment grand, on peut 
passer comme d'habitude ! de la distribution discrète à la distribu- 
tion continue des fréquences propres. Le nombre d’oscillations pro- 
pres avec les composantes du vecteur d'onde f dans les intervalles df,, 
df,, df, est, comme on sait, +. 


a df, dj, df., 
et le nombre d'oscillations pour lesquelles la valeur absolue du vec- 
teur d’onde se trouve dans l'intervalle df est par conséquent 


GS =— Anf°df. 


En introduisant la fréquence w=—cf et en multipliant par 2 (deux 
directions indépendantes de la polarisation des oscillations) on trouve 


le nombre d'états quantiques des photons avec des fréquences dans 
l'intervalle entre w et w+do : 


Vw?do 
n° 


(60,3) 


En multipliant la distribution (60,2) par cette valeur on trouve 
le nombre de photons dans cet intervalle de fréquences 


24 
aN,, = 7 re , (60,4) 


! Voir « Théorie du champ », $ 52. 
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et en multipliant encore par kw on obtient l'énergie de rayonnement 
de ce domaine du spectre : 


Vh  wëdw 


Cette formule, qui donne la distribution spectrale de l'énergie du 
rayonnement noir, est appelée formule de Planck (1900). Exprimée 


16 


D ge D Ge 1 @ 8 
Fig. 6 


en fonction des longueurs d'onde À=2xc/o, elle devient 


46n2ch V di 
AS eanhe/Th _4 


dE, = (60.6) 


Pour des fréquences basses (ho ET) la formule (60,5) donne 
dE, =V vo. (60,7) 


C’est la formule de Rayleigh-Jeans. 1] faut remarquer qu'elle ne con- 
tient pas la constante quantique À et peut être obtenue en multi- 
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pliant le « nombre d’oscillations propres » (60,3) par T ; en ce sens 
elle correspond à la statistique classique pour laquelle à chaque de- 
gré de liberté oscillatoire doit correspondre l'énergie 7 (loi d'équipar- 
lition, $ 44). 

Dans l’autre cas limite des fréquences élevées (ÂwS>T) la formule 
(60,5) donne 


& he 
dE, =V a we Tdo. (60,8) 


C'est la formule de Wien. 

La figure 6 donne le graphique de la fonction a correspondant 
à la distribution (60,5). 

La « densité » de la distribution spectrale de l'énergie du rayon- 


w 


É : L dE o A 
nement noir suivant les fréquences — a un maximum pour la fré- 


do 
quence w=0,,, celle-ci étant donnée par l'équation 
hoe 2,822. (60,9) 


Ainsi, lors de l’augmentation de la température le maximum de la 
distribution se trouve être déplacé dans le sens des fréquences élevées 
proportionnellement à 7 (loi du déplacement) !. 

Calculons les grandeurs thermodynamiques du rayonnement noir. 
Pour p=0 l’énergie libre F coïncide avec Q (car F=D—PV=Nu+ 
+Q). Conformément à la formule (53,4) dans laquelle on pose 1 —0 
et où on passe d’une manière habituelle |à l’aide de (60,3)} de la 
sommation à l'intégration on obtient : 


ÿ h 
F=T-\utin (1—e-7) du. (60,10) 
0 


En introduisant la variable d'intégration z—hw/T et en intégrant 
par parties on obtient : 
à œ 
T* z$dz 
Per Bale | e*—1" 
0 


1 La « densité » de la distribution suivant les longueurs d'onde dE;/dX a 
également un maximum, mais pour une autre valeur du rapport analogue : 


Ainsi, le point du maximum (4,) de la distribution suivant les longueurs d'onde 
se déplace proportionnellement à l'inverse de la température. 
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L'intégrale figurant ici est égale à x*/15 (voir note page 193). Ainsi 
Papa pre 
Sr sVT (60,11) 
Si T est mesuré en degrés, le coefficient © (constante de Stefan-Boltz- 
mann) est égal à 


ee —567.10- 8 
eu LL 10 degré: (60,12) 
L'entropie est 
ôF 160 
= TZ VTS. (60,13) 


Elle est proportionnelle au cube de la température. L'énergie totale 
du rayonnement E=F-+TS est égale à 


E—VTi= —3r. (60,14) 


Il est évident qu'on aurait pu obtenir directement cette expression 
en intégrant la distribution (60,5). Ainsi, l’énergie totale du rayon- 
nement noir est proportionnelle à la quatrième puissance de la tem- 
pérature. C’est la loi de Boltzmann. 


Pour la chaleur spécifique du rayonnement C=(7) on a :' 


TT }y 
C,= Ty. (60,15) 
Enfin la pression sera : 
P== rat (60.16) 
PV =. (60 17) 


Comme on pouvait s’y attendre, pour un gaz de photons on trouve 
la même expression limite pour la pression que pour un gaz électro- 
nique ultrarelativiste ($ 58) ; la relation (60,17) se trouve être la 
conséquence directe de la dépendance linéaire (e=cp) entre l’énergie 
et l'impulsion de la particule. 

Le nombre total de photons du rayonnement noir est 

œ œ 
V [ee o?do VTS3 ( zdz 
nes J ReT 5 rob. 1" 

a 


L'intégrale figurant ici s'exprime à l’aide de &(3) (voir note page 193). 
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Ainsi : 


=5®(T\y-om(2) 
N=#< (x) V=o2a(r V. (60,18) 

Lors de la dilatation ou de la compression adiabatiques du gaz 
de photons le volume et la température sont liés par la relation VT3— 
=const. Par suite de la relation (60,16), la pression et le volume sont 
liés par la relation PV‘:=const. En comparant avec (58.8), on voit 
que l’équation de l’adiabatique du gaz de photons coïncide (comme 
on pouvait s’y attendre) avec l'adiabatique d’un gaz électronique 
ultrarelativiste. 

Considérons un corps quelconque en équilibre thermique avec le 
rayonnement noir ambiant. Le corps réfléchit et absorbe d'une ma- 
nière continue les photons incidents en rayonnant simultané- 
ment de nouveaux photons ; à l’équilibre tous ces processus se com- 
pensent mutuellement de telle sorte que la distribution des fréquen- 
ces et des directions des photons reste en moyenne inchangée. 

Par suite de l'isotropie complète du rayonnement noir chaque 
élément de volume rayonne uniformément un flux d'énergie dans 
toutes les directions. Désignons par 


1 dE, fus 
€ (@)= 7 0 ire heT 1 (e wT 4) (60,19) 


la « densité spectrale » du rayonnement noir rapportée à l'unité 
de volume et d'intervalle d’angle solide. Ainsi, la densité du flux 
d’énergie dans l'intervalle de fréquences dw, émis par chaque point 
dans l'élément d'angle solide do, sera : 


ce, (w) do du. 


L'énergie (dans l'intervalle de fréquences dw) tombant par unité de 
temps sur l'unité de surface du corps sous l'angle 6 avec la normale 
sera 


ce, (w) cos 8 do dw, do=2xrsin0 d6. 


Désignons par A(w, 8) le « pouvoir absorbant » du corps en fonc- 
tion de la fréquence de rayonnement et de la direction incidente, 
cette grandeur se détermine comme une partie de l'énergie de 
rayonnement, dans l'intervalle de fréquences donné, tombant sur la 
surface du corps et absorbée par celui-ci (la partie du rayonnement 
traversant le corps, s’il y a lieu, étant mise à part). La quantité de 
rayonnement absorbée (par seconde et cm° de surface) sera : 


ce, (@) À (w, 8) cos 8 do do. (60,20) 


Supposons qu'il n’yait ni diffusion du rayonnement, ni fluorescence 
du corps, c'est-à-dire que la réflexion se produit sans changement de 
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l'angle 6 et de la fréquence. De plus nous supposons que le rayon- 
nement ne traverse pas le corps ; autrement dit tout le rayonnement 
non réfléchi est complètement absorbé. La quantité de rayonnement 
(60.20) doit alors être compensée par le rayonnement émis par le 
corps lui-même dans les mêmes directions et aux mêmes fréquences. 
Désignant par J/(w, 8) dwdo l’intensité d'émission (par cm° de sur- 
face) et en l’égalant à l'énergie absorbée on obtient la relation sui- 
vante : 


J (6, 8) = ce, (w) 4 (w, 8) cos 6. (60,21) 


Les fonctions /(w, 6) et À (w, 6) sont évidemment différentes pour 
différents corps. On voit cependant que leur rapport ne dépend pas 
des propriétés du corps et est une fonction universelle de la fréquence 
et de la direction : 
J(w, 6) 
À (w, 6) 


=ce, (œ)cos 8, 


déterminée par la distribution de l'énergie dans le spectre du rayon- 
nement noir (à une température égale à celle du corps) ; cette affir- 
mation constitue la loi de Kirchhoff. 

S’il y a diffusion de la lumière par le corps, il faut faire certaines 
restrictions lorsque l’on formule la loi de Kirchhoff. Puisque dans 
ce cas la réflexion se produit avec changement de l’angle 6, la con- 
dition d’équilibre ne conduit qu’à l’égalité du rayonnement absorbé 
dans toutes les directions (pour une fréquence donnée) et de l’émis- 
sion totale du corps également dans toutes les directions : 


\ J (w, 8) do= ce, (&) \ A (w, 8) cos 8 do. (60.22) 


L'angle 6 change en général même dans le cas où le rayonnement 
traverse le corps (par suite de la réfraction à l’entrée et à la sortie 
du corps). Dans ce cas, la relation (60,22) doit être intégrée sur toute 
la surface du corps ; les fonctions A(w, 6) et /(w, 8) dépendent alors 
non seulement du corps, mais également de sa forme et du point 
considéré de la surface. 

Enfin, s’il y a diffusion avec changement de fréquence (fluorescen- 
ce) la loi de Kirchhoff n’est vraie que pour les intégrales totales tant 
sur les directions que sur les fréquences de rayonnement : 


\ \ J(w, 8)dodw=c [S e, (&) À (w, 8)cos 8 do do. (60,23) 


Un corps qui absorbe complètement tout le rayonnement tombant 
sur lui est appelé corps noir parfait 1. Par définition pour un tel 


1 On peut réaliser un tel corps sous la forme d'une cavité, munie d’un petit 
trou, dont les parois absorbent bien. Tout rayon tombant de l'extérieur dans 
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corps A(w, 8)—1 et son pouvoir rayonnant est entièrement déterminé 
par la fonction 


Jo, 8) =ce, (w)cos0, (60,24) 


qui est la même pour tous les corps noirs parfaits. Remarquons que 
l'intensité du rayonnement d'un corps noir parfait dépend d'une 
manière fort simple de la direction — elle est proportionnelle au 
cosinus de l'angle de cette direction avec la normale à la surface. 
L’intensité totale du rayonnement J, d’un corps noir parfait s’ob- 
tient par intégration de (60,24) su: toutes les fréquences et tous les 
angles solides d'une demi-sphère : 


æ 7/2 
Jo=c ( e, (w) du Ÿ 2x cos 8 sin 0 40 =, 
0 0 


où E est déterminé par la formule (60,14). Ainsi 
J,=0T#, (60.25) 


c’est-à-dire que l'intensité totale du rayonnement d'un corps noir 
parfait est proportionnelle à la quatrième puissance de la température. 

Enfin considérons un rayonnement ne se trouvant pas en équilibre 
thermique, tant pour la distribution spectrale du rayonnement que 
pour la distribution dans toutes les directions. Soit e (w, n) dwdo la 
densité spaciale de ce rayonnement dans l'intervalle spectral do dont 
la direction du vecteur d'onde n se trouve dans l'élément d'angle so- 
lide do. On peut introduire la notion de température du rayonnement 
dans chaque petit intervalle de fréquences et de directions ; c'est 
la température pour laquelle la densité e(w, n) est égale à la valeur 
donnée par la formule de Planck, c'est-à-dire 


e(o, n)=e, (o). 


Désignant cette température par 7,.n on a 


T He he 
Sn kw 1 ] (60,26) 
Li { 17m co. | 


Soit un corps noir parfait rayonnant dans l'espace ambiant (vi- 
de). Le rayonnement se propage librement suivant les rayons droits, 
et hors du corps il se trouve hors de l’équilibre thermique, il ne sera 
plus isotrope dans toutes les directions comme doit l’être le rayon- 
nement en équilibre. Puisque les photons se propagent dans le vide 


ce trou peut entrer dans cette cavité et ne peut en sortir qu'après des réflexions 
multiples sur les parois de la cavité. Ainsi, si le trou a des dimensions suffisam- 
ment petites, la cavité absorbera pratiquement tout le rayonnement tombant 
sur le trou, ainsi la surface du trou sera un corps noir parfait. 
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sans interaction mutuelle, on péut en toute rigueur appliquer le 
théorème de Liouville à la fonction de distribution des photons dans 
leur espace des phases, c'est-à-dire suivant les coordonnées et les 
composantes du vecteur d'onde !. Conformément à ce théorème la 
fonction de distribution reste constante le long des trajectoires de 
phase. La fonction de distribution coïncide, à un facteur dépendant 
de la fréquence près, avec la densité du rayonnement spatiale 
e(w,n, r) de direction et de fréquence données. Puisque la fréquence 
d'émission ne varie également pas lors de la propagation, on peut 
énoncer le résultat important suivant : dans tout élément d'angle 
solide dans lequel, à partir d'un point de l'espace, se propage le 
rayonnement, la densité du rayonnement e (w, n, r) sera égale à la 
densité qu'il avait à l'intérieur du corps noir qui l'a émis, c'est-à-dire 
à la densité e,(w} du rayonnement noir. Tandis que dans le rayon- 
nement en équilibre une telle densité existe pour toutes les directions, 
ici elle n'aura lieu que pour un certain intervalle de directions choi- 
sies. 
En déterminant la température du rayonnement hors d'équilibre 
suivant (60,26), on peut exprimer ce résultat autrement, en disant 
que la température T4, , sera égale à la température 7 du corps noir 
rayonnant dans toutes les directions dans lesquelles (pour tout point 
de l’espace) il y a propagation du rayonnement. Si l'on détermine 
la température du rayonnement d'après la densité moyenne pour 
toutes les directions elle sera évidemment inférieure à la température 
du corps noir. 

Toutes ces conséquences du théorème de Liouville restent vraies 
dans le cas des miroirs réfléchissants et des lentilles réfringentes — si 
l’on suppose évidemment que l'on peut appliquer l'optique géomé- 
trique. Le rayonnement peut être focalisé à l’aide de miroirs et de 
lentilles, c’est-à-dire que l'on peut augmenter la plage des directions 
des rayons (dans un point de l’espace donné). On peut ainsi augmenter 
la température moyenne du rayonnement en ce point ; mais d'après 
ce qui précède on ne peut en aucun cas la rendre supérieure à la 
température du corps noir émetteur. 


1 Si l'on considère le cas limite de l'optique géométrique, on peut parler 
des coordonnées du photon. 
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$ 61. Corps solides. Basses températures 


Les méthodes statistiques de calcul des grandeurs thermodÿna- 
miques peuvent également être appliquées aux corps solides. Ces 
corps sont caractérisés par le fait que leurs atomes n'’effectuent que 
de petites oscillations autour de certaines positions d'équilibre, qui 
sont les « nœuds » du réseau cristallin. La disposition mutuelle des 
nœuds correspondant à l'équilibre thermicuc du corps doit être en 
quelque sorte privilégiée parmi toutes les autres répartitions pos- 
sibles, dont cette disposition est régulière. En d’autres termes, à 
l'équilibre thermique un corps solide doit être cristallisé. 

En plus des cristaux on rencontre dans la nature des corps soli- 
des amorphes dans lesqueis les atomes vibrent autour de points dis- 
posés d’une manière chaotique. Du point de vue thermodynamique 
de tels corps sont métastables et devraient dans le temps se cristal- 
liser. En fait, cependant les temps de relaxation sont tellement grands 
que les corps amorphes se conduisent pendant un temps pratiquement 
illimité comme s'ils étaient stables. Tous les calculs ci-dessous se 
rapportent tant aux corps cristallisés qu'à ceux qui sont amorphes. 
La différence consiste en ce que les corps amorphes n'étant pas en 
équilibre, on ne peut leur appliquer le théorème de Nernst, et pour 
T—0 leur entropie tend vers une valeur différente de zéro. Ainsi, 
pour les corps amorphes, il faudrait ajouter à la formule obtenue 
ci-dessous (61,7) pour l’entropie une certaine valeur constante S, 
(à l'énergie libre il faut ajouter le terme correspondant 7S,) ; cette 
constante peu importante, qui n’a en particulier aucune influence 
sur la chaleur spécifique, sera omise. 

L'entropie «restante», ne disparaissant pas lorsque T—0, 
peut être observée également pour les corps solides cristallisés par 
suite de l’effet dit de mise en ordre des cristaux. Si le nombre de 
nœuds du réseau cristallin que peuvent occuper les atomes d’un type 
donné, coïncide avec le nombre de ces atomes, à côté de chaque nœud 
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se trouve un atome ; en d’autres termes, la probabilité de trouver 
un atome quelconque (du type considéré) au voisinage d'un nœud 
est égale à l'unité. De tels cristaux sont appelés complètement ordon- 
.nés. Il existe cependant des cristaux dans lesquels les atomes peuvent 
se trouver non seulement à « leurs » places (c'est-à-dire aux places 
qu'ils occuperaient si la régularité était complète), mais également 
à la place des autres. Dans ce cas le nombre de nœuds que peut oc- 
cuper un atome d’un certain type est supérieur à celui des atomes ; 
il est de plus évident que la probabilité de trouver des atomes consi- 
dérés, tant dans les anciens nœuds que dans les nouveaux, est 
différente de l'unité. 

Par exemple, l’oxyde de carbone solide est un cristal moléculaire 
dans lequel la molécule CO peut avoir deux orientations opposées 
obtenues par permutation des atomes C et O ; le nombre de places 
où peuvent se trouver les atomes C (ou O) est dans ce cas deux fois 
supérieur au nombre d’atomes. 

A l'équilibre thermodynamique total au zéro absolu tout cris- 
tal doit être complètement ordonné, et les atomes de divers types 
doivent occuper des places bien déterminées. Mais par suite de la 
lenteur des processus de réorganisation du réseau, en particulier aux 
basses températures, un cristal qui n’est pas tout à fait ordonné 
à haute température, peut en fait rester ainsi aux basses tempéra- 
tures. Une telle « congélation » des défauts d'ordre conduit à l'ap- 
parition d’un terme résiduel constant dans l’entropie. Ainsi, dans 
l'exemple mentionné ci-dessus du cristal CO, si les molécules CO 
occupent les deux orientations avec une égale probabilité, l'entropie 
résiduelle sera égale à S,=In 2. 

Conformément à la mécanique classique tous les atomes sont 
immobiles au zéro absolu, et l'énergie potentielle de leur interaction 
doit être minimale à l'équilibre. Ainsi, aux températures suffisam- 
ment basses, les atomes ne doivent tout au moins effectuer que de 
petites oscillations, c'est-à-dire que tous les corps doivent être soli- 
des. Cependant, les effets quantiques peuvent conduire à des excep- 
tions à cette règle. Tel est l’hélium liquide, qui est l'unique substance 
restant liquide au zéro absolu (pour des pressions inférieures à 25 
atmosphères) ; toutes les autres substances se solidifient bien avant 
que les effets quantiques ne soient sensibles !. 

Remarquons que pour qu’un corps soit solide il faut que sa tem- 
pérature soit suffisamment basse. La température T doit, tout au 
moins, être petite par rapport à l'énergie d'interaction des atomes 
(en fait, aux températures plus élevées tous les corps solides fondent 


1 Les effets quantiques deviennent importants lorsque la longueur d’onde 
broglienne correspondant à l'agitation thermique des atomes devient comparable 
aux distances interatomiques, soit à 2-3° K dans l'hélium liquide. 
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cu se décomposent). Par conséquent, les oscillations des atomes d’un 
corps solide autour de leur position d'équilibre sont toujours petites. 

Soit N le nombre de molécules du corps, v le nombre d’atomes 
dans une molécule. Le nombre total d'atomes est alors Nv. Trois 
des 3Nv degrés de liberté correspondent au mouvement de transla- 
tion et trois au mouvement de rotation du corps en entier. Ainsi, le 
nombre de degrés de liberté d’oscillation est égal à 3Nv—6 ; mais 
puisque 3Vv est grand, on peut évidemment négliger le nombre 
6 et supposer que le nombre de degrés de liberté oscillatoires est 
simplement égal à 3MWw. 

Soulignons que nous négligerons les degrés de liberté « internes » 
(électroniques) des atomes des corps solides. Ainsi, si ces degrés 
de liberté sont importants (ce qui peut avoir lieu en particulier 
pour les métaux), toutes les formules ci-dessous ne concernent que 
la partie (dite de « réseau ») des grandeurs thermodynamiques du 
corps solide qui est liée aux oscillations des atomes. Pour obtenir 
les valeurs totales de ces grandeurs, il faut ajouter à la partie de 
« réseau » la partie électronique (voir $ 69). 

Du point de vue mécanique, un système à 3Wv degrés de liberté 
oscillatoires peut être considéré comme un ensemble de 3Ww oscilla- 
teurs indépendants, dont chacun correspond à une oscillation normale. 
Les grandeurs thermodynamiques liées à un degré de liberté oscilla- 
toire ont déjà été calculées au $ 49. Ces formules nous permettent 
d’écrire directement l'énergie libre d’un corps solide sous la forme 
suivante !: 


ko 
F=Ne+TŸIn Gsee) (61,1) 
œ 


La somme est prise pour toutes les 3Nv oscillations normales qui por- 
tent l'indice &. À la somme pour les oscillations nous avons ajouté 
le terme We, représentant l'énergie d'interaction de tous les atomes 
du corps à l’état d'équilibre (plus exactement dans l’état d’oscilla- 
tions « nulles ») ; cette énergie est évidemment proportionnelle au nom- 
bre N de molécules du corps, ainsi l'énergie #, est rapportée à une 
molécule. I] ne faut pas oublier que €, n’est en général pas constante 
et est une fonction de la densité (ou du volume spécifique) du corps : 
lorsque le volume change, les distances interatomiques, donc l’éner- 
gie d'interaction du corps changent elles aussi. Pour un volume 
donné e, ne dépend pas de la température : eç—e(V/N). Comme 
d'habitude, les autres grandeurs thermodynamiques peuvent être 
obtenues à partir de l'énergie libre. 


! Les oscillations ont été quantifiées pour la première fois par Einstein 
(1907) lors du calcul des grandeurs thermodynamiques d'un corps solide. 
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Considérons le cas limite des basses températures. Pour des va- 
leurs petites de T', dans la somme suivant les a seuls entrent en ligne 
de compte les termes de faibles fréquences ho, — T. Mais, comme on 
sait, les oscillations de faibles fréquences ne sont rien d’autre que 
les ondes sonores. La longueur de l’onde sonore est liée à la fréquence 


par h<, où u est la vitesse du son. Pour les ondes sonores la lon- 


gueur d’onde est grande par rapport à la constante du réseau a (15>a), 
ce qui veut dire que we. En d’autres termes, pour que les oscil- 


lations puissent être considérées comme des ondes sonores la tempé- 
rature doit satisfaire à la condition que l’on peut écrire de la manière 
suivante : 


pen (61.2) 


Supposons que le corps est isotrope (corps solide amorphe). On 
sait que dans un solide isotrope peuvent se propager des ondes sono- 
res longitudinales (nous désignerons par u, leur vitesse) et des ondes 
transversales d’égale vitesse de propagation u, ayant deux directions 
indépendantes de polarisation. La fréquence de ces ondes est liée à 
la valeur absolue du vecteur d'onde k par la relation linéaire © — 
=u,k ou o=u,k. 

Dans le spectre des ondes sonores le nombre d’«oscillations 
propres » dont la valeur absolue des vecteurs d'onde se trouve 
dans l'intervalle dk et de polarisation donnée est 

4ank?dk 
ns : 


où V est le volume du corps. En supposant que pour l’une des trois 
polarisations indépendantes k=—œ/u, et pour les deux autres k=— 
=o/u,, on trouve que le nombre d'oscillations dans l’intervalle 
do est égal à 


o? do / 1 2 
VS Ga) (61,3) 


Introduisons une certaine vitesse moyenne du son 4 au moyen de 
la formule : . 
3 2 1 
Pr] + ru 
Ainsi l’expression (61,3) prend la forme 


3w°2d 
V DS - (61,4) 


Sous cette forme on peut l’appliquer non seulement aux corps iso- 
tropes, mais également aux cristaux ; il ne faut pas oublier que 
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==H(V/N) est la vitesse moyenne de propagation du son dans le cris- 
tal. Pour déterminer la loi donnant la moyenne il faut résoudre le 
problème de la théorie de l’élasticité pour la propagation du son 
dans un cristal de symétrie donnée. 
À l’aide de la formule (61,4) on passe dans (61,1) de la sommation 
à l'intégration, et l’on obtient : 


ho 
F=— Ne+T da] In (ser T) o? do (61,5) 


(par suite de la convergence rapide de l'intégrale pour des T petits, 
l'intégration peut s'effectuer de O à œ). Cette expression (le terme 
Ne, mis à part) ne diffère de la formule (60,10) de l'énergie libre du 
rayonnement noir qu’en ce que la vitesse de la lumière c est rem- 
placée par la vitesse du son 4 et qu'apparaît le facteur supplémen- 
taire %/,. Cette analogie est tout à fait naturelle ici. En effet, la 
fréquence des oscillations sonores est liée à leur vecteur d’onde par 
la même relation linéaire que pour les photons. Les nombres 
entiers v, dans les niveaux d'énergie Sv,how, du système d'oscilla- 
teurs sonores peuvent être considérés comme des « nombres de rem- 
plissage » des divers « états quantiques » avec des énergies e,—=h0, ; 
de plus, les valeurs de ces nombres sont arbitraires (comme en sta- 
tistique de Bose). L'apparition du facteur supplémentaire %/, dans 
461,5) provient du fait que les oscillations sonores ont trois direc- 
tions possibles de polarisation au lieu de deux pour les photons. 

Ainsi, nous pouvons ne pas effectuer de nouveau les calculs et 
utiliser l'expression (60, 11) obtenue au $ 60 pour l'énergie libre du 
rayonnement noir en remplaçant c par 4 et en multipliant par ?/,. 
Par conséquent, l’énergie libre du corps solide est égale à 


n°Tt 


FN Rene (61,6) 
Son entropie est 
2n?T3 
ÉrTr ri (61,7) 
son énergie: 
airs 
Nes +V —— 0” (61,8) 
et sa chaleur spécifique : 
C——— TV. (61,9) 


5 Ms 


Ainsi, la chaleur spécifique d'un corps solide aux basses tempéra- 
tures est proportionnelle au cube de la température (P. Debye, 
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1912) !. Ici nous notons la chaleur spécifique simplement C (sans 
distinguer C, et C,), car pour les basses températures C,— C, est 
un infiniment petit d'ordre supérieur à la chaleur spécifique (voir 
$ 23 ; ici ST, donc C—CnT?). 

Pour les corps solides à réseau cristallin simple (éléments et 
composés) la loi T* pour la chaleur spécifique est en fait vraie pour 
des températures de l’ordre de quelques dizaines de degrés. Pour 
des corps à réseau plus compliqué cette loi n’est valable que pour 
des températures beaucoup plus basses. 


$ 62. Corps solides. Hautes températures 


Passons maintenant à l'autre cas limite des hauts tempéra- 
tures (on a TS>hu/a, a est la constante du réseau). Dans ce cas on 
peut poser : 

hw 
"TT à ho 


ee Sms 


et la formule (61,1) prend la forme 


F=Ne+TÈine, (62,1) 
a 


On a en tout 3Nv composantes dans la somme suivant @ : introdui- 


sons la fréquence « géométrique moyenne » w conformément à la 
définition 


no = Dino. (62,2) 


Ainsi, pour l'énergie libre du corps solide, on obtient la formule sui- 
vante 
F=Ne,—3NvT InT +3N\T Inho. (62,3) 


Tout comme 4, la fréquence moyenne w est une certaine fonction 
de la densité : w=o (V/N). 


À partir de (62,3) on trouve l'énergie du corps E=F—T © 
E=Ne; +3N\T. (62,4) 


1 Rappelons qu'en présence de « degrés de liberté électroniques » ces for- 
mules ne donnent que la partie de « réseau » des grandeurs thermodynamiques. 
Mais même en présence d'une « partie électronique » (pour les métaux) cette 
dernière ne se fait sentir, par exemple dans la chaleur spécifique, qu'à des tcw- 
pératures de quelques degrés. 


216 CORPS CONDENSÉS 


Le cas des hautes températures correspond à l'étude classique 
des oscillations des atomes ; il est ainsi évident que la formule (62,4) 
correspond exactement à la loi d'équipartition ($ 44) : dans l'éner- 
gie à chacun des 3Vv degrés de liberté oscillatoires correspond une 
fraction de T (la constante Ve, mise à part). 

Pour la chaleur spécifique on a : 


C=Nc=3Nv, (62.5) 


où c—3v est la chaleur spécifique rapportée à une molécule. Nous 
écrivons de nouveau pour la chaleur spécifique simplement C, car 
pour les corps solides la différence entre C, et C, est en général 
insignifiante (voir fin du $ 64). 

Ainsi, pour des températures suffisamment élevées la chaleur 
spécifique d’un solide est constante et ne dépend que du nombre 
d'atomes du corps. En particulier, la chaleur spécifique des divers 
atomes est la même (v—1) et égale à 3 (34 en unités ordinaires), 
c'est la loi de Dulong et Petit. Aux températures habituelles cette 
loi se trouve être vérifiée pour la plupart des éléments. Aux tempé- 
ratures élevées la formule (62,5) est vraie pour certains composés ; 
pour les composés complexes cette valeur limite de la chaleur spé- 
cifique n’est en général jamais atteinte (le corps fond ou se décom- 
pose avant). 

En introduisant (62,5) dans (62,3) et (62,4) on peut écrire l’éner- 
gie libre et l’énergie du corps solide sous la forme suivante : 


F=Ne—NeTinT+NceTinho, (62,6) 
E=Ne,+NcT. (62,7) 


L'entropie s=À est égale à 
S=NecinT—Nein 27 (62,8) 


La formule (62,1) peut évidemment être obtenue directement à 
partir de la formule (31,5) de la statistique classique : 


E (p. q) 


F=—T ne dr. (62,9) 


Dans le cas du corps solide l'intégration sur les coordonnées dans 
cet intervalle s'effectue de la manière suivante : chaque atome 
est supposé se trouver près d’un certain nœud du réseau, et l’inté- 
gration sur ses coordonnées ne s'effectue que sur un petit domaine 
autour de ce nœud ; il est évident que tous les points du domaine 
d'intégration ainsi déterminé correspondent à des états microsco- 
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piques physiquement différents rt l’on n’a pas besoin d'introduire 
un facteur supplémentaire dans l'intégrale !. 

Introduisons dans (62,9) l'énergie exprimée en fonction des 
coordonnées et des impulsions des oscillations normales ; soit 


1 
E(p, 9)= + 2 (pà+ 03 3), (62,10) 
écrivons dl sous la forme É 
1 
dar exp Il dp. dg.. 


L'intégrale se décompose alors en produit de 3Nw intégrales iden- 
+ 
DS 2 2,2 
tiques de la forme: \| exp (Es) dp, dq, = s ,: Ce qui donne 


€ 
la formule (62,1) (par suite de la convergence rapide de l'intégrale 
l'intégration sur dg, peut être prise de —oo à oo). 

Aux températures suffisamment élevées (si, toutefois, à ces tem pé- 
ratures le corps ne fond pas ou ne se décompose pas) les effets d’anhar- 
monicité des oscillations des atomes peuvent se faire sentir. Le ca- 
ractère de l’influence de ces effets sur les grandeurs thermodynami- 
ques du corps peut être trouvé de la manière suivante (comparer avec 
les calculs analogues pour les gaz au $ 49). En tenant compte des 
termes suivants (après les termes quadratiques) du développement 
de l’énergie potentielle des oscillations selon les puissances de q, 
on aura : 


E (p, qg)= f:(p, 9) +fs(q)+fa(g)+..., 


où f (p, g) est l'expression harmonique (62,10). (forme quadratique 
de q, et p.), et fs(q), fatg), .… des formes homogèncs de toutes les 
ccordonnées g, respectivement du troisième, quatrième degré, … 
En effectuant le changement de variable g,.=qVT, P=PaVT, 
dans l'intégrale statistique de (62,9) on obtient : 


LA _E£(. a) 
z=e T dr — 


= Tan ('exp{—f,(p", a°)—VTis(a)—Tfa(a)—...}dr. 
On voit que lors du développement de l'expression sous l'intégrale 
suivant les puissances de la température, toutes les puissances impai- 


res de V T seront multipliées par des fonctions impaires des coordon- 
nées s’annulant lors de l'intégration sur les coordonnées. Ainsi, 


1 Tout comme il fallait le faire dans le cas d'un gaz où l'intégration sur 
les coordonnées de chacune des particules.s'effectuait sur tout le volume (compa- 
rer avec la fin du $ 31). 


218 CORPS CONDENSÈS 


Z se présentera sous la forme de la série Z—Z,+TZ,+T?Z,+..., 
qui ne contient que des puissances entières de la température. Intro- 
duisant dans (62,9) on obtient le premier terme correctif de l'énergie 
libre sous la forme 


Fanharm = AT?, (62,11) 


c'est-à-dire qu’il est proportionnel au carré de la température. Ce 
qui conduit à un terme correctif proportionnel à la température dans 
l'expression de la chaleur spécifique !. Remarquons qu'il s’agit en 
fait du développement suivant les puissances du rapport T/e, qui 
est toujours petit et non pas évidemment suivant les puissances du 


rapport T/ho qui est ici grand. 


Problèmes 


1. Trouver le travail maximal que l’on peut obtenir de deux corps solides 
identiques (de températures 7, et T.) lorsque leurs températures s'égalisent. 

Solution. La solution est identique à celle du problème 12 du $ 43. 
On trouve : 


LR [max = Ne(VTi— VT,) : 


2. Trouver le travail maximal que l'on peut obtenir d'un corps solide lors- 
qu'on le refroidit de la température 7 à la température du milieu 7, (à volume 
constant). 

Solution. D'après la formule (20,3) on obtient 


LR [max = NT — To) + Ne Toln Te : 


$ 63. Formule d'’interpolation de Debye 


Ainsi, dans les deux cas limites, des hautes et des basses tempé- 
ratures, on peut faire un calcul suffisamment complet des grandeurs 
thermodynamiques du corps solide. Dans le domaine intermédiaire, 
un tel calcul n'est pas possible, car la somme suivant les fréquences 
dans (61,1) dépend fortement de la distribution des fréquences dans 
tout le spectre d'oscillations du corps étudié. 

Ainsi, il est très intéressant de trouver une formule d'’interpola- 
tion unique qui donnerait les valeurs correctes des grandeurs thermo- 
dynamiques dans les deux cas limites. La solution de ce problème 
n’est évidemment pas univoque. Mais on pourrait penser qu'une for- 
mule d'interpolation convenablement construite décrira d’une manière 
convenable, tout au moins qualitativement, le comportement du 
corps dans tout le domaine intermédiaire. 


| terme correctif est en général négatif [ce qui correspond à 4>0 dans 
(62,11)]. 
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La forme des grandeurs thermodynamiques du corps solide aux 
basses températures est déterminée par la distribution (61,4) des 
fréquences du spectre d'oscillations. Il est important, pour les tem- 
pératures élevées, que toutes les 3Wv oscillations sont excitées. Aussi, 
pour trouver la formule d’interpolation cherchée il semble naturel 
de partir du modèle dans lequel, pour tout le spectre d'oscillations, 
les fréquences sont réparties suivant la loi (61,4) (qui en réalité 
n’est valable que pour les basses fréquences) ; de plus, le spectre 
commence à w—0 avec coupure pour une certaine fréquence finie 
w=0,, ; pour déterminer cette dernière on égale le nombre total 
d’oscillations et la valeur exacte de 3Nw, soit : 


Vu 
2 mr 
A w?do — Tnt — 3Nw, 


= a)". (63.1) 


Ainsi, la distribution des fréquences dans le modèle considéré est 
déterminée par la formule 
wdw 


©) (63,2) 


qui donne le nombre d’oscillations dont les fréquences se trouvent 
dans l'intervalle do (nous avons désigné 2 par w,,). 
En passant dans (61,1) de la sommation à l'intégration, on obtient : 


F= pr 7 2 fs (ae T)do. 


Introduisons maintenant la fempérature de Debye ou tempéra- 
ture caractéristique du corps 6, déterminée par la relation 


6=ho, (63,3) 


(6 est une fonction de la densité du corps). On a alors 
6,T 
Ne, + INT (5) \ 2 In({—e"?) d. (63,4) 
0 


En intégrant par parties et en introduisant la fonction de Debye 


D(:) =$(S . (63,5) 
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on obtient cette formule sous la forme : 
e 


F=Ne,+NvT [3 In (17) D (r)| (63,6) 


Pour l'énergie E= F—T a on obtient : 


E=Ne,+3Nv TD(+) (63,7) 


M'SRIRE 
FRERE 
JETIITLE 


0 2 04 06 08 10 12 14 
Fig. 7 


et pour la chaleur spécifique : 


C=3Nv {D ($)-$2 (H)} (63,8) 


Sur la figure 7 on trouvera se en fonction de TL. 


Les formules (63,6-8) sont les formules d’interpolation cherchées 
pour les grandeurs thermodynamiques du corps solide (Debye, 1912). 
Il est facile de voir que dans les deux cas limites ces formules 
donnent en effet des résultats exacts. Pour T<£8 (basses températu- 


res) l'argument de la fonction de Debye y st grand. En première 
approximation, on peut remplacer x par l’œ dans la limite supérieure 
de l'intégrale (63,5) définissant la fonction D(x) ; l'intégrale définie 
ainsi obtenue est égale à x4/15, on a ainsi !: 
at 
DG)>= Ex G>1). 


œ 
! En remplaçant l'intégrale | par f—f, en développant (e—1)- dans 


0 0 x 
l'expression sous le signe somme de la seconde intégrale suivant les puissances 
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En introduisant ceci dans (63,8) on obtient : 


ct ()" 62) 


ce qui coïncide avec (61,9). Par contre, aux températures élevées 
(T8) l'argument de la fonction de Debye est petit ; pour ri en 
première approximation D(r)=1! et de (63,8) on tire: C=3Nv, 
ce qui est de nouveau en parfait accord avec le résultat obtenu précé- 
demment (62,5) ?. 

Il semble utile d'indiquer que l'allure réelle de la fonction D(x) 
conduit à ce que le critère permettant d'utiliser les lois limites pour 
8 . 
F4 . 
la chaleur spécifique peut être considérée constante pour T>£ et 


la chaleur spécifique se trouve être la valeur relative de 7 et de 


= 


proportionnelle à T* pour TE? Ke 


Suivant la formule de Debye la chaleur spécifique est une certaine 
fonction universelle du rapport 8/T.En d'autres termes, conformément 
à cette formule les chaleurs spécifiques des divers corps doivent être 
identiques si ceux-ci se trouvent, comme on dit, dans des « états 


correspondants », c'est-à-dire s'ils ont des & identiques. 


La formule de Debye ne décrit convenablement (avec la précision 
que l'on peut attendre d’une formule d'interpolatior) la chaleur 
spécifique en fonction de la température que pour certains corps 
à réseau cristallin simple, soit pour la plupart des éléments et cer- 
tains composés (par exemple pour les sels haloïdes). En fait, elle 
n'est plus applicable pour les corps plus complexes ; c'est tout na- 
turel, car le spectre des oscillations de tels corps est très compliqué. 


de e”° 2 et en intégrant terme à terme, on trouve pour zÿ1 
D (= 3e * {1+0 +) À La valeur figurant dans le texte est par con- 


séquent vraie à des termes exponentiellement petits près. 
1 Pour r<<1 le développement direct de l'expression sous l'intégrale sui- 
vant les puissances de r, donne après intégration terme à terme : 


3 1.2 
D()=i—-g rt... 


2 Aux termes suivants du développement près, on trouve pour la chaleur 
spécifique la formule suivante : 


1/68\2| 
3 A titre d'exemple nous donnons ici les valeurs de @ pour certaines subs- 
tances, obtenues à partir de leur chaleur spécifique : Pb : 90°, Ag : 210”, 


Al : 400°, K Br : 180°, NaCl : 280° ; la valeur de @ est particulièrement élevée 
pour le diamant (— 2000°). 
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En particulier, la formule de Debye n’est plus applicable du tout 
pour des cristaux fortement anisotropes. De tels cristaux peuvent avoir 
des structures du type « en couche » ou « en chaîne », et l'énergie poten- 
tielle d'interaction des atomes à l’intérieur de chaque «couche » 
ou de chaque « chaîne » est alors bien supérieure à l'énergie de liai- 
son des diverses couches ou chaînes. Ainsi, le spectre d’oscillations 
sera caractérisé non plus par une seule mais par plusieurs températures 
caractéristiques dont les ordres de grandeur sont différents. Pour la 
chaleur spécifique la loi T° ne restera vraie que pour des températu- 
res petites par rapport à la plus petite des températures caractéristi- 
ques ; dans les domaines intermédiaires de nouvelles lois limites 
apparaissent !. 


$ 64. Dilatation thermique des corps solides 
Le terme proportionnel à T* dans l’énergie libre (61,6) pour des 
températures basses peut être considéré comme un terme correctif 
à Fo=Neo( 7). D'un autre côté, le terme correctif de l'énergie 
libre (à V et 7 donnés) est égal au petit terme correctif (à P et T 


donnés) du potentiel thermodynamique ® {voir (15, 12)l. Ainsi, on 
peut écrire directement : 


. n°TV, (P) 
D=®,(P)— 30 (Aü) , (64,1) 


où ®,(P) est la partie du potentiel thermodynamique qui ne dépend 
pas de la température, V,(P) le volume exprimé en fonction de la 
pression par la relation P=—-—? =_NS , et 2 =@(P) la vitesse 
moyenne du son, exprimée en fonction de la pression à l'aide de la 


: : : dt 
même relation. La relation V = 2 donne le volume du corps en fonc- 


ôP 
tion de la température ; soit 
ei TT d /V 
VV (P)— 2 (2). (64,2) 
Le coefficient de dilatation thermique &= ra), est égal à 
__ 2a?T® d Ve 
LT 15457, dP (a): (64,3) 


On voit qu'aux basses températures il est proportionnel au cube de 


1 Voir I. Lifchitz, Journ. Phys. U.R.S.S., 22, 471 (1952). 
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la température. Ceci est d'ailleurs évident par suite du théorème de 
Nernst ($ 23) et de la loi 7° pour la chaleur spécifique. 

D'une manière analogue, aux températures élevées, les second 
et troisième termes dans (62,6) peuvent être considérés comme un 
terme correctif au premier terme (pour que le corps soit solide il 
faut tout au moins que l'on ait T<£e,), on obtient alors 


D=OD,(P)—NeT InT +NeT Ink (P). (64,4) 
D'où L 
, NeT d 
VV (PET - (64,5) 
Le coefficient de dilatation thermique est 
Ne do 
a — Vs Pr à (64,6) 


Il se trouve qu’il ne dépend pas de la température. 

Lors de l’augmentation de la pression les atomes du corps solide 
se rapprochent, l’amplitude de leurs oscillations (pour une même 
valeur de l'énergie) diminue ; en d’autres termes, la fréquence aug- 


mente. Donc, > 0. et on a également «>0, c'est-à-dire que les 


corps solides se dilatent lorsque la température augmente. Des raison- 
nements analogues montrent que le coefficient & de la formule (64,3) 
est également positif. 

Enfin, nous allons utiliser la loi des états correspondants que 
nous avons mentionnée à la fin du paragraphe précédent. Dire que 
la chaleur spécifique n'est une fonction que du rapport 7/6 équivaut 
à dire que par exemple le potentiel thermodynamique est une fonction 
de la forme: 


D—O,(P)+8/f (5): (54,7) 
Le volume est alors: 
VV +G(1—-S ff) 


et le coefficient de dilatation thermique : 


a = — TR de f: 
En V,@® dP° ° 
D'une manière analogue on trouve la fonction thermique W—®O— TR 
et la chaleur spécifique C = A : 
, 
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En comparant ces deux expressions (pour Cet pour &) on obtient la 
relation suivante : 


(2 1 d8 


TC 61, (P)dP * (28) 


Ainsi, tant que la loi des états correspondants reste valable, le rap- 
port entre le coefficient de dilatation thermique et la chaleur spé- 
cifique du corps solide ne dépend pas de la température (loi de Grü- 
neisen). 

Nous avons déjà mentionné plus haut que pour les corps solides 
la différence entre les chaleurs spécifiques C, et C, est peu importan- 
te. Pour les basses températures, c'est une conséquence générale 
du théorème de Nernst concernant tous les corps. Pour les tempéra- 
tures élevées, en utilisant la relation thermodynamique (16,9) on 
obtient : 


Cece MCE re 


OV N dv,’ 
(5 ) T F72 
où a=«(P) est le coefficient de dilatation thermique (64,6). On voit 
que la différence CC est proportionnelle à 7 ; en fait, ceci veut 
dire que le développement de cette différence selon les puissances de 
T/e, commence par un terme du premier ordre, par contre le dévelop- 
pement de la chaleur spécifique commence par un terme d'ordre 


zéro (terme constant). On en déduit que pour les corps solides aux 
températures élevées on a C,—C,<C. 


$ 65. Phonons 


Dans les paragraphes précédents nous avons considéré l'agitation 
thermique des atomes d’un corps solide comme un ensemble de r+- 
tites oscillations normales du réseau cristallin. Nous allons mainte- 
nant étudier ces oscillations plus en détail. 

Dans toute maille élémentaire du cristal, il y a en général plu- 
sieurs atomes. Ainsi, pour caractériser un atome, il faut spécifier 
la maille élémentaire dans laquelle il doit se trouver et le numéro 
de l’atome dans la maille. La position de la maille élémentaire peut 
être déterminée par le rayon vecteur r, d’un quelconque des sommets 
de la maille ; ces rayons vecteurs prennent les valeurs 


Ts = S1A + Sedo + Sas, (65,1) 


où s1, S, #4 sont des nombres entiers et a,,a,, a, les périodes de base 
du réseau (c’est-à-dire les longueurs des arêtes de la maille élémen- 
taire). 
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Désignons par u, le déplacement des atomes lors des oscilla- 
tions où l'indice s indique le numéro de la maille, et l'indice n le 
numéro de l'atome dans la maille, ainsi que le numéro de l'axe de 
coordonnées (x, y, z) le long duquel on a pris le déplacement ; l’in- 
dice » prend en tout 3r valeurs où r est le nombre d'atomes dans la 
maille. 

Les oscillations ont lieu sous l'influence de forces agissant sur 
chacun des atomes et provenant des autres atomes du réseau. Ces 
forces sont fonction des déplacements, et comme ceux-ci sont pe- 
tits, on peut développer les forces suivant les puissances de u; 
en ne conservant que les termes linéaires. Ce développement ne con- 
tient pas de termes d'ordre zéro, car pour un = 0 tous les atomes se 
trouvent à l’équilibre et les forces agissantes doivent s'’annuler. 
Ainsi, les équations du mouvement des atomes du réseau sont de la 
forme ; 

ai = — D Mnur. (65,2) 
n’s! 
Les coefficients constants À ne dépendent que de la différence s’—s, 
car les forces d'interaction des alomes ne peuvent de toute évidence 
dépendre que de la position relative des mailles du réseau, et non de 
leur position absolue dans l’espace!. 

Nous allons chercher la solution de l'équation (65,2) sous la for- 

me d’une « onde plane monochromatique » 


uÿ =u,exp{i(kr, —wt)]. (65,3) 


L'amplitude complexe u, ne dépend que de l'indice n, c'est-à-dire 
qu'elle n’est différente que pour des atomes différents dans une même 
maille, mais non pour des atomes équivalents dans des mailles dif- 
férentes. 

En introduisant (65,3) dans (65,2) on obtient 


A 1 — {| ÿ 
ou eikrs = D Ain Unes. 
n's’ 
En divisant les deux membres de cette égalité par e"5 , en introdui- 
sant le vecteur ro =r—r, d'indice G6—=s’—s et en remplaçant la 
sommation suivant s’ par la sommation suivant ©, on obtient : 


2 An e NO ur — Wu, = 0. (65,4) 


C'est un système d'équations linéaires homogènes pour les amplitudes 
1 Les coefficients À sont liés entre eux par des relations exprimant le fait 

que, lors d'un déplacement simple ou de la rotation du réseau en entier, aucune 

force n'apparaît qui agisse sur l'atome. Nous n'écrirons pas ici ces relations. 


8 X 1641 
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n'ayant de solutions différentes de zéro qu'à condition que le déter- 
minant soit nul : 


[Zn eo — wt6vn | =0. (65,5) 


Comme les indices nr, nr’ prennent 3r valeurs, le déterminant 
est d'ordre 3r, ainsi (65,5) est une équation algébrique de degré 
3r par rapport à w?. 

Chacune des 3r solutions de cette équation détermine la fréquence 
w en fonction du vecteur d'onde k (cette fonction est généralement 
appelée loi de dispersion des ondes). Ainsi, pour chacune des valeurs 
données du vecteur d'onde la fréquence peut prendre dans le cas 
général 3r valeurs différentes. En d’autres termes, on peut dire que 
la fréquence est une fonction multivoque du vecteur d’onde, à 
3r branches : w«=0,(k), où r numérote la valeur de la fréquence pour 
un k donné. La dépendance fonctionnelle w=w(k,, k,,k,) est 
une hypersurface à quatre dimensions. Aux diverses branches 
de la fonction correspondent des feuillets différents de cette 
hypersurface. 

L'hypersurface 6=&(k,, k,, k,) peut avoir des intersections avec 
elle-même, c'est-à-dire que ses feuillets peuvent ne pas se trouver 
complètement isolés. De telles intersections peuvent avoir lieu tant 
pour des valeurs « aléatoires » de k que pour des valeurs se distin- 
guant par la symétrie de leur position (dans le réseau réciproque). 

Dans le premier cas les intersections peuvent avoir lieu suivant 
une ligne !. L'existence de telles intersections n'aurait pu être pré- 
dite théoriquement que lors de la résolution de fait des équations du 
mouvement des atomes dans un réseau donné. 

L'étude des intersections liées à la symétrie du cristal peut s’ef- 
fectuer par des méthodes de la théorie des groupes. Nous n’allons pas 
nous attarder à cette question ; rappelons seulement que dans ce 
cas divers types d'’intersections sont possibles — non seulement de 
deux hypersurfaces mais aussi d’un plus grand nombre *. 

Parmi ces 3r branches il doit y en avoir qui, pour des longueurs 
d’onde grandes (par rapport aux distances interatomiques), corres- 
pondent aux ondes élastiques ordinaires (c'est-à-dire aux ondes so- 
nores) dans le cristal. En théorie de l'élasticité on sait que dans un 
cristal considéré comme un corps continu peuvent se propager des 
ondes de trois types se distinguant par la relation donnant © en fonc- 
tion de k, © étant pour tous les trois types une fonction homogène 
du premier degré des composantes du vecteur k s’annulant pour 


1 Comparer « Mécanique quantique », $ 79. 

3 À ce sujet voir les articles suivants : L. P.Bouckaert, R.Smo- 
luchowski,E.Wigner, Phys. Rev. 50, 58 (1936) ; F.H u n d, Z. Phys. 
99, 119 (1936) ; C. Herring. Phys. Rev. 52, 361, 365 (1937). 
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k=—0. Par conséquent, parmi les 3r branches de la fonction w(k) 
il doit y en avoir 3 pour lesquelles la fréquence doit s’annuler avec 
ket être, pour de petites valeurs de k, une fonction homogène du 
premier degré des composantes de k, c’est-à-dire qu’elle a la forme 


w—=a(n)ék, (65,6) 


où a(n) est une certaine fonction de la direction du vecteur k (n 
est un vecteur unitaire dans la direction k). Ces trois types d'ondes 
sont appelées élastiques ou acoustiques ; elles sont caractérisées par 
le fait que le réseau en entier oscille comme un milieu continu. Dans 
le cas limite de longueurs d'onde infinies ces vibrations deviennent 
la translation de tout le réseau. 

Pour les autres 3(r—1) types d'onde la fréquence ne s’annule pas 
pour k=0 , au contraire pour k—-0 elle tend vers une limite constante. 
De telles oscillations du réseau sont appelées optiques. Dans ce cas 
les atomes d'une même maille se déplacent les uns par rapport aux 
autres, et dans le cas limite k=0 le centre de gravité de la maille 
reste au repos. Il est évident que si chaque maille ne contient qu'un 
atome, les oscillations optiques ne peuvent avoir lieu. 

Remarquons que toutes les 3r—3 fréquences limites (fréquences 
pour k—0) des vibrations optiques ne doivent pas obligatoirement 
être différentes. Pour des propriétés données de symétrie du cristal 
les fréquences limites de certaines des branches d’oscillations optiques 
peuvent coincider [c’est-à-dire que les intersections propres de 
l'hypersurface w—=w(k) peuvent passer par le point k=—0]. 

* Si la fréquence limite de l’une quelconque des branches optiques 
ne coïncide pas avec celle de l’autre branche, la fréquence de cette 
dernière w(k) peut être développée au voisinage de k=—0 en série 
suivant les puissances des composantes k, du vecteur k. Il est facile 
de voir que ce développement ne peut contenir que des puissances 
paires de k,. En effet, par suite de la symétrie des équations mécani- 
ques du mouvement lorsqu'on inverse le signe du temps, si la pro- 
pagation d’une certaine onde (65,3) dans un certain sens est possi- 
ble, la propagation d’une onde semblable en sens inverse est également 
possible. Mais une telle inversion de la direction équivaut à changer 
k de signe. Par conséquent, la fonction w(k) doit être paire @&(—k)= 
—@(k), d’où l'affirmation précédente. Ainsi, dans le cas considéré, 
la fréquence des oscillations optiques en fonction du vecteur d’onde 
au voisinage de k=0 a la forme : 


© = © + - 5 a;k,h,, (65,7) 
«REX, 4.27 


où w, est la fréquence limite et a;, sont certaines constantes. 
Si les fréquences limites de plusieurs branches coïncident, les fré- 
quences w(k)de ces branches ne peuvent en général pas être développées 


8* 
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suivant les puissances de k, car le point k=0 se trouve être un point 
singulier (point de ramification), et au voisinage d’un tel point la 
fonction ne peut être développée en serie. On peut seulement affir- 
mer qu'au voisinage de k=0 la différence 6—w, sera (suivant la 
symétrie du cristal) une fonction homogène de k;, soit du premier, 
soit du second degré. 

Le vecteur d'onde k des vibrations du réseau a la propriété im- 
portante suivante. Le vecteur k n'entre dans l'expression (65,3) que 
par le facteur exponentiel e“*'s, Mais en général ce facteur ne change 
pas lorsqu'on ajoute au vecteur k un vecteur quelconque de la forme : 


2xb, b—p,b, +p.b. + p:b,, 


où b est un vecteur quelconque du réseau réciproque (voir $ 135), 
b,. b., b, sont les périodes de base du réseau réciproque, p;, Pe, Ps 
des nombres entiers. Ceci veut dire que le vecteur d'onde des vibra- 
tions du réseau n’est déterminé qu’à un vecteur du réseau réciproque 
multiplié par 2x près. 

Ainsi, dans chaque branche de la fonction w(k), il suffit de consi- 
dérer les valeurs du vecteur d'onde se trouvant dans un certain in- 
tervalle fini. Si l’on choisit les axes de coordonnées (à angle 
aigu en général) suivant les trois périodes de base du réseau réci- 
proque, il suffit de considérer les valeurs des trois composantes du vec- 
teur d'onde dans les intervalles 


nb, <Sk, Lab, —nb, Lk, Lab, —nb,<k, Labs. (65,8) 


En d’autres termes, pour le vecteur k/2n, il faut prendre toutes ses 
valeurs possibles pour une maille du réseau réciproque. Naturelle- 
ment ceci concerne tant les oscillations acoustiques que les oscilla- 
tions optiques. 

Rappelons une fois de plus que tout ce qui vient d'être exposé 
ne concerne que l’« approximation harmonique », dans laquelle on 
ne tient compte que des termes quadratiques par rapport aux dépla- 
cements des atomes dans l’énergie potentielle des particules vibrantes. 
C'est seulement à cette approximation que les diverses ondes mono- 
chromatiques (65,3) n'interagissent pas et se propagent librement 
le long du réseau. Lorsqu'on tient compte des termes suivants («an- 
harmoniques») différents processus de diffusion des ondes les unes 
sur les autres apparaissent. 

De plus, on suppose que le réseau a une périodicité idéale. I] ne 
faut pas oublier que la périodicité idéale se trouve en une certaine 
mesure rompue, même si l’on ne tient pas compte de certaines impu- 
retés possibles et des autres défauts du réseau, si le cristal contient 
des atomes de divers isotopes, répartis d'une manière désordonnée. 
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Cependant cette violation est relativement peu importante, si la 
différence relative des poids atomiques est petite ou si l’un des iso- 
topes prédomine. Ce sont des cas auxquels on a en général affaire, 
et la première approximation est alors suffisante, aux approxima- 
tions suivantes apparaissent des processus de « diffusion » des 
ondes sur les « nonhomogénéités » du réseau. 

Nous allons maintenant voir comment apparaissent les oscilla- 
tions du réseau du point de vue de la théorie quantique. 

A la place des ondes (65,3), où les atomes ont à chaque moment des 
déplacements déterminés, en théorie quantique on introduit la no- 
tion de quanta sonores ou phonons qui sont des quasi-particules se 
propageant dans le réseau et ayant des énergies et des directions de 
propagation données. Puisque l'énergie de l’oscillateur en mécanique 
quantique est un multiple entier de Aw (où « est la fréquence de l’onde 
classique), l'énergie e du phonon est liée à la fréquence w par la re- 
lation 


eh, (65,9) 


tout comme pour les quanta de lumière, les photons. Pour ce qui est 
du vecteur d'onde k, il détermine la quasi-impulsion du phonon p: 


p=Ak. (65,10) 


Cette grandeur est en beaucoup analogue à l'impulsion ordinaire. 
Mais ces impulsions diffèrent : la quasi-impulsion est une grandeur 
déterminée à un vecteur constant de‘la forme 2x1Ab près, les valeurs 
de p qui se distinguent par une telle grandeur sont physiquement 
équivalentes. 
La vitesse du phonon est déterminée par la vitesse de groupe 
dw 


des ondes classiques correspondantes, c'est-à-dire v = &: Cette for- 
mule peut s'écrire sous la forme 
v=2#m®, (65,11) 


dp 


qui est tout à fait analogue à la relation habituelle entre l’énergie, 
l'impulsion et la vitesse des particules. 

Tout ce qui a été dit ci-dessus de la relation existant entre la fré- 
quence et le vecteur d'onde est entièrement valable pour la relation 
entre l'énergie des phonons et leur quasi-impulsion. En particulier, 
la fonction e—e(p) a en général 3r branches diverses. Parmi celles-ci 
il y atrois types de phonons, pour lesquels pour des valeurs suffisam- 
ment petites de la quasi-impulsion, l'énergie €e est une fonction 
homogène du premier degré des composantes de p. La vitesse de 
tels phonons pour de petits p prend des valeurs qui ne dépendent que 
de la direction de p et non de sa valeur. Cette vitesse n’est évidem- 
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ment rien d'autre que la vitesse correspondante du son dans le 
cristal. 

Dans l'interprétation quantique, à la propagation libre des ondes 
(65,3) de l'approximation « harmonique » correspond le déplacement 
libre des phonons, sans aucune interaction, c’est-à-dire sans collisions 
mutuelles. Aux approximations suivantes apparaissent des processus 
divers de collisions élastiques et inélastiques des phonons les uns avec 
les autres. Ce sont ces collisions qui constituent le mécanisme con- 
duisant à l'établissement de l’équilibre thermique dans le gaz de 
phonons, c'est-à-dire à l'établissement de l'agitation thermique 
d'équilibre dans le réseau. 

Lors de la collision de deux (ou plusieurs) phonons la loi de la 
conservation de l'énergie doit être respectée, de même que la loi de 
la conservation de la quasi-impulsion. Cette dernière requiert la 
conservation de la somme des quasi-impulsions des phonons en colli- 
sion à un vecteur de la forme 2xkb près, ce qui provient du fait que 
la quasi-impulsion n'est pas univoque. Ainsi, les quasi-impulsions 
de deux phonons avant (p,, p.) et après (p,, p.) la collision doivent 
être reliées par une relation de la forme : 


Pit Pa =pi +pi +2xñb. (65,12) 


On peut exciter simultanément dans le réseau autant de phonons 
que l’on veut En d’autres termes, on peut trouver dans chaque état 
quantique un nombre quelconque de phonons. Ce qui veut dire que 
le gaz de phonons est régi par la statistique de Bose. De plus, comme 
le nombre total de « particules » du gaz n’est pas fixé et est détermi- 
né par les conditions d’équilibre, son potentiel chimique est nul (voir 
$ 60). Ainsi, le nombre moyen de phonons dans l’état quantique con- 
sidéré (avec une quasi-impulsion p et une énergie e données) est 
donné à l'équilibre thermique par la fonction de Planck : 

_ 1 


Remarquons qu'aux températures élevées (TS>e) cette expression 
devient 
= T 
MS 
c'est-à-dire que le nombre de phonons dans l'état considéré est pro- 
portionnel à la température. 

La notion de phonon permet de décrire les états du corps solide 
hors d'équilibre, tout comme on le fait pour les gaz parfaits. Chaque 
état macroscopique du corps solide hors d'équilibre est déterminé 
par une certaine distribution hors d'équilibre des phonons suivant 
leurs états quantiques. L’entropie du corps dans un tel état peut 


(65,14) 
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être calculée à l’aide des formules obtenues au $ 54 (pour un gaz de 
Bose). En particulier, dans le cas où il y a beaucoup de phonons 
dans chaque état, l’entropie est égale à : 


Ss= 26, ing, 


où W, est le nombre de _. d'un groupe de G, états voisins 
Ivoir (54,8)]. Ce cas correspond aux températures élevées (158). 

Ecrivons cette formule sous une forme intégrale correspondant 
à l’image ondulatoire classique des oscillations thermiques. Le nombre 
d'états des phonons (de chacun des 3r types), correspondant à l’in- 
tervalle dk,dk dk, des valeurs du vecteur d’onde et à l'élément 
dV du volume spatial, est : 


dp;dp,dp;dV  dk;dk,dk,dV 
Q@rh» (21) 

Soit Uf(r, k)dt l’énergie des oscillations thermiques des vecteurs d’on- 
de dans l'intervalle dk.dk dk, dans l'élément de volume dV. Le 
nombre de phonons correspondant est 

Ur, k) de: 

ho) 
En remplaçant G,et N, par ces valeurs et en passant à l'intégration, 
on obtient la formule suivante pour |’ entropie du corps solide avec 


une distribution hors d'équilibre donnée de l’énergie dans le spectre 
des oscillations thermiques : 


_ eU (r, k) 
SE In ar dr. (65,15) 


dt = 


La somme est prise pour les 3r branches de la fonction w(k). 


$ 66. Liquide quantique. Spectre du type de Bose 


Au contraire des gaz et des corps solides, pour les liquides on ne 
peut calculer sous une forme générale les grandeurs thermodynamiques 
ou ne serait-ce que leur dépendance de la température. Ceci est dû 
à l’existence d'interaction intense entre les molécules du liquide, les 
oscillations n'étant pas petites, ce qui ne permet pas d'obtenir une 
agitation thermique simple, comme dans le cas des corps solides. 
Comme l'interaction moléculaire est intense, il est indispensable, 
pour le calcul des grandeurs thermodynamiques, de connaître exac- 
tement la loi d'interaction, mais celle-ci est différente pour diffé- 
rents liquides. 
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Cependant, l'étude théorique générale est possible pour des li- 
quides se trouvant aux températures voisines du zéro absolu !. 
Cette question a une grande importance de principe, quoique dans 
la nature seul l'hélium reste liquide jusqu’au zéro absolu. Rap- 
pelons à cette occasion (voir $ 61) que, d'après la mécanique classi- 
que, tous les corps devraient être solides au zéro absolu ; par suite 
de la faiblesse de l'interaction de ses atomes l'hélium reste liquide 
jusqu'à des températures auxquelles les effets quantiques devien- 
nent importants (liquide quantique), après quoi la solidification ne 
doit plus avoir lieu. 

Pour le calcul des grandeurs thermodynamiques il faut connaître 
le spectre des niveaux d'énergie du corps donné. Soulignons que dans 
le cas des systèmes de particules à interaction intense, comme c'est 
le cas du liquide quantique, il ne peut s'agir que des niveaux cor- 
respondant aux états stationnaires quantiques de tout le liquide en 
entier, et en aucun cas aux états des atomes. Lors du calcul des som- 
mes statistiques aux températures voisines du zéro absolu seuls 
doivent entrer en ligne de compte les niveaux d'énergie du liquide 
à faible excitation, c’est-à-dire les niveaux qui ne sont pas disposés 
trop au-dessus du niveau fondamental. 

Ce qui suit est fondamental pour la suite de l'exposé. Tout état 
faiblement excité d'un corps macroscopique peut en mécanique 
quantique être considéré comme un ensemble d'’excitations élémen- 
taires. Ces excitations élémentaires se conduisent comme des quasi- 
particules se déplaçant dans le volume occupé par le corps et ayant 
une certaine énergie et une certaine impulsion. Tant que le nombre 
d’excitations élémentaires est suffisamment faible, elles n’inter- 
agissent pas (c’est-à-dire que leurs énergies sont additives), ainsi leur 
ensemble peut être considéré comme un certain gaz parfait. Souli- 
gnons une fois de plus que la notion d’excitation élémentaire apparaît 
comme une méthode de description quantique du mouvement col- 
lectif des atomes du liquide, ces excitations ne peuvent en aucun 
cas être identifiées aux atomes ou aux molécules du corps. 

Les phonons étudiés au paragraphe précédent peuvent servir 
d'exemple de quasi-particules décrivant l’état d’un cristal dont les 
atomes effectuent de petites oscillations autour de leur position 
d'équilibre. 

L'un des types de spectre énergétique possible des états faible- 
ment excités du liquide quantique (spectre du type de Bose) est ca- 
ractérisé par le fait que les excitations élémentaires peuvent apparaî- 
tre et disparaître une à une. Mais le moment de la quantité de mouve- 
ment de tout système quantique (dans le cas présent tout le liquide) 
ne peut varier que d’un nombre entier. C’est pourquoi les excitations 


1 Les résultats donnés aux $$ 66-68 ont été obtenus par L. Landau. 
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N 


élémentaires apparaissant une à. une doivent avoir un moment de 
valeur entière et, par conséquent, obéir à la statistique de Bose. 
Tout liquide composé d’atomes obéissant à la statistique de Bose 
doit avoir un spectre de ce type. 

Une caractéristique importante des quasi-particules est leur loi 
de dispersion — énergie en fonction de l'impulsion. Dans un spectre 
du type considéré les excitations élémentaires à petites impulsions p 
(c'est-à-dire à grande longueur d'ondeh/p) correspondent aux ondes 
sonores habituelles dans les liquides, c’est-à-dire que ce sont des 
phonons. Ceci veut dire que l'énergie de telles excitations élémen- 
taires est une fonction linéaire de l'impulsion : 


€ —up, (66,1) 


où u est la vitesse du son dans le liquide. Il est indispensable de 
remarquer que l'impulsion d’une excitation élémentaire dans le 
liquide est l’impulsion réelle, et non la quasi-impulsion comme pour 
le phonon du réseau cristallin périodique du corps solide. 

Au fur et à mesure de l'augmentation de l'impulsion, la courbe 
e=e(p) s’écarte de la dépendance linéaire ; son allure ultérieure dé- 
pend de la loi exacte de l'interaction des molécules du liquide et 
ne peut donc être déterminée sous une forme générale. Il ne faut pas 
oublier que, pour des impulsions suffisamment grandes, la fonction 
e(p) ne doit généralement pas exister, car les excitations élémentaires 
à impulsion trop grande sont instables et se désintègrent en plu- 
sieurs excitations à impulsion moindre (et à énergie moindre) !. 

Connaissant e(p) pour des petits p, on peut calculer les grandeurs 
thermodynamiques du liquide pour des températures aussi voisines 
du zéro absolu que toutes les excitations élémentaires ont des éner- 
gies faibles, c'est-à-dire que ce sont des phonons. On peut écrire 
les formules correspondantes sans calculs spéciaux, ceci en se servant 
directement des expressions obtenues au $ 61 pour les grandeurs 
thermodynamiques du corps solide aux basses températures. Avec 
cette différence qu’au lieu de trois directions possibles de polarisa- 
tion des ondes sonores dans le corps solide (une longitudinale et 
deux transversales) dans le liquide il n’y en a qu’une (longitudinale) ; 
ainsi, toutes les expressions des grandeurs thermodynamiques doivent 
être divisées en trois. Pour l'énergie libre du liquide on a 


PER EVR (66,2) 
où F, est l'énergie libre du liquide au zéro absolu. L'énergie du li- 


1 Les propriétés du spectre au voisinage du « point final » de la courbe 
e=e(p) ont été étudiées par L. Pitaevski oies Phys. U.R.S.S. 
36, 1168 (1959)). 
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quide est égale à 
aiT* 


E=kotVo rs , (66,3) 
et la chaleur spécifique à 
D 7 (66,4) 
15 (hu) 


elle est proportionnelle au cube de la température. 

Le spectre énergétique de l’hélium liquide (isotope ‘He) est du 
type considéré. L’analyse des données expérimentales de ses gran- 
deurs thermodynamiques montre que la loi de dispersion des excita- 
tions élémentaires de la forme donnée sur la figure 8 en donne une 
description complète: après une augmentation linéaire initiale, 
la fonction e(p) atteint un maximum, puis décroît et pour une 
valeur donnée de l'impulsion p, passe par un minimum !. A l’équili- 
bre thermique la majorité des excitations élémentaires du liquide ont 
des énergies voisines des minima de la fonction e(p), c’est-à-dire 
dans les régions de petits e (région voisine de e=—0) et dans la région 
voisine de la valeur e(p,). Ces régions jouent donc un rôle essentiel. 
Au voisinage du point p=p, la fonction e(p) peut être développée 
suivant les puissances de la différence p—p,. Dans le développement 
‘il n'y a pas de terme linéaire, et aux termes du second ordre près on a 


e— a+, (66,5) 


où A=e(p,) et u sont des constantes. Les quasi-particules de ce type 
sont appelées rotons ?. 
Les valeurs empiriques des constantes À, p,, du sont 


A= 8,5%K, æ=1,9-10%cm"?, u = 0,16 mie 
(mue est la masse de l’atome ‘He). 

Puisque l’énergie du roton contient toujours la grandeur A qui 
est grande par rapport à 7, à des températures suffisamment basses 
pour qu'on puisse parler de « gaz de rotons », ce dernier peut être 
décrit non pas par la distribution de Bose mais par la distribution 
de Boltzmann. Pour le calcul de la partie des grandeurs thermodynami- 
ques de l’hélium liquide correspondant aux rotons, on part de la 


1 La théorie qualitative du spectre de ce type a été donnée par R. Feynman 
{voir R. P. Feynman, Phys. Rer. 94, 262 (1954), ainsi que L.Pitae v- 
ski. Journ. Phys. U.R.S.S. 31, 536 (1956)]. 

2 L'appellation spéciale ne sous-entend évidemment pas une différence de 
principe entre les phonons et les rotons. Les uns et les autres ne correspondent 
qu'à des domaines différents d’une même courbe et on peut passer de l’un à 
l'autre d’une manière continue. ° | 
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formule (41,5), d'après laquelle 
ev + 
F=—N ————— T dp. 
Tin rs À < "#P 


Le nombre NW de particules du gaz de rotons n’est pas un nombre 
fixé, mais est déterminé par la condition de minimum de l’énergie 


libre. En égalant se à zéro, on trouve pour le nombre de rotons 


RL es 
N, = eh | e dSp. 
La valeur correspondante de l'énergie libre est 


2 UUNT (Te 
F,= PA d'p. 


e -1 
1 Po? fÀ 
Fig. 8 


Dans ces formules, il faut introduire (66,5). Puisque p uT, 
lors de l'intégration sur dp, on peut sortir de l'intégrale le facteur 
p? et le remplacer avec une précision suffisante par ps. Lors de 
l'intégration de l'expression exponentielle, on peut étendre le domaine 
d'intégration de —oo à +co. On obtient finalement 
2(aT) pi + 


N_=— T 


: 1 (2x) 1% ' (66,6) 
F =—TN 


r r° 
2 


D'où la contribution apportée par des rotons à l’entropie et à la 
chaleur spécifique 


S,=N,(5+?) 


C,=N, É+$+(8)1. (66.7) 
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On voit que la partie des grandeurs thermodynamiques qui corres- 
pond aux rotons dépend en majeure partie exponentiellement de la 
température. C’est pourquoi, pour des températures suffisamment 
basses (pour l’hélium liquide elle est inférieure à 0,8° K à peu près), 
la partie correspondant aux rotons est inférieure à celle de phonons, 
et, pour des températures plus élevées, c'est l'inverse, la partie 
correspondant aux rotons est supérieure à celle de phonons. 


$ 67. Superfluidité 


Un liquide quantique dont le spectre énergétique est du type 
décrit ci-dessus doit avoir la propriété remarquable de superfluidité, 
c’est-à-dire la propriété de s’écouler sans viscosité à travers des ca- 
pillaires étroits ou des fentes !. Commençons par l'étude d'un liquide 
au voisinage du zéro absolu ; à cette température le liquide se trouve 
dans son état fondamental, non excité. 

Considérons un liquide coulant le long d'un capillaire avec une 
vitesse constante v. S'il y avait viscosité, par suite du frottement 
contre les parois du tube et à l’intérieur du liquide lui-même, il y 
aurait dissipation de l'énergie cinétique du liquide et le flux ralen- 
tirait peu à peu. 

Il est plus commode d'étudier l'écoulement dans un système de 
coordonnées se déplaçant avec le liquide. Dans ce système, l’hélium 
est au repos, et les parois du capillaire se déplacent à la vitesse (—v). 
S'il y avait viscosité, l’hélium au repos devrait aussi commencer à 
se déplacer. Au point de vue physique l'entraînement du liquide par 
les parois du tube ne peut pas provoquer, dès le début, le mouve- 
ment du liquide en entier. L'apparition du mouvement doit commen- 
cer par une excitation progressive des mouvements internes, c’est- 
à-dire par l'apparition d'excitations élémentaires dans le liquide. 

Supposons qu'une excitation élémentaire d'’impulsion p et 
d'énergie e(p) apparaisse dans le liquide. L'énergie Æ, du liquide 
sera alors égale à l’énergie & de cette excitation (ceci dans le système 
de coordonnées où il était préalablement au repos), quant à son im- 
pulsion P,, elle sera égale à l’impulsion p. Revenons maintenant au 
système de coordonnées où le capillaire est au repos. D'après les 
formules de transformation de la mécanique, on aura pour l’énergie £ 
et l'impulsion P du liquide dans ce système 


EE +PV+, P=P,+Mv (67,1) 


1 Cet effet a été découvert pour l'hélium liquide (hélium 11) par P. Kapi- 
tsa (1938). 
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où M est la masse du liquide. En substituant &, p à la place de E,, 
P,. on peut écrire : 


Le terme 1/2 Mr’ est l'énergie cinétique initiale du liquide cou- 
lant ; quant à l'expression e+pv, c’est la variation de l'énergie due 
à l'apparition de l'excitation. Cette variation doit être négative, 
car l'énergie du liquide en mouvement doit diminuer : 


e+ pv <0. 


Pour une valeur donnée de p la grandeur se trouvant à gauche 
a une valeur minimale lorsque p et v sont antiparallèles, on doit 
donc, tout au moins, avoir e— pe, c’est-à-dire 


2> F , (67,2) 


Cette inégalité doit être vérifiée tout au moins pour certaines 
valeurs de l'impulsion p de l’excitation élémentaire. Ainsi la condi- 
tion définitive nécessaire pour l’apparition d’excitations dans un 
liquide en mouvement dans un capillaire correspond au minimum de 
e/p. Du point de vue géométrique le rapport e/p est la tangente de 
l'angle d'inclinaison de la droite joignant l’origine des coordonnées 
(dans le plan p, €) et un certain point de la courbe e—e(p). Il est 
évident que sa valeur minimale se trouve déterminée par le point 
pour lequel la droite issue de l’origine des coordonnées est tangente 
à la courbe. Si cette valeur minimale n’est pas nulle, pour des vites- 
ses de l'écoulement du liquide qui ne sont pas trop élevées, les exci- 
tations ne peuvent apparaître. Ceci veut dire que son écoulement ne 
ralentira pas, c’est-à-dire que le phénomène de superfluidité apparaî- 
tra dans le liquide. 

La condition obtenue pour la superfluidité se réduit en somme à 
exiger que la courbe e=e(p) ne soit pas tangente à l’axe des abscisses 
à l’origine des coordonnées (possibilité de tangence ultérieure à cet 
axe mise à part). Ainsi, la superfluidité peut être obtenue pour 
tout spectre pour lequel les excitations suffisamment faibles sont des 
phonons. 

Considérons maintenant le même liquide à une température dif- 
férente du zéro absolu (quoique voisine de cette valeur). Dans ce 
cas, le liquide ne se trouve pas dans l’état fondamental, il contient 
des excilations. Les considérations précédentes restent valables 
par elles-mêmes, car nous n'avons pas utilisé directement le fait 
que le liquide se trouvait primitivement dans l’état fondamental. 
Le mouvement du liquide par rapport aux parois du tube, lorsque 
la condition mentionnée est réalisée, ne peut pas ici aussi conduire 
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à l'apparition de nouvelles excitations élémentaires. Il est indispen- 
sable, cependant, de trouver comment se manifestera la présence 
d'excitations existant déjà dans le liquide. 

A cette fin nous allons faire le calcul suivant. [Imaginons que le 
« gaz de quasi-particules » se déplace comme un tout par rapport au 
liquide d’un mouvement de translation à la vitesse v. La fonction de 
distribution du gaz se déplaçant comme un tout s'obtient à partir 
de la fonction de distribution » (e) du gaz immobile en remplaçant 
l'énergie e de la particule par la valeur e—pv, où p est l’impulsion 
de la particule !. Ainsi, l'impulsion totale du gaz (rapportée à l’uni- 
té de volume) sera : 


P=(pr(e—pv)dp. 


Supposons que la vitesse v soit petite et développons l'expression 
sous le signe somme suivant les puissances de pv. Le terme d'ordre 
zéro disparaît lors de l'intégration sur les directions du vecteur p. 
il reste : 


P=— — [p(py) 20 gp. 


En effectuant l'intégration sur les directions du vecteur p, on ob- 
tient : 


4 C d 
pvp TE dp. (67,3) 
(2 


1 Pour un gaz ordinaire, ceci est une conséquence directe du principe de re- 
lativité de Galilée et peut se démontrer simplement en passant d'un système de 
coordonnées à un autre. Dans le cas présent, de telles considérations sont inap- 
plicables, car le « gaz de quasi-particules » se déplace non pas dans le vide mais 
« à travers le liquide ». Néanmoins, l'affirmation reste valable, comme le mon- 
trent les considérations suivantes. Supposons que le gaz d’excitations se déplace 
pet rapport au liquide à la vitesse v. Considérons un système de coordonnées 

ans lequel le gaz en entier est immobile, et le liquide se déplace à la vitesse — v 
une K). Suivant la formule de transformation (67,1) l'énergie E du liquide 

ans le système X est liée à l'énergie E, dans le système dans Îequel le liquide 
est au repos (système Æ,) par la relation : 


E=Eo—Pav + 


Supposons qu excitation élémentaire d'énergie e (p) (dans le système K,) 
apparaisse dans le liquide. L'énergie supplémentaire du liquide dans le système 
K sera e—pv, ce qui démontre l'affirmation ci-dessus. 
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Pour les phonons e=up!, et en intégrant par parties on trouve : 


4 d 16 
P= va [pt dp=v-5e | por (p) dp. 


(] 0 
Mais l'intégrale 


[upn (p)-4np*dp = \ en (e) d’p 


n'est rien d'autre que l'énergie En de l’unité de volume du gaz de 
phonons ; on obtient finalement : 


= Ve. (67.4) 


Nous voyons avant tout que le mouvement du gaz de quasi- 
particules est accompagné du transport d’une certaine masse : la 
masse effective de l’unité de volume du gaz est déterminée par le 
coefficient de proportionnalité entre l'impulsion P et la vitesse v 
dans (67,3) ou (67,4). D'un autre côté, rien n'empêche les « parti- 
cules » de ce gaz, lors de son écoulement, par exemple à travers 
un capillaire, d'entrer en collision avec les parois du tube et 
d'échanger avec ce dernier son impulsion. Tout comme pour un 
gaz ordinaire s'écoulant le long d’un capillaire, ceci a pour effet 
d'arrêter le gaz d’excitations. 

Nous arrivons alors au résultat fondamental suivant. Pour des 
températures différentes de zéro une partie de la masse du liquide 
se conduira comme un liquide visqueux ordinaire, « adhérant » 
aux parois du récipient lors de son mouvement ; la partie restante 
de la masse se conduira comme un liquide superfluide sans viscosité. 
Il est très important qu'entre ces deux parties de la masse du liquide 
se déplaçant « l’une à travers l’autre il n'y a pas de frottement », 
c'est-à-dire qu'il n’y a pas de transmission d’impulsion de l’une 
à l’autre. En effet, la présence même d'un tel mouvement d’une 
partie de la masse du liquide par rapport à l'autre a été obtenue en 
considérant l’équilibre statistique d’un gaz d'excitations se déplaçant 
uniformément. Mais si un mouvement relatif quelconque peut avoir 


1 Pour les phonons la fonction n (e) est la fonction de distribution de Bose 
dans laquelle le potentiel chimique est égal à zéro. Donc n (e—pv) est proportion- 
nel à l'expression 

1 


ete—Pvy/T _4 À 


Remarquons que la condition de superfluidité (>< e/p) coïncide justement avec 
Ja condition rendant cette expression positive et finie pour toutes les énergies, 
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lieu à l'équilibre thermique, ceci veut dire qu'il n’est accompagné 
d'aucun frottement. 

Soulignons que lorsqu'on considère un liquide comme « un mé- 
lange » de deux parties, l’une normale et l’autre superfluide, ce n’est 
qu'un moyen commode de décrire les phénomènes se déroulant dans 
un liquide quantique. Comme toute description d'effets quantiques 
en termes classiques, il n'est pas tout à fait adéquat. En réalité, 
il faut dire que dans un liquide quantique il peut exister simulta- 
nément deux mouvements, chacun d’eux étant lié à sa « masse effec- 
tive » (de sorte que la somme de ces deux masses est égale à la masse 
totale réelle du liquide). L'un de ces mouvements est « normal », 
c'est-à-dire qu'il a les mèmes propriétés que le mouvement d’un 
liquide visqueux ordinaire ; l’autre est « superfluide ». Ces deux 
mouvements sont sans transmission mutuelle d’impulsion. Souli- 
gnons spécialement qu'il n’y a ici aucune division des particules réel- 
les du liquide en particules superfluides et particules normales. En 
un certain sens on peut parler de masse superfluide et de masse nor- 
male du liquide, ce qui ne veut en aucun cas dire qu’il est réellement 
possible de diviser le liquide en deux parties!. 

La formule (67,4) donne la partie normale de la masse du liquide 
à des températures si basses que toutes les excitations élémentaires 
peuvent être considérées comme des phonons. 

En substituant pour l'énergie du gaz de phonons l’expression de 
(66,3), on trouve pour la partie normale p, de la densité du liquide 
l'expression suivante : 

__ 2n?T* 
45 hu 


Pour calculer la partie de rotons de p, remarquons que, puisque 
les rotons peuvent être décrits par la distribution de Boltzmann 


= et de (67,3) on a: 


de 
___ 4n [pe = R(egr LE 
(CO Er sc tr TV 


(67,5) 


Comme piuT, on peut, avec une précision suffisante, poser p?=p: : 
en substituant également NW, de (66,6) on trouve finalement : 


Par ae PS ir a 
= 37y D TNT de (67,6) 


1 Pour les propriétés hydrod ynamiques des liquides superfluides voir « Mé- 
canique des milieux continus », chapitre 16. 
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La partie de rotons de p,, est égale à celle de phonons pour environ 
0,6 °K, à des températures supérieures elle devient dominante. 

Au fur et à mesure de l'élévation dé la température la masse du 
liquide qui devient normale augmente. Au point pour lequel toute 
la masse du liquide devient normale la propriété de superfluidité 
disparaît complètement. C’est ce qu'on appelle le point À du liquide 
(2,19° K pour l'hélium) qui est un point de transition de phase de 
seconde espèce. 

La partie de la courbe p,(T) qui est voisine du point À ne peut 
évidemment être calculée exactement. Mais par suite de l’augmen- 
tation très rapide de p, conformément à (67,6), on peut s'attendre 
à trouver approximativement la température du point À en utili- 
sant cette formule et en posant p,/p=1. Un tel calcul donne une va- 
leur 2,8° K qui est voisine de la valeur réelle. 

La transition de phase de seconde espèce est toujours liée à l’ap- 
parition ou à la disparition d’une propriété qualitative quelconque 
(voir $ 137). Dans le cas du point À de l’hélium liquide cette varia- 
tion peut être décrite d'une manière macroscopique comme l’appari- 
tion ou la disparition de la composante superfluide du liquide. Du 
point de vue microscopique il s’agit de certaines propriétés de la 
matrice densité des atomes du corps en représentation des coordon- 
nées. Cette matrice p(r’, r) se définit comme l'intégrale : 


pt, r=ÛW*(r, 9) Wr, g)dg, 


où Y(r, q) est la fonction d'onde du corps, r étant le rayon vecteur 
d'une particule et q l’ensemble des coordonnées de toutes les autres 
particules ; l'intégration s'effectue suivant ces dernières. Pour un 
corps isotrope (liquide) la matrice densité ne dépend que de la dif- 
férence des coordonnées |r’—r|. Pour les liquides ordinaires la gran- 
deur p(r’, r) tend vers zéro lors d'une augmentation illimitée de la 
distance r’—r. Pour un liquide superfluide cette limite est différente 
de zéro. 

Les composantes de Fourier de la matrice densité, c'est-à-dire les 
intégrales de la forme 


\ p (r’, rheiktr”-" dS(r'—r), (67,7) 
coïncident à un facteur constant près avec l'expression 
[IT gpixrav | dg, 
c'est-à-dire qu’elles déterminent la distribution des probabilités des 


diverses valeurs de l'impulsion p=ñ#k de la particule. Si p (r’, r} 0 
pour [r—r|— 0, la densité de probabilité (dans l’espace p) pour 
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p— 0 reste finie. Si au contraire p(r', r) a une valeur finie p. à 
l'infini, la valeur de l'intégrale (67,7) pour p—0 tend vers l'infini 
[l'intégrale est égale à (2x)° p.6(k)]. Ceci correspond à une proba- 
bilité finie pour la particule d’avoir une impulsion nulle (remarquons 
que p. qui détermine cette probabilité doit être positive). 

Ainsi, la propriété indiquée de la matrice densité équivaut à 
affirmer que dans un liquide superfluide, contrairement au liquide 
non superfluide, un nombre fini de particules a une impulsion nulle. 
Pour éviter tout malentendu, soulignons cependant qu'on ne peut 
identifier ces particules à la « partie superfluide » du liquide. Sans 
parler du fait qu'une telle identification serait sans fondements, on 
peut voir qu'elle est fausse : en effet, au zéro absolu toute la masse 
du liquide est superfluide, mais entre-temps toutes les particules 
n’ont pas une impulsion nulle !. 


$ 68. Liquide quantique. Spectre du type de Fermi 


Nous avons déjà mentionné au $ 66 que tout liquide quantique 
composé de particules à spin entier doit avoir un spectre du type de 
Bose. Un liquide composé de particules de spin demi-entier peut 
également avoir un spectre d’un autre type (que l’on peut appeler 
spectre de Fermi) ; tel est l’isotope liquide de l’hélium ‘He. Il faut 
cependant souligner que le spectre d'un tel type ne peut être une 
propriété universelle des liquides composés de particules à spin 
demi-entier. Le type de spectre dépend également du caractère de 
l'interaction entre les atomes. Le simple raisonnement suivant rend 
ceci évident : si l’interaction est telle que son action a pour effet 
d'entraîner l'association des atomes en paires, à la limite nous ob- 
tiendrions un liquide moléculaire composé de molécules à spin entier, 
ayant donc un spectre du type de Bose. 

Le spectre énergétique d’un liquide quantique du type de Fermi 
peut être construit d’une manière analogue au spectre d’un gaz par- 
fait de Fermi. L'état fondamental de ce dernier correspond au cas 
où tous les états quantiques de particules, dont les impulsions sont 
comprises entre zéro et un certain p,, sont occupés. Les états excités 
du gaz apparaissent lorsque la particule passe de l’état de la zone 
remplie dans un autre état quelconque avec p>p,. 

Il est évident que dans un liquide il n’y a pas d’état quantique 
pour une particule. Cependant, pour construire un spectre de ce type 
on affirme d’abord que la classification des niveaux d’énergie reste 
inchangée au fur et à mesure de l’« enclenchement » de l’interaction 


1 Toutes ces propriétés de la fonction de distribution des particules ee 
sent clairement ci-dessous ($ 78) pour le modèle d'un gaz de Bose faiblement 
non parfait pour des températures voisines du zéro, quand il devient notoire- 
ment « superfluide ». | 
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entre les atomes, c'est-à-dire lors du passage du gaz au liquide. 
Dans une telle classification les excitations élémentaires jouent le 
rôle des particules du gaz, le nombre de ces excitations coïncide avec 
le nombre des atomes et elles sont régies par la statistique de Fermi. 

Chacune de ces quasi-particules a une impulsion déterminée 
(nous reviendrons plus loin sur la légitimité de cette hypothèse). 
Soit r (p) la fonction de distribution de leurs impulsions. Le principe 
de classification mentionné consiste à supposer que si l’on se donne 
cette fonction, l’énergie Æ du liquide est connue d’une manière uni- 
voque et que l’état fondamental correspond à une fonction de distri- 
bution dans laquelle tous les états des quasi-particules, dont la va- 
leur absolue de l’impulsion se trouve dans un intervalle borné de 
valeurs, sont occupés. Dans le plus naturel des cas, qui est à la fois le 
plus simple, cette zone s'étend, tout comme dans un gaz, de zéro 
à une certaine valeur limite p, (sphère dans l’espace des impulsions) !. 
En d’autres termes, à l’état fondamental correspond une fonction 
de distribution des quasi-particules « en échelon » avec coupure 
pour la valeur p=p,. La grandeur p, est liée à la densité du liquide 
(nombre de particules par unité de volume) par une formule identique 
au cas du gaz. 

Il est fort important de remarquer que l'énergie totale E du li- 
quide n’est en aucun casia Somme des énergies e des quasi-particules. 
En d’autres termes, E est un fonctionnel de la fonction de distribu- 


tion de la forme générale, ne se réduisant pas à l’intégrale [ne dr 


(comme c’est le cas pour un gaz où les quasi-particules coïncident avec 
les particules réelles). 

Puisque la notion première est celle de Æ, on peut se poser la 
question de savoir comment doit être déterminée l'énergie e des quasi- 
particules. 

Nous allons normaliser la fonction de distribution de la manière 
suivante : 


[na =?, (68,1) 


où W est le nombre de particules dans le volume V du liquide et 
dx désigne la grandeur d’p/(2xh)° (cette condition sera précisée plus 
bas). La variation de E correspondant à une variation infiniment 
petite de la fonction de distribution peut s’écrire sous la forme sui- 
vante : 


= (eëndr. (68,2) 


1 En principe le cas où, lors du passage progressif du gaz au liquide, une 

« cavités apparaît à l'intérieur de cette sphère est possible, c'est-à-dire qu'à 

l'état fondamental correspondrait le remplissage de tous les états avec des im- 

ulsions dont la valeur absolue se trouve dans l'intervalle entre deux valeurs 
inies différentes de zéro. 
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La grandeur e& est la dérivée variationnelle de l’énergie par rapport 
à la fonction de distribution. Elle correspond à la variation de l'éner- 
gie du système lorsque l’on ajoute une quasi-particule d’impulsion 
p. et c’est justement cette grandeur qui joue le rôle de la fonction 
de Hamilton pour la quasi-particule dans le champ des autres parti- 
cules. Elle est également un fonctionnel de la fonction de distribu- 
tion, c’est-à-dire que la forme de la fonction e(p) est déterminée par 
la distribution de toutes les quasi-particules du liquide. 

Notons à ce propos qu’une excitation élémentaire, dans le type 
de spectre considéré, peut en un certain sens être assimilée à un 
atome dans un champ self-consistent des autres atomes, ceci ne 
doit pas être compris dans le sens ordinaire de la mécanique classi- 
que. Il faut lui attribuer un sens plus profond ; dans l’hamiltonien 
de l'atome on tient compte non seulement de l'influence des parti- 
cules ambiantes sur l'énergie potentielle, mais également du fait 
que l’opérateur de l'énergie cinétique dépend de l’opérateur impul- 
sion. 

Ïl est facile de voir que la fonction de distribution des quasi-par- 
ticules a (à l’équilibre) la forme de la distribution de Fermi habituel- 
le, la grandeur € déterminée suivant (68,2) jouant le rôle de l'énergie 
des particules. En effet, par suite de la coïncidence des propriétés 
classificatoires des niveaux d'énergie du liquide et du gaz parfait 
de Fermi, l’entropie du liquide se trouve être déterminée par l’ex- 
pression combinatoire suivante : 


S=—[{ninn+ (in) in (1—n)} dr, (68,3) 


tout comme dans le cas du gaz [comparer avec (54,3)]. La variation 
de cette expression avec la condition supplémentaire de constance 
du nombre total de particules et de l'énergie totale {la variation de 
cette dernière est donnée par la formule (68,2)] permet de trouver 
la distribution cherchée : 


1 


RE RATES 


(68,4) 
Soulignons cependant que malgré l’analogie formelle de cette expres- 
sion avec la distribution de Fermi habituelle, ce n’est pas exacte- 
ment la même chose, car & est lui-même un fonctionnel de nr, de 
telle sorte que la formule (68,4) est en toute rigueur une fonction 
compliquée non explicite de nr. 

Jusqu'à présent nous avons omis le spin des quasi-particules. 
En réalité, toutes les grandeurs (r#, e, etc.) sont non seulement des 
fonctions de l'impulsion, mais également des fonctions opératoriel- 
les de l’opérateur (matrice) du spin des quasi-particules (s). Si le 
liquide se trouve à l'équilibre thermique, il est homogène et isotrope ; 
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la grandeur scalaire € ne peut alors dépendre que d’arguments scalai- 
res. Par conséquent, l'opérateur s ne peut entrer que sous la forme 


s? ou (sp}° (le simple produit sp est inadmissible, car le vecteur spin 
étant axial, c'est un pseudo-scalaire et non un scalaire réel). Pour 
un spin 1/2 on a: 


Ca 3 RS 1 
PT (sp) = 7P 


c'est-à-dire que S disparaît complètement. Ainsi, dans ce cas l’éner- 
gie de la quasi-particule ne dépend pas du tout du spin. 

Le fait que e ne dépend pas du spin indique que tous les niveaux 
d'énergie sont deux fois dégénérés. En fait, affirmer que la quasi- 
particule est dotée de spin, c'est exprimer cette dégénérescence. En 
ce sens, on peut affirmer que le spin de la quasi-particule dans le 
type de spectre donné est toujours égal à 1/2 indépendamment des 
spins des particules réelles du liquide. En effet, pour tout spin s 


différent de 1/2, les termes de la forme (sp)? conduiraient à la dé- 
sintégration des niveaux (2s+1) fois dégénérés en +s+1) ni- 


veaux deux fois dégénérés. En d'autres termes, apparaissent 2 s+1) 


branches de la fonction e(p), chacune d'elles correspondant aux 
quasi-particules « de spin 1/2 ». 

Pour simplifier l'écriture des formules, nous supposerons ci- 
dessous qu’aucune grandeur ne dépend de l'opérateur spin. Dans 
ce cas la présence du spin 1/2 ne conduit qu’à l'introduction du 
facteur 2, que nous inclurons dans la définition de dt : 


dr=2 #2. 
(ah 
En présence de spin, dans l'intégration sur l’espace des phases, il 
faut prendre la trace des fonctions matricielles. 

Revenons à l’hypothèse faite, selon laquelle à chaque quasi- 
particule on peut attribuer une impulsion déterminée. Pour que 
cette hypothèse soit exacte il faut que l'incertitude de l'impulsion 
(liée à la valeur finie du libre parcours moyen de la quasi-particule) 
soit petite non seulement par rapport à la valeur de l'impulsion 
elle-même, mais également par rapport à la largeur de la « zone 
d’étalement » de la distribution (où elle diffère notablement de 
l’« échelon »). Il est facile de voir que ceci se trouve réalisé si la 
distribution nr (p) ne s’écarte de l’« échelon » que faiblement au voi- 
sinage de l'impulsion limite, c’est-à-dire au voisinage de la surface 
de la sphère de Fermi. En effet, par suite du principe de Pauli, 
seules les quasi-particules de la zone d'étalement de la distribution 
peuvent avoir une diffusion mutuelle, et par suite de celle-ci elles 
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doivent passer dans les états libres du même domaine. Ainsi, la 
probabilité de collision est proportionnelle au carré de la largeur 
Ap de ce domaine. Aussi, l'incertitude de l'impulsion liée au pro- 
cessus de diffusion est proportionnelle à (Ap)?. Il est donc évident 
que si Ap est suffisamment petit, l'incertitude de l’impulsion sera 
petite, non seulement par rapport à p,, mais également par rapport 
à Ap. 
Ainsi, la méthode exposée n'est valable que pour des états ex- 
cités du liquide qui sont décrits par une fonction de distribution 
des quasi-particules, ne se distinguant de l’« échelon » que dans un 
petit domaine au voisinage de la limite supérieure. En particulier, 
pour des distributions thermodynamiques d'équilibre seules des 
températures suffisamment basses sont admissibles (températures 
basses par rapport à la température de dégénérescence T,). Dans 
ces conditions, en première approximation, on peut remplacer le 
fonctionnel e dans (68,4) par sa valeur calculée pour la distribution 
en « échelon ». Ainsi, e devient une fonction tout à fait déterminée 
de la valeur de l'impulsion et la formule (68,4) se réduit à la distri- 
bution habituelle de Fermi. 

Donc, la fonction & (p) n’a un sens physique concret qu’au voi- 
sinage de la sphère de Fermi. En développant ici suivant les puis- 
sances de p—pPy, On a: 

Ae=e—pæ vo (p—pe) (68,5) 


« 


où 
(68,6) 


° T ôp P=Pe 
est la « vitesse » des quasi-particules sur la surface de Fermi 1. 
Dans un gaz de Fermi parfait, pour lequel les quasi-particules sont 
identiques aux particules réelles, on a e—p?/2m, ainsi v,= és 


Par analogie on peut introduire, pour un liquide de Fermi, la grandeur 
m* = — ; (68,7) 


que l'on appelle masse effective de la quasi-particule ?. 

Cette grandeur détermine en particulier la chaleur spécifique 
du liquide pour des températures basses. Elle est donnée par la 
même formule (57,6) que pour un gaz, mais au lieu de m on doit 


1 Remarquons que le spectre du type considéré n'admet pas l'effet de ape 
fluidité. Dans les raisonnements du $ 67 il faut maintenant écrire Ae au lieu 
de e et l'inégalité (67,2) v>Ae/p peut être satisfaite pour n'importe quel ». 

2 Pour ‘He liquide %He p,/A=0,8-10$cm"!, m*=2,4 msHe. Remarquons 
également que pour *He liquide la théorie exposée n'est quantitativement appli- 
cable que pour un dumaine de températures de quelques dixièmes de degré seu- 
lement. 
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écrire m*. Ceci découle du fait que l’expression (68,3) de l’entropie 
en fonction de la fonction de distribution est la même pour un li- 
quide et pour un gaz, tout comme l'expression (68,4) de la fonction 
de distribution en fonction de e, et lors du calcul de l'intégrale 
(68,3) seul entre en ligne de compte le domaine des impulsions 
voisines de ps. 

Désignons par ôe la variation de l'énergie de la quasi-particule 
par suite d’un petit écart de la fonction de distribution à l’« éche- 
lon ». Elle doit avoir la forme d’un fonctionnel linéaire du type 


ôe (p) = | f(p, p') ôn' dr’. (68,8) 


La fonction f(p, p') est la dérivée variationnelle seconde de E et 
est donc symétrique par rapport aux variables p et p'’. Elle joue 
un rôle important dans la théorie du liquide de Fermi. (A l’appro- 
ximation du gaz parfait f—0.) 

La fonction f dépend en général non seulement des impulsions, 
mais aussi des spins. Si la distribution fondamentale est isotrope, 
la fonction A contiendra dans le cas général des termes de la forme 
Palp, p'}s;s,. En particulier, l'interaction d'échange des quasi- 
particules conduit à des termes de la forme q(p, p’}s s’. Cependant, 
ci-dessous nous allons, pour simplifier, supposer que la fonction f 
ne dépend pas des spins. 

En l'absence de champ extérieur, l’impulsion du liquide rapportée 
à l'unité de volume coïncide avec la densité du flux de masse ; ceci 
est une conséquence directe du principe de relativité de Galilée. 
La vitesse des quasi-particules est de /dp de sorte que le flux des quasi- 
particules est donné par l'intégrale 


np dr. 


Puisque le nombre de quasi-particules du liquide coïncide avec le 
nombre de particules réelles, il est évident que pour obtenir le 
transport total de masse par les quasi-particules, il faut multiplier 
le flux de leur nombre par la masse m de la particule réelle. Nous 
obtiendrons ainsi l'égalité suivante : 


fpndr= (ms n dr. (68,9) 


En faisant varier les deux membres de cette égalité et en utili- 
sant (68,8) on obtient : 


pôndr=m|%ôndr+m [EURE à ôn' drdr = 
=m[ôndr—m (| j(p. pr) Gor Or dr dr 
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(dans la seconde intégrale du membre de droite, on change la dé- 
signation des variables d'intégration et on intègre par parties). 
Puisque ôn est arbitraire, il s'ensuit que : 


ER (rar. (68,10) 


Appliquons maintenant cette relation aux impulsions au voisi- 
nage de la limite de la distribution de Fermi. Simultanément rem- 
plaçons la fonction de distribution par la fonction « échelon ». 
L'énergie € est alors une fonction de l’impulsion, pour laquelle 
on peut utiliser l'expression (68,5), et la dérivée a est essentiel- 
lement une fonction 6 : 


ô, 
æ— —$6 (P— Po). 


Ceci permet d’effectuer l'intégration dans (68,10) sur la valeur de 


l'impulsion : 
_2p'® dp' do’ ____2Pe_ 
LE £a Gxh  (nkp [ire ci 


Dans la fonction f (p, p') les deux arguments sont égaux en valeur 
absolue à p,, ainsi, en fait, f ne dépend que de l’angle 6 entre p, 
et ps. En substituant ce résultat dans (68,10), en multipliant les 
deux membres de cette égalité par p, et en divisant par pi on obtient 
la relation suivante entre la masse réelle des particules et la masse 
effective des PE à 


1 


= _ PE D { fcos 8 do’. (68,11) 


MAS 

Enfin calculons la compressibilité du liquide de Fermi (au zéro 
absolu) ou, ce qui est la même chose, la vitesse du son dans ce li- 
quide, égale à la racine carrée de la compressibilité !. La densité du 
liquide p=mN/V et le carré de la vitesse du son est égal à 


(Pour 7 =0 on a également S=0, il n'est donc pas indispensable de 
distinguer les compressibilités isothermique et adiabatique). Pour 
calculer cette dérivée il est commode de l’exprimer à l’aide de la 
dérivée du potentiel chimique. Comme ce dernier ne dépend de W 


3 II ne faut pas oublier qu'en fait, au zéro absolu, le son ordinaire ne pour- 
rait se propager dans le liquide de Fermi, car pour T0 sa viscosité augmente 
iudéfiniment. 


LIQUIDE QUANTIQUE. SPECTRE DU TYPE DE FERMI 249 


et de V que sous la forme du rapport W/V, on a : 


du ___V du __ V? 4P 
ON NOV  N? w 
(pour T = const —0, on a du=—V dP/N). Ainsi, 
LN ôn 
PET IN (68,12) 


Puisque 1 =e(p,)=@,, la variation de ôu, lorsque le nombre de par- 
ticules varie de ÔN, est égale à 


ôu = (: ôn'dr'+ 20 pe, OPo- (68,13) 


Le second terme est lié au fait que la variation du nombre total de 
particules change également la valeur de l'impulsion limite : ôN 


et ôp, sont liées par la relation : 
2-4np#ôps V _ GW. 
(2xh} 


Puisque ôn’ n’est notablement différent de zéro que pour pæp,, 
pour l'intégrale de (68,13) on peut écrire : 


(fôn" ar & (fdo' ( &n À = [do 02. 


En substituant ce résultat dans (63,13) et en introduisant m* con- 


formément à En = 2 +, on obtient : 
2h _ _Cahy 
"aN Fr [fdo' ÿ 4 “SaromV * 


Enfin, en substituant m* de (68,11) et en multipliant par 


N 2-4npiV 


m  3Qnh)m. 


on obtient finalement 


p° 1 \s . 
Mae À 6m (RE) A (st cos0y ao. (68,14) 
Si la fonction f dépend des <pins des deux particules, le facteur 4 
devant les intégrales dans les formules (68,11) et (68,14) doit être 
remplacé par la trace des deux variables de spin. 

Le type de spectre énergétique du liquide de Fermi décrit peut 
dans certaines conditions être instable, le liquide passe alors dans 
un état caractérisé par un spectre d'un autre type (à « fente éner- 
gétique ») dans lequel il a la propriété de superfluidité. Pour des 
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températures suffisamment basses, la présence des forces d’attrac- 
tion entre les atomes du liquide conduit à cet effet. Le caractère 
du spectre apparaissant sera décrit au $ 80 sur le modèle du gaz 
de Fermi à faible attraction entre les particules 1. 


$ 69. Spectre électronique des métaux 


La notion d’excitation élémentaire est également indispensable 
pour la description des spectres électroniques des corps solides. Les 
couches électroniques des atomes du cristal interagissent fortement 
les unes avec les autres, de telle sorte que l’on ne parle plus de ni- 
veaux d'énergie des atomes, mais des niveaux de l’ensemble des 
couches électroniques de tous les atomes du corps en entier. Le 
caractère du spectre électronique est différent pour les différents 
types de corps solides. 

Le liquide électronique dans un métal normal (sans supraconduc- 
tibilité) a un spectre du type de Fermi étudié au paragraphe précé- 
dent. Un tel spectre se construit, comme nous l’avons vu, d’une 
manière analogue au spectre d’un gaz parfait de Fermi. Ici, nous 
avons cependant à faire à des électrons se trouvant dans un champ 
électrique extérieur créé par les noyaux des atomes (que nous con- 
sidérons alors comme immobiles dans leur position d'équilibre, 
c'est-à-dire dans les nœuds du réseau). Ainsi, il nous faut d’abord 
connaître les propriétés d’un « gaz parfait » d'électrons se trouvant 
dans un tel champ,— cette question se réduit à la connaissance du 
comportement d’un électron dans un champ extérieur périodique 
dans l’espace (étudié pour la première’ fois par F. Bloch, 1929). 
La périodicité du champ veut dire qu'il ne change pas lors de la 
translation d’un vecteur quelconque de la forme a=s,a,+s.a,+s.as 
(où a,, a,, a, sont les périodes de base du réseau) : 


U (r+a)=U (r). (69,1) 


Donc l'équation de Schrôdinger décrivant le mouvement des élec- 
trons dans un tel champ ne change également pas lors d’une trans- 
formation quelconque de la forme r—r—+a. 

Il s'ensuit que si v(r) est la fonction d'onde d’un certain état 
stationnaire, ÿ(r-+a) est également solution de l'équation de Schrô- 
dinger décrivant le même état de l’électron. Ceci veut dire que les 


deux fonctions doivent coïncider à un facteur constant 4(r+a)= 
=const-W(r) près. [Il est évident que const doit en module être 


1 Lorsque l'on abaisse suffisamment la température, cet effet (comme l'a 
montré L. Pitaevski, 1959) doit en fin de compte se produire également dans ‘He 
liquide. Ceci par suite du fait que dans l'interaction des atomes neutres il y a 
toujours un domaine des (grandes) distances pour lesquelles il y a attraction 
(attraction dite de Van der Waals, voir « Mécanique quantique », $ 89). 
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égal à l'unité ; dans le cas contraire, lorsque l'on répète indéfini- 
ment le déplacement de a (ou de—a) la fonction d’onde tendrait 
vers l'infini. La forme générale de la fonction ayant cette propriété 
est : 


Dax (r) = ekrunx (r), (69,2) 


où k est un vecteur arbitraire (réel) constant et u,, une fonction 
périodique : 


Unx (r+ a) = ux (r). (69,3) 


Pour une valeur donnée de k l'équation de Schrôdinger a en 
général une série infinie de solutions différentes, correspondant à 
une série discrète infinie de valeurs diverses de l'énergie de l'électron 
e(k) ; l'indice nr dans 1, donne le numéro d'ordre de ces solutions. 
Les diverses branches de la fonction e=e,(k) doivent être dotées 
du même indice (il est souvent appelé numéro de la zone énergé- 
tique) !. 

Toutes les fonctions x pour divers r et k sont évidemment 
orthogonales. En particulier, de l’orthogonalité de x pour divers nr 
et des k identiques on tire l’orhogonalité des fonctions uw. Et par 
suite de leur périodicité il suffit d'effectuer l'intégration sur le vo- 
lume v d'une maille élémentaire du réseau ; avec la normalisatien 


À aan Une do = Ban. (69,4) 


Le sens du vecteur k est en ce que sa valeur détermine le compor- 
tement de la fonction d'onde lors des translations : la transfor- 
mation r—r—+a la multiplie par eïks : 


Dax (r + a) = etapu (r). (69,5) 


Il s'ensuit immédiatement que la grandeur k est par définition même 
non univoque : les valeurs se distinguant d'un vecteur de la forme 
2xb (où, comme au $ 65, b désigne un vecteur quelconque du ré- 
seau réciproque) conduisent à une translation semblable de la fonc- 
tion d’onde (facteur eitk+27ba—eika), En d’autres termes, de telles 
valeurs de k sont physiquement équivalentes ; elles correspondent à 
un même état de l’électron, c'est-à-dire à une même fonction d'onde. 
On peut dire que les fonctions A sont périodiques (avec la période 
du réseau réciproque) par rapport à l'indice k : 


Ÿn. K + ab (r) = Ya (r). (69,6) 
1 Les propriétés générales d'une hypersurface à feuilles multiples e= 


=eAfk,, k,, k.) sont liées à la symétrie du réseau et sont les mêmes que celles qui 
ontété mentionnées au $65 pour l'hypersurface w=w(k,. k,, k,) des phouons. 
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L'énergie est également périodique : 
e, (k+2xb)=e, (k). (69,7) 


Les fonctions (69,2) sont en un certain sens analogues aux fonc- 
tions d'onde de l’électron libre ÿ = const -eirr/h, le vecteur constant 
p—Âk jouant ici le rôle de l'impulsion conservative. Tout comme 
pour le phonon nous arrivons à la notion de « quasi-impulsion » de 
l’électron dans un champ périodique. Soulignons qu'ici il n'y a 
pas d’impulsion se conservant réellement, car la loi de conservation 
de l’impulsion n’a pas de sens dans un champ extérieur. Ce qui est 
remarquable c’est que dans un champ périodique l'électron est tout 
de même caractérisé par un certain vecteur constant !. 

Toutes les valeurs physiquement différentes du vecteur k/2x 
se trouvent dans une maille élémentaire du réseau réciproque. Le 
« volume » de cette maille est égal à 1/v, où v est le volume d’une 
maille élémentaire du réseau du cristal (voir $ 135). D'un autre 
côté, le volume de l’espace k [divisé par (2x)° ] détermine le nombre 
d’états correspondant à un volume fini du corps (égal à un cm‘). 
Ainsi, le nombre d'états (par cm du cristal) compris dans chaque 


° ges A s À « 3: : 
zone énergétique est égal à —, c'est-à-dire au nombre de mailles 


élémentaires. 

Considérons ensuite deux électrons dans un champ périodique. 
Si on les considère ensemble, comme un seul système avec une 
fonction d'onde w(r,, r.), on trouve que lors de la translation 
(-r+a,r,—r.+a) cette fonction doit être multipliée par 
un facteur de la forme et“, où k peut être appelé quasi-impulsion 
du système. D’un autre côté, lorsque la distance entre les électrons 


1 Pour les états stationnaires à quasi-impulsion k donnée, l'impulsion 
réelle peut avoir, avec différentes probabilités, un nombre infini de valeurs de 
la forme À (k+2xb). Ceci provient du fait que le développement d'une fonction 
périodique en série de Fourier a la forme u,, = Ÿ'a,,, e2%ibr, donc le développe- 


ment de Ÿnk(69,2) en ondes planes a la forme 4, = Songe eitk+2abr 


La propriété (69,6) signifie que les coefficients de ce développement doivent 
dépendre de k et de b seulement sous la forme de la somme k+2xb, on peut donc 
écrire 

= t\k+27b) 
Var © Den, + and Éd ie (69,2a) 


Dans une telle représentation de la fonction d'onde on voit apparaître explici- 
tement les deux propriétés (69,5) et (69,6). En égalant (69,2) et (69,2a) et en 
intégrant sur le volume de la maille élémentaire on trouve: 


1 
Em i unx (E) dv. 
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est grande, v(r,. r.) se réduit au produit des fonctions d'onde des 
électrons et lors de la translation elle est multipliée par eikiñeikra, 
De l'égalité eikñ—eitki+k:M on tire 
k=k,+k, +27b. 


I] s'ensuit en particulier que lors de la collision de deux électrons 
se déplaçant dans un champ périodique, la somme des quasi-impul- 
sions se conserve au vecteur du réseau réciproque près, 


k,+k,=k,+k,+2nb. 


L'analogie ultérieure entre la quasi-impulsion et l'impulsion réelle 
apparaîtra clairement lors de la définition de la vitesse moyenne 
de l’électron. Pour la calculer il faut connaître la valeur de l’opé- 


rateur de la vitesse v—r dans la représentation k. Dans cette repré- 
sentation les opérateurs agissent sur les coefficients c., du dévelop- 
pement d’une fonction d'onde arbitraire y suivant les fonctions 
propres %Ÿnx (69,2) : 


p=> F cnicbax dk. (69,8) 


Nous allons d’abord trouver l'opérateur r. On a 


rŸ=— Y \ Cal Pak dh=Y (cu (- 


Intégrons le premier terme par parties, dans le second terme dé- 
veloppons la fonction périodique dux,/0k (tout comme u\ elle-même) 
suivant un système de fonctions orthogonales u,\, avec un même k 
en écrivant ce développement sous la forme 


CR 


es) dk. 


(69,9) 


On obtiendra alors 
à 
pe E [oui nt dk +2 | onQripmndtk = 
nme 
-Xf {2 ee * cmk | x dk. 
D'un autre côté, suivant la définition de r on doit avoir : 
Tr = > \ (rca) Vak dk. 
n 


En comparant avec l'expression obtenue on trouve : 


T= + iQ, (69,10) 
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où l'opérateur Q est donné par sa matrice Q%. Il est important que 
cette matrice est diagonale suivant l'indice k. 

L'opérateur de la vitesse s'obtient suivant les règles habituelles, 
en faisant commuter l'opérateur r avec l’hamiltonien. Dans la 
représentation k, l'hamiltonien n’est rien d'autre que l'énergie e(k) 
exprimée sous forme d'une fonction de k. Ainsi, on a : 


mn. de je 1 8 à 1,48 & 
= —re)= —+(e LT e)—T(eû— 0e), 
ou : 
Ÿ = +10. (69,11) 


Les éléments matriciels @ sont liés aux éléments matriciels Q par 
la relation 


êm = + Le, ()— 6, (k)] D 


On voit ainsi que QE=0, c'est-à-dire que Q n'a d'éléments diago- 
naux pour le numéro de la zone. 

La valeur moyenne de la vitesse est égale à l'élément matriciel 
diagonal de l'opérateur (69,11). Conformément à ce qui a été dit, on 
a simplement 


=: (69,12) 


ce qui est tout à fait analogue à la relation classique habituelle. 

Ainsi, nous avons tiré au clair la différence de principe essen- 
tielle existant entre le caractère de la classification des états d’un 
électron libre et d’un électron dans un champ périodique. Dans 
le premier cas l’énergie des particules est déterminée d’une manière 
univoque par son impulsion, qui prend une série continue illimitée 
de valeurs. Dans le second cas la quasi-impulsion joue le rôle de 
paramètre continu, toutes les valeurs physiquement non équiva- 
lentes de cette quasi-impulsion se trouvent dans un intervalle fini 
(maille du réseau réciproque). En plus de ce paramètre continu, 
l'énergie de l'électron dépend également d’un nombre quantique 
discret, soit le numéro de la zone !. Dans chaque zone l'énergie 
prend des valeurs dans un certain intervalle fini ; il est important 
que les différentes zones peuvent se recouvrir partiellement [en 
conservant naturellement leur « individualité » car à chaque zone 
correspond une loi de dispersion propre e=e, (k)]. 

Toutes ces propriétés se trouvent être reportées sur le caractère 
de la classification des niveaux dans le spectre du liquide électro- 


1 Nous négligerons la dépendance de la projection du spin (dans un métal 
aon magnétique) car elle est insignifiante. 
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nique de Fermi dans le métal, les quasi-particules jouant le rôle 
des particules (électrons). Une caractéristique importante de ce 
spectre pour chaque métal est la forme et la disposition de la surface 
limite de Fermi dans l’espace k (réseau réciproque). Cette surface 
peut en général être de forme compliquée très variée. Elle peut être 
simplement ou multiplement connexe, ouverte ou fermée. Ceci 
veut dire que la surface de Fermi peut englober des domaines finis 
des mailles du réseau réciproque ou bien sectionner une partie du 
volume de la maille, s’« appuyant » sur ses faces. Si l’on se repré- 
sente la surface de Fermi périodiquement étendue sur tout le ré- 
seau réciproque, chaque maille comprendra des cavités fermées 
identiques, quant aux surfaces ouvertes elles passeront d'une ma- 
nière continue à travers tout le réseau réciproque. Nous n’allons 
pas nous arrêter ici sur l'étude détaillée des propriétés topologiques 
des surfaces de Fermi, qui présentent plus d'intérêt pour les pro- 
priétés cinétiques que pour les propriétés thermodynamiques du 
métal. 

Il est important que la surface de Fermi, qui présente une sur- 
face isoénergétique e,(k)=u (l'énergie limite coïncide avec le po- 
tentiel chimique u au zéro absolu), inclut en général des feuillets 
divers correspondant à plusieurs zones qui se recouvrent (il est évi- 
dent que u est le même pour toutes les zones). 

Dans un liquide de Fermi isotrope « libre », dont il a été ques- 
tion au paragraphe précédent, la surface de Fermi était une sphère 
dont le rayon était déterminé par la densité du liquide. Une rela- 
tion analogue peut être établie pour un liquide électronique dans le 
métal, mais par suite des propriétés spécifiques liées à la périodicité 
du champ du réseau il faut légèrement changer la manière de for- 
muler cette relation. 

Il est commode de rapporter le nombre d'électrons du métal à 
une maille élémentaire du réseau ; soit v le nombre total d'électrons 
dans les atomes d’une maille. Désignons par A, la partie du volume 
de la maille du réseau réciproque incluse « sous » la surface de Fermi 
de la n-ième zone énergétique [c'est-à-dire la partie du volume pour 
laquelle e,(k)<p]. On aura alors la relation : 


v—21=2Y A, (69,13) 


où Lest un certain nombre entier, et le facteur 2 dans le membre de 
droite tient compte des deux directions du spin de la quasi-parti- 
cule. L’analogie avec le spectre d’un gaz parfait de Fermi (dans un 
champ périodique) rend évidente la particularité de cette relation 
d'après laquelle on retranche de v un nombre entier. Le nombre 2! 
correspond alors aux électrons remplissant complètement ! zones 
inférieures, de telle sorte que la position de l'énergie limite dans les 
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zones partiellement remplies ne se détermine que par le nombre 
d'électrons correspondant à ces zones. 

Par suite de cette même analogie avec le spectre d’un gaz par- 
fait, on peut affirmer que lors de son mouvement chaque quasi- 
particule transporte une charge égale à la charge de l'électron !. 

Dans le paragraphe précédent nous avons déjà remarqué que la 
fonction e (p) n'a le sens physique direct de l'énergie de la quasi- 
particule qu'au voisinage de la surface de Fermi. C'est ce voisinage 
qui détermine la partie électronique des grandeurs thermodynami- 
ques du métal (les termes principaux de leurs développements pour 
des températures bien inférieures à la température de dégénérescen- 
ce) ?. L'écart d’un gaz parfait n'apparaît, à cette approximation. 
que parce que le nombre d'états des quasi-particules à proximité 
de la surface de Fermi est différent à. 

Désignons par pde le nombre d'états (rapporté à 1 cm° du métal) 
correspondant à l'intervalle d'énergie de. L'élément de volume de 
l'espace p séparant deux surfaces isoénergétiques infiniment voisines 
d'énergie u et u—+de est égal à df de/v, où df est l'élément d’aire 
de la surface de Fermi et v la valeur du vecteur qui lui est normal 
v=d0e/ôp (les «vitesses » des quasi-particules sur la surface de 


Fermi). Ainsi, 
pe 2%. (69,14) 


(rh) 4, 


où n désigne les numéros des zones, l'intégration étant effectuée 
sur toute la surface de Fermi disposée à l'intérieur d’une maille du 
réseau réciproque (lorsque la surface de Fermi est ouverte, il est 
évident que les faces de la maille n’entrent pas dans le domaine 
d'intégration). 

La grandeur (69,14) remplace dans les grandeurs thermodyna- 
miques l'expression qui, pour un gaz de particules libres (la surface 
de Fermi est une sphère de rayon p,), a la forme 


2 4aré _ mPo 
QnÂ)s Po/m x | 


1 Soulignons que même des considérations très générales permettent d'ex- 
clure la possibilité que la charge effective transportée par la quasi-particule soit 
une grandeur varable. dépendant de l’état du métal. Dans un corps non homogè- 
ne cette charge varierait alors le long du corps, ce qui est incompatible avec 
l'invariance de jauge des équations de l'électrod ynamique. 

3 Pour la plupart des métaux la température de la dégénérescence électro- 
nique est de l'ordre de 104 degrés. : 

3 Afin d'éviter tout malentendu soulignons que les formules (68,11-14) 
obtenues au paragraphe précédent pour un liquide de Fermi ne se trouvant 
pas dans un champ extérieur quelconque ne concernent évidemment pas le li- 
quide électronique du métal. 
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Ainsi, pour le potentiel thermodynamique © du métal, on a [com- 
parer avec (57,2)]: 


Q=Q— 2 pVT (69,15) 


(le terme Q, contient la partie du potentiel correspondant au ré- 
seau, ainsi que la contribution des électrons pour 7 =0). Si l’on 
considère le second terme de (69,15) comme un terme correctif pour 
Q,, on peut (comparer avec $$ 57, 64) également écrire une formule 
analogue pour le potentiel thermodynamique © : 


a? 
D=D—TpTV?, (69,16) 


où p et V sont maintenant exprimés en fonction de P et de 7 (à 
l’approximation zéro). 

En déterminant l'entropie à partir de (69,16), puis la chaleur 
spécifique, on trouve la contribution électremique à la chaleur spé- 
cifique, soit : 


CL pVT. (69,17) 


La chaleur spécifique totale du métal se compose d'une partie élec- 
tronique et d'une partie de réseau. Cette dernière est proportionnelle 
à T* (pour T8), ainsi, pour des températures suffisamment basses, 
la contribution électronique à la chaleur spécifique devient pré- 
dominante. 

Pour la même raison, dans ce domaine de températures la con- 
tribution électronique à la dilatation thermique du métal devient 
également prédominante. En déterminant au moyen de (69,16) le 


volume V= pe puis le coefficient de dilatation thermique 


4e 
ay |\3r)p? 
on trouve 


a= TE (Ve) (69,18) 


Remarquons qu'ici (tout comme pour le domaine des températures 
élevées, voir $ 64) le rapport < se trouve être indépendant de la 
température. 

L’interaction des électrons et des oscillations du réseau (phonons) 
ne provoque pas de variations qualitatives dans le spectre énergé- 


tique d’un métal normal (elle n’est importante que pour les effets 
cinétiques s'y déroulant). Mais elle conduit à l'apparition d'une 


9 NM 16a1 
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certaine attraction effective entre les électrons, dont le mécanisme 
peut être décrit comme un échange d’un phonon lors de la diffusion 
mutuelle de deux électrons. Lorsque cet effet est suffisant il peut 
prédominer sur la répulsion coulombienne des électrons ; ainsi, 
aux basses températures le spectre, par suite de l'apparition de la 
supraconductibilité, peut changer de caractère comme ceci a élé 
mentionné au paragraphe précédent. 


$ 70. Spectre électronique des diélectriques solides 


La propriété fondamentale du spectre énergétique d’un cristal 
diélectrique non paramagnétique (celte question a été étudiée pour 
la première fois par J. Frenkel, 1931) est que le premier niveau ex- 
cité se trouve à une distance finie du niveau fondamental ; en d’autres 
termes, il y a une « fente énergétique » entre le niveau fondamental 
et le spectre des niveaux excités. La présence de cette fente (qui 
pour les corps diélect#ques ordinaires est de l’ordre de quelques 
électrons-volts) conduit à ce que la « partie électronique » des gran- 
deurs thermodynamiques se trouve être exponentiellement petite 
(elle est proportionnelle à e—\T, où À est la largeur de la fente). 

Dans le spectre considéré, une excitation élémentaire peut être 
décrite comme un élat excilé d’un atome isolé, que l’on ne peut 
cependant attribuer à un atome déterminé ; elle est « collectivisée » 
et se propage dans le cristal sous la forme d’une « onde d’excitation », 
sautant d’un atome à un autre. Comme dans les autres cas, ces 
excitations peuvent être considérées comme des quasi-particules 
qui sont dans ce cas appelées excitons ayant une énergie et une 
quasi-impulsion déterminées. Comme toute excitation qui peut se 
manifester isolément, les excitons ont un moment entier et sont 
régis par la statistique de Bose. 

Pour une valeur donnée de la quasi-impulsion p, l'énergie de 
l’exciton peut prendre une série discrète de valeurs €,(p). Les com- 
posantes de la quasi-impulsion prennent. comme on sail, une série 
continue de valeurs dans des intervalles finis. Pour chaque n la 
fonction e,(p) donne une certaine « zone » de valeurs de l'énergie de 
l'exciton ; les diverses zones peuvent partiellement se recouvrir. 
La plus petite des valeurs possibles de la fonction £,(p), c’est-à-dire 
l'énergie minimale de l’exciton, comme ïil a déjà été mentionné, 
est différente de zéro. 

Mis à part l’exciton, des excitations d'un autre type peuvent 
exister dans le diélectrique. Elles peuvent être considérées comme 
provenant de l’ionisation des atomes. Chacune de ces ionisations 
conduit, dans un diélectrique, à l'apparition de deux « particules » 
se propageant indépendamment — l'électron et le «trou». Ce 
dernier correspond à l'absence d’un électron dans l’atome et se 
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conduit donc comme une particule chargée positivement. Lorsque 
nous parlons ici du mouvement de l’électron et du trou dans le cris- 
tal, nous entendons évidemment en réalilé certains états excités 
« collectifs » des électrons du corps diélectrique, accompagnés 
(par opposition aux états des excitons) du transport d’une charge 
élémentaire positive ou négative. 

Les électrons et les trous ont un spin demi-entier et sont régis 
par la statistique de Fermi. Ceci ne veut cependant pas dire que le 
spectre électrons-trous d'un corps diélectrique a le caractère du 
spectre du type de Fermi décrit au $ 68. Celui-ci était caractérisé 
par la présence d’une impulsion limite p, ; cependant, dans notre 
cas, il n’y à pas de telle valeur, et l’électron et le trou apparaissant 
simultanément peuvent avoir des quasi-impulsions tout à fait 
arbitraires. 

L'électron et le trou interagissent suivant la loi de Coulomb. 
On sait que le spectre des valeurs propres des énergies des parti- 
cules s’attirant suivant la loi de Coulomb se compose d’une série 
discrète de niveaux négatifs, devenant plus denses vers la valeur 
nulle où commence le spectre continu des valeurs positives. Dans 
le cas présent, les niveaux discrets correspondent aux excitations 
des excitons (électron et trou liés), et les niveaux continus aux exci- 
tations électrons-trous. On peut donc dire que (pour une valeur don- 
née de la quasi-impulsion) les valeurs possibles des énergies de l'ex- 
citon forment une série discrète devenant plus dense au fur et à 
mesure de l’augmentation de l'énergie et se transformant en une 
série de valeurs continues correspondant à un électron et à un trou 
se déplaçant librement. 

Dans les considérations précédentes le spectre électronique a été 
étudié indépendamment du mouvement des noyaux des atomes qui 
étaient supposés immobiles dans les nœuds du réseau cristallin. 
Ceci n'est pas toujours admissible. L'’interaction des électrons 
et des oscillations du réseau peut être si forte que la méthode exposée 
peut se trouver être inadmissible. Dans un diélectrique l’interaction 
de l’électron et des oscillations du réseau conduit à sa déformation 
au voisinage de l'électron ; cette déformation modifie évidemment 
d’une manière appréciable le caractère du mouvement de l'électron 
lui-même (l’électron avec la déformation du réseau qu'il produit 
est appelé polaron ; cette notion a été introduite par S. Pékar, 1946). 


$ 71. Températures négatives 
Nous allons maintenant passer à l'étude d’un effet très parti- 
culier, lié aux propriétés des diélectriques paramagnétiques. Ceux-ci 
sont caractérisés par le fait que leurs atomes ont un moment méca- 
nique (donc magnétique également) s'orientant plus ou moins 


Les 


260 CORPS CONDENSÉS 


facilement. L’interaction de ces moments (magnétique ou d'échange 
suivant la distance mutuelle) conduit à l'apparition d’un nouveau 
spectre « magnétique» se superposant au spectre diélectrique 
habituel. 

Ce nouveau spectre est inclus complètement dans un intervalle 
énergétique fini, cet intervalle est de l’ordre de l'énergie d'’interac- 
tion des moments magnétiques de tous les atomes du corps disposés 
dans les nœuds du réseau cristallin à une certaine distance les uns 
des autres ; rapportée à un atome, cette énergie peut être de quel- 
ques dixièmes à une centaine de degrés. À ce point de vue le spectre 
énergétique magnétique se distingue beaucoup des spectres habituels 
qui, grâce à la présence de l'énergie cinétique des particules, s'étend 
jusqu’à des énergies aussi grandes que l’on veut. 

Par suite de cette particularité, on peut considérer le domaine 
des températures élevées par rapport à tout l'intervalle des valeurs 
admises des énergies rapportées à un atome. L'énergie libre Finasn 
liée à la partie magnétique du spectre se calcule d'une manière tout 
à fait analogue au $ 32. 

Soit E, les niveaux d’énergie d’un système des moments interagis- 
sants. La somme statistique qui nous intéresse sera alors : 


En 
Zune De Tam D (th). 


Ici, tout comme au $ 32, le développement formel en série, 
suivant les puissances de la grandeur E,/T qui n’est pas forcément 
petite, donnera, après la prise du logarithme, le développement 
suivant la petite grandeur —E,/NT, où N est le nombre des atomes. 
Le nombre total des niveaux du spectre considéré est fini et égal 
au nombre de toutes les combinaisons possibles des orientations 
des moments des atomes ; ainsi, si tous les moments sont identi- 
ques, c’est gY, où g est le nombre des orientations possibles d’un 
moment par rapport au réseau. Désignant ici, à l’aide d’un trait 
au-dessus de la lettre, la moyenne arithmétique, on peut écrire Zasn 
sous la forme 


Enfin, en prenant le logarithme et en développant de nouveau en 
série avec la même précision, on obtient l'expression suivante pour 
l'énergie libre : 


Frrsgs = —T IN Zuugu = —NTINng+E, HE, ES). (711) 
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D'où l’entropie 


D Gén =Nîin ET; 7 E E,), (71,2) 
l'énergie 
Enagn = + (E,—E,)®, (71,3) 
et la chaleur spécifique 
1 Vans ma sé: 
Cmagn =>: (E,—EË,). (71,4) 


Nous allons considérer l’ensemble des moments atomiques fixés 
aux nœuds du réseau ct interagissant comme un système isolé, 
en ne prêtant pas attention à l'interaction avec les oscillations du 
réseau, qui est en général très faible. Les formules (71,1-4) détermi- 
nent les grandeurs thermodynamiques de ce système aux tempéra- 
tures élevées. 

La démonstration faite au $ 10, selon laquelle la température 
doit être positive, est basée sur la condition de stabilité du système 
par rapport à l'apparition de mouvements macroscopiques internes. 
Mais le système de moments que nous étudions ici ne peut en fait, 
par sa nature même, avoir de mouvement macroscopique, les consi- 
dérations énoncées ne sont donc plus valables. La démonstration 
basée sur la condition de normalisation de la distribution de Gibbs 
($ 36) n’est également pas valable, car dans ce cas le système n’a 
qu’un nombre fini de niveaux d'énergie finis, et la somme normali- 
sante est convergente pour n'importe quelle valeur de T. 

Nous arrivons ainsi au résultat curieux que le système de mo- 
ments interagissants peut avoir des températures tant positives 
que négatives. Etudions les propriétés du système pour différentes 
températures. 

Pour la température T=0 le système se trouve dans son état 
quantique inférieur et son entropie est nulle. Au fur et à mesure 
de l'augmentation de la température, l’énergie et l’entropie du 
système augmentent également d’une manière monotone. Pour 
T= +0 l'énergie est égale à Æ, et l’entropie est maximale et égale 
à Ning; ces valeurs correspondent à la distribution uniforme 
suivant tous les états quantiques du système, dans laquelle passe 
la distribution de Gibbs pour Too. 

La température T=—o cest physiquement équivalente à la 
température T7 =+oo ; ces deux valeurs donnent une même distri- 
bution et des mêmes valeurs des grandeurs thermodynamiques du 
système. À l’augmentation ultérieure de l'énergie du système cor- 
respond une augmentation de la température à partir de T=— ; de 
plus, la température étant négative. elle diminue en valeur absolue. 
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L'entropie décroît alors d'une manière monotone (fig. 9) !. Enfin, 
pour T=—0 l'énergie atteint sa valeur maximale, et l’entropie 
est de nouveau nulle ; le système se trouve alors dans son état 
quantique le plus élevé. 


S 


T=+0 T=100 T=-0 € 
Fig. 9 


Ainsi, le domaine des températures négatives se trouve non pas 
« au-dessous du zéro absolu » mais « au-dessus de la température 
infinie ». En ce sens on peut dire que les températures négatives 
sont « plus élevées » que les positives. Ceci se trouve en accord avec 
l'affirmation selon laquelle, lors de l'interaction du système de 
température négative avec un système dont la température est 
positive (avec les oscillations du réseau), l’énergie doit passer du 
premier système au second, on peut facilement s’en rendre compte 
d’une manière analogue à celle du $ 9 pour l'échange d’énergie 
entre les corps de température différente. 

Les états de température négative peuvent en fait être réalisés 
dans un système paramagnétique de moments nucléaires dans un 
cristal dans lequel le temps de relaxation t, de l’interaction des spins 
nucléaires est bien inférieur au temps de relaxation f, de l'interaction 
des spins avec le réseau (£. M. Purcell, R. V. Pound, 1951). Sup- 
posons que le cristal s’aimante dans un champ magnétique intense, 
après quoi la direction du champ s'’inverse si rapidement que les 
spins « n'ont pas le temps » de le suivre. Le système se trouvera 
ainsi dans un état hors d'équilibre avec une énergie évidemment 


supérieure à £,. Durant un temps de l’ordre de t, le système atteindra 
l'équilibre avec la même énergie. Si, dans la suite, le champ sera 
ôté d'une manière adiabatique, le système restera en équilibre ; 
cet état correspondra de toute évidence à une température négative. 
L'échange ultérieur d'énergie entre le système de spins et le réseau, 
qui est accompagné de l’égalisation de leurs températures, se produira 
durant un temps de l'ordre de f;. 


1 Au voisinage du maximum la courbe S—S$ (E) est symétrique, mais loin 
de ce point il ne doit en général pas y avoir de symétrie. 
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$ 72. Gaz réels 


Souvent on peut, avec une précision suffisante, appliquer l'équa- 
tion d’état d'un gaz parfait aux gaz réels. Mais cette approximation 
peut cependant se trouver être insuffisante, il est alors indispen- 
sable de tenir compte des interactions entre les molécules formant 
le gaz et le rendant réel. 

Nous allons ici en tenir compte en supposant toutefois le gaz 
assez raréfié pour que l’on puisse négliger les collisions tcrnaires, 
quaternaires, etc. des molécules, donc que seules entrent en ligne 
de compte les collisions de deux molécules. 

Pour simplifier l'écriture des formules considérons d'abord un 
gaz réel monoatomique. Le mouvement de ses particules peut être 
décrit d’une manière classique, l'énergie s’écrira alors de la manière 
suivante : 

N ps 
E (p, p=Xs+U. (72,1) 


a=Tt 
où le premier membre est l'énergie cinétique de N atomes du gaz, 


et U leur énergie d'interaction. Pour un gaz monoatomique U n'est 
fonction que de la distance entre les atomes. L'intégrale statistique 


Ve ARn Ar se décompose en produit de deux intégrales, l’une sur 


les impulsions des atomes et l'autre sur leurs courdonnées. Cette 
dernière est de la forme 
U 
hate T dV, ... dVy, 

où l'intégration sur chacun des dV,—dxr,dy,dz, s'effectue sur tout le 
volume V occupé par le gaz. Pour un gaz parfait U = Oet cette inté- 
grale est alors simplement égale à VV. Il est ainsi évident que lors 
du calcul de l'énergie libre d’après la formule générale (31,5) on 
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obtient : 
n 4 
F=r,-Tin(..….{e T dV,:..: dy (72,2) 


où F, est l'énergie libre d'un gaz parfait. 

En ajoutant et en retranchant 1 dans l'expression sous l'inté- 
grale et en se rappelant que [w, .… dV\y=VN, on peut écrire la for- 
mule (72,2) sous la forme 


F=r,-Tinff..[(eT-1)a, . dyt1}. (23 


Dans les calculs ultérieurs nous allons utiliser l’artifice formel 
suivant. Supposons non seulement que le gaz est suffisamment ra- 
réfié, mais également qu'il est en faible quantité, de telle sorte 
qu'on puisse considérer que dans le gaz il n’y a pas plus d’une paire 
d’atomes entrant en collision simultanément. Ceci n’influencera 
en aucune sorte la généralité des formules obtenues, car par suite de 
l'additivité de l’énergie libre, on sait d'avance que celle-ci est de 
la forme F=N{(T,V/N) (voir $ 24), aussi les formules obtenues 
pour une petite quantité de gaz sont automatiquement valables 
pour une quantité quelconque de celui-ci. 

L'’interaction entre les atomes ne peut être considérée comme 
faible que si les deux atomes en question se trouvent très près l’un 
de l’autre, c’est-à-dire que pratiquement ils entrent en collision. 
Ainsi, l’expression sous l’intégrale dans la formule (72,3) n’est 
nettement différente de zéro que dans le cas où deux atomes quel- 
conques sont très voisins l’un de l’autre. Mais nous avons supposé 
que ceci ne peut avoir lieu simultanément que pour une paire d’ato- 
mes au plus, cette paire pouvant être choisie parmi N atomes de 


+ N(N—1) façons. On peut par suite écrire l’intégrale dans (72,3) 
sous la forme suivante : 


dan. ((e 41)ar, ... Wr 


où U,, est l'énergie d'interaction de deux atomes (aucune importance 
lesquels, car ils sont tous identiques) ; U,, ne dépend que des coor- 
données de deux atomes quelconques. On peut par conséquent inté- 
grer sur tous les autres, ce qui donnera V\”?. De plus, on peut évi- 
demment remplacer V(N—1) par N° car N est très grand ; en subs- 
tituant l'expression obtenue dans (72,3) à l'intégrale et en utilisant 


GAZ RÉELS 265 


la relation In (1+z)&zx pour ri, on a: 


el -Ve 
F=r,— |] (e T1) aviav., 
où dV,dV, est le produit des éléments différentiels des coordonnées 
des deux atomes. 

Mais U,, n’est une fonction que de la distance entre les deux 
atomes, c’est-à-dire de la différence de leurs coordonnées. Ainsi, 
si au lieu des coordonnées de chacun des atomes on introduit les 
coordonnées de leur centre d'inertie commun et leurs coordonnées 
relatives, U,, ne dépendra que de ces dernières (désignons par dV 
le produit des éléments différentiels de ces coordonnées relatives). 
On peut donc intégrer sur les courdonnées du centre d’inertie com- 
mun, ceci donnera de nouveau le volume Y. 

Ou obtient finalement : 


F=r,+ 70, (72,4) 
où 
i Le 
B(n=}((1—e F)dv. (72,5) 
On trouve ainsi la pression P=— 9%; 
NT NB(T 
P=T(1+) (72,6) 


(puisque P,=NT/V). C'est l’équation d'état du gaz à l'approxima- 
tion considérée. 

On sait ($ 15) que les variations de l’énergie libre et du potentiel 
thermodynamique, lors de petites variations des conditions exté- 
rieures ou des propriétés du corps, sont égales, l’une d'elles étant 
prise à volume constant et l’autre à pression constante. 

Si l’écart à gaz parfait peut être considéré comme une telle 
variation, on peut passer directement de (72,4) à ©. Pour cela il 
faut simplement, dans le terme correctif de (72,4), exprimer le 
volume en fonction de la pression, ceci d’après l'équation d'état 
d’un gaz parfait : 


D=®,+NBP. (72,7) 
On peut alors exprimer le volume en fonction de la pression : 
V = 1 + NB. (72,8) 


1 Nous allons voir plus bas que le premier terme sous le logarithme de la 
formule (72,3) est proportionnel à N?/V. Aussi le développement effectué est-il 
justement lié à l'hypothèse faite ci-dessus selon laquelle non seulement la 
densité (W/V) du gaz est faible, mais aussi la quautilé considérée est petite. 
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Tout ce qui vient d'être dil se rapporte aux gaz monoatomiques. 
Cependant ces formules restent valables pour les gaz polyatomiques. 
Dans ce cas l'énergie potentielle d'interaction des molécules dépend 
non seulement de leur distance mutuelle, mais également de leur 
orientation mutuelle. Si, comme c’est presque toujours le cas, la 
rotation des molécules peut être considérée d'une manière classique, 
on peut dire que Ü,, est une fonction des coordonnées des centres 
d'inertie des molécules et des coordonnées tournantes quelconques 
(angles) déterminant leur orientation dans l’espace. Il est facile 
de voir qu'à la différence d’un gaz monoatomique dV, sera le produit 
des éléments différentiels de toutes les coordonnées précitées de la 
molécule. Mais les coordonnées tournantes peuvent toujours être 


choisies de telle sorte que l'intégrale av, soil de nouveau égale 


au volume V. En effet, l'intégration sur les coordonnées du centre 
d'inertie donne ce volume V, et l'intégration sur les angles donne 
une certaine constante, les angles pouvant toujours être normalisés 
de telle sorte que cette constante soit égale à l'unité. Toutes les 
formules obtenues dans ce paragraphe conservent donc leur forme 
dans le cas des gaz polyatomiques, avec cette seule différence que 
dans (72,5) dV est maintenant le produit des éléments différentiels 
des coordonnées déterminant la distance relative entre deux molé- 
cules, ainsi que leur orientation relative !. 

Toutes les formules obtenues n’ont évidemment de sens qu'à 
condition que l'intégrale (72,5) soit convergente. Pour cela, il est 
tout au moins indispensable que les forces d’interaction des molé- 
cules diminuent assez rapidement avec la distance. Si pour de grandes 
distances U,, décroît comme —r7", on doit avoir r>3 *. 

Si cette condition n’est pas satisfaite, le gaz composé de particules 
identiques ne peut en général exister en tant que corps homogène. 
Dans ce cas, sur chaque portion de la substance agiront des forces 
intenses, issues de parties éloignées du gaz. Ainsi, les portions, 
situées près et Join de la limite du volume occupé par le gaz, se 
trouveront dans des conditions nettement différentes, ce qui aura 
pour effet de rompre l'homogénéité du gaz. 

Pour les gaz monoatomiques, la fonction U,, (r) a l'allure don- 
née sur la figure 10 ; sur l’axe des abscisses, on porte la distance r 
entre les atomes. Pour de petites distances U,, augmente lorsque 


1 Si les particules du gaz sont dotées de spin, l'allure de la fonction U;, 
dépend en général de la direction des spins. Dans ce cas, à l'intégration sur dV 
il faut ajouter la sommation suivant les directions du spin. 

2 Pour tous les gaz atomiques ou moléculaires cette condition est toujours 
réalisée, car les forces d'interaction des atomes ou des molécules électriquement 
neutres (même dipolaires), une fois prise la moyenne sur les diverses orientations 
mutuelles des particules, décroissent à de grandes distances comme U,,0n1/r 
(voir « Mécanique quantique », $ 89). 
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la distance diminue. ce qui correspond à des forces de répulsion 
entre les atomes ; à partir à peu près de l'intersection de la courbe 
avec l'axe des abscissex, la courbe monte brusquement et U,, devient 
ainsi rapidement très grande, par suite 

de la «€ non-pénétrabilité » mutuelle des  Uz 
atomes (pour celte raison la distance r, 

est parfois appelée « rayon » de l'atome). 

A de grandes dislances L/,, augmente 
lentement, tendant asymplotiquement 
vers zéro. L'augmentation de U,, avec 

la distance correspond à l’attraction 

des atomes. Le minimum de U,, cor- 
respond à un certain équilibre « stable ». 

La valeur absolue de l'énergie U,, en ce 
point n’est pas alors en général grande (U, 

est de l'ordre de grandeur de la tempéra- 
ture critique du corps considéré). 

Dans le cas d'un gaz polyatomique, 
l'énergie d'interaction a une allure ana- 
logue, quoiqu’elle ne puisse évidemment être représentée par une 
courbe semblable à celle de la figure 10, car c’est une fonction 
d'un plus grand nombre de variables. 

Ces données sur l'allure de la fonction U,, sont suffisantes pour 
déterminer le signe de B(T) dans les cas limites des hautes et des 
basses températures. Aux températures élevées (TS>U,) on a [U,.|/T<1 
pour tout le domaine r>2r,, et l'expression sous l'intégrale dans 
B(T) (72,5) est voisine de zéro. Aussi, la valeur de l'intégrale est 
essentiellement déterminée par le domaine r<<2r, pour lequel U,,/T 
est positif et grand ; par conséquent, dans ce domaine, l'expression 
sous l'intégrale est positive, toute l'intégrale est donc également 
positive. Ainsi, pour des températures élevées, B(T) est positif. 

Par contre, pour des températures basses (T<£U,), c'est le do- 
maine r>2r, qui joue un rôle essentiel dans l'intégrale, dans ce 
domaine U,,/T est négatif et grand en valeur absolue. Ainsi, pour 
des températures suffisamment basses, B(T) doit être négatif, B(T) 
dépendant de la température d’une manière à peu près exponentielle, 
soit —eU"T, 

Puisque B(T) est positif à des températures élevées et négatif 
à des températures basses, il doit, pour une certaine température, 
passer par zéro !. 


1 La température 74 pour laquelle Z(Tg)=0 est appelée point de Boyle. 
Si l'on représente les courbes donnant PV/T en fonction de P à T donné, l'iso- 
therme T=7TAa, pour P-0, une tangente horizontale, ce qui sépare les isother- 
mes à inclinaison initiale positive et négative (toutes les isnthermes partent du 
point PV/T—1, P=0). 
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Enfin, considérons le processus de Joule-Thomson dans un gaz 
réel. La variation de température accompagnant ce processus est 
déterminée par la dérivée : 


(2 )u = [T (er )e—v] (72.9) 


[voir (18,2)]. Il est évident que pour un gaz parfait cette dérivée 
s’annule. Pour un gaz dont l'équation d’état est (72,8) on obtient : 
Us: 
D SUP LS OP et à 
Grec (Tm-B)=5; [e (1 À ) 1] dV. (72,10) 
Tout comme nous l’avons démontré pour B(T), il est facile de voir 
/ ne ôT : NS ae 
que pour des températures élevées on aura 3P y: c’est-à-dire 


qu’un gaz, lors du processus de Joule-Thomson, passe de pressions 
plus élevées aux pressions plus basses avec augmentation de la tem- 


pérature. À des températures plus basses, on a S >0, c’est-à-dire 


que la température du gaz baisse avec la diminution de la pression. 
Donc, pour une certaine température du gaz (point d'inversion), 
l'effet de Joule-Thomson doit changer de signe !. 


Problèmes 


1. Déterminer B(T) pour un gaz dont les particules se repoussent suivant 
la loi U,,=a/r" (n>3). 

S ou tion. Ecrivons dans (72,5) dV=4rr“dr et intégrons par partie 
sur dr (entre O0 et œ); après la substitution «r”"=z, l'intégrale se réduit à 
une fonction l et l'on obtient : 


sea (a) (8). 


2. On appelle rolatilité d'un gaz la pression P* qu'il aurait pour des va- 
leurs données de la température et du potentiel chimique, le gaz étant suffie 
samment raréfié pour qu'on puisse le considérer comme parfait. Déterminer la 
volatilité d'un gaz dont le potentiel thermodynamique est (72,7). 

Solution. Le potentiel chimique du gaz est [u, de (42,6)] 


u=u,+BP=T In P+y(T)+ BP. 


Suivant la définition de la volatilité nous allons l’égaler à l'expression 7 In P*+ 
+ (7), on obtient alors à la même approximation pour laquelle est valable 


l'expression (72,7) : 
ge BP NT 2NB 
* =P(14 T )= V (14 ) : 


‘Rappelons que nous étudions un gaz faiblement non parfait, c'est-à-dire 
des pressions relativement faibles. C'est seulement à cette approximation qu'est 
valable le résultat oblenu, soit que le point d'inversion ne dépend pas de la pres- 
sion (comparer avec le problème 4 du $ 74). 
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$ 73. Développement suivant les puissances de la densité 
L'équation d'état (72,6) obtenue au paragraphe précédent n'est 
rien d'autre que les deux premiers termes du développement de la 
pression suivant les puissances de 1/Y : 


NT NB(T), N°C(T) " 
P=T(1+ +0 se (73,1) 


Le premier terme du développement correspond au cas d’un gaz 
parfait, c’est-à-dire à l'absence d'interaction des molécules. Le 
second terme rend compte de l'interaction binaire des molécules, 
les termes suivants correspondent à l'interaction de trois, quatre 
molécules, etc. !. 

Les coefficients B, C, … du développement (73.1) sont appelés 
second, troisième, etc. coefficient du viriel. Pour déterminer ces 
grandeurs, il faut commencer par calculer non pas l'énergie libre, 
mais le potentiel Q. Considérons de nouveau un gaz monoatomique 
et la formule (35,5) qui, pour un gaz de particules identiques, s'écrit : 


œ uN » Ep. q) 
2 vi F Pr _ 
e rem e dT x. (73,2) 


Grâce à l’introduction du facteur 1/N |, l'intégration s’effectue 
simplement sur l’espace des phases du système de N particules 
{comparer avec (31,7)]. 

Dans les termes suivants de la somme sur N l'énergie E \{p, q) 
a la forme donnée ci-dessous. Pour N —0, il est évident que £,(p.q)= 
=. Pour N—1, c’est simplement l'énergie cinétique d'un atome : 


« 


E; (p, g =. 


Pour N=2 elle se compose de l'énergie cinétique de deux atomes et 
de l'énergie de leur interaction : 


: 2 
Ep, g = 4 Us. 
a=1 
D'une manière analogue : 
3 


E:(p, g)= JE + Uiesr 
a=1 
où U,., est l'énergie d'interaction de trois atomes (qui en général 
ne se réduit pas à la somme U,,+U,,+U.:), etc. 
1 Le petit paramètre sans dimensions, suivant lequel on effertue le déve- 


loppement, est en réalité le rapport Nr,/V du « volume » d'une molécule r, 
au volume du gaz rapporté à une molécule V/N. 
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Substiluons ces expressions dans (73.2) et introduisons la dé- 


signation : 
IT PL UE 
E— e” je 7 dSp -(5) et: (73.3) 


Cry 2n 4° 


Nous allons voir que cette expression n'est rien d’autre que : 
Py 
Em, 


où P,est la pression du gaz parfait pour des 7 et V donnés. On 
obtient : 


Q=—TiIn dev +5 ((erav,av,+ 


+E (fe Far, dv, dv,+..…). 


Chacun des U,+, Uss, ...n’est fonction que de la distance entre les 
atomes ; ainsi, en introduisant les coordonnées relatives des atomes 
(par exemple, par rapport au premier atome), nous diminuerons 
d'une unité la multiplicité des intégrales, ce qui nous donnera le 
facteur supplémentaire V : 


“ües 
Q=—PV= Tin {1+8v +Ë fe T dV, + 


EsV Vin 
+E (Ce T dVadVa+ |. 
Enfin, développons cette expression suivant les puissances de E ; 
la série obtenue peut se mettre sous la forme : 
P=TY uen (73,4 
Eos nl °°? 4) 


où se 
Ji=1,J, Enre TT 1) av, 


OR. 
J = [((T De Te T + 2)av av, 


etc. Les intégrales J, s’obtiennent suivant une loi évidente : l’ex- 
pression sous l'intégrale dans J/, n'est sensiblement différente de 
zéro que si #7 atomes sont voisins les uns des autres, c’est-à-dire 
lors de la collision de r atomes 


(73,5) 
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En dérivant (73,4) par rapport à u, on obtient le nombre de 
particules du gaz, car 


"(ve 


du, AU/T. V 
Puisque par définition (73, 3) © SE, on obtient : 
N= VE ni En. (73,6) 


Les deux équations (73,4) et (73,6) déterminent sous forme pa- 
ramétrique (paramètre E) la relation entre P, V et T, c'est-à-dire 
l'équation d’état du gaz. En excluant E on peut obtenir l'équation 
d'état sous la forme d'une série (73,1) avec un nombre quelconque 
de termes !. 


$ 74. Formule de Van der Waals 


Dans les gaz l'interaction des molécules est assez faible. Au 
fur et à mesure de l'augmentation de cette interaction les propriétés 
du gaz s'éloignent de plus en plus de celles des gaz parfaits, et en 
fin de compte le gaz se transforme en un corps condensé, c’est-à-dire 
qu'il devient un liquide. Dans ce dernier, l'interaction des molé- 
cules est grande, et ses propriétés (donc les propriétés du liquide) 
dépendent essentiellement du type de liquide. Ainsi, comme nous 
l'avons déjà mentionné, il est impossible d'établir des formules 
générales décrivant quantitativement les propriétés du liquide. 

On peut, cependant, trouver une certaine formule d’interpolation 
décrivant qualitativement le passage du gaz au liquide. Cette for- 
mule doit donner des résultats exacts dans les deux cas limites. 
Pour des gaz raréfiés elle doit se transformer en formules valables 
pour les gaz parfaits. Lorsque la densité augmente et le gaz se rap- 
proche du liquide, cette formule doit tenir compte de la compressi- 
bilité limitée de la matière. Une telle formule décrira alors quali- 
tativement la manière dont se conduit le gaz dans le domaine inter- 
médiaire. 

! En première approximation P= Te, N=VE, d'où P=NTiV=P,. En se- 
cunde approximation 


Pare (i+ 8). N'=VE (147,8): 


en excluant £ de ces égalités (avec la même précision) on obtient 


ce qui coincide avec (72,6). 
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Pour trouver une telle formule nous allons passer à une étude 
plus détaillée d'un gaz s'écartant, pour des températures élevées, 
d'un gaz parfait. Tout comme dans les paragraphes précédents, 
nous allons tout d’abord considérer un gaz monoatomique, et toutes 
les formules obtenues seront en égale mesure applicables aux gaz 
polyatomiques. 

L'interaction des atomes du gaz décrite au $ 72 (voir fig. 10) 
permet de déterminer la forme des premiers termes du dévelop- 
pement B(T) suivant les puissances de l'inverse de la température ; 
nous supposerons que le rapport 


Fe <1 (74,1) 


est petit. 

Comme U,, n’est fonction que de la distance r entre les atomes, 
dans l'intégrale (72,5) on peut écrire dV—4nr*dr. En divisant le 
domaine d'intégration sur dr en deux parties, on peut écrire : 


Fe #}av man ( (4) rtdr+4n ( er. 


27e 


Mais lorsque r est compris entre 0 et 2r,, l'énergie potentielle U,, 
est en générale très grande. Aussi, dans la première intégrale, on 
U;. 


snie T L Fe pate : 
peut négliger e par rapport à l’unité. L'intégrale devient alors 
égale à 2b, où 


b= nr. 


Si r, est considéré comme le « rayon » de l'atome, b est quatre fois 
son « volume » (pour des gaz polyatomiques la constante b n'est 
évidemment pas égale à quatre fois le « volume » de la molécule). 

Dans la seconde intégrale, U,, n'est nulle part supérieure en 
valeur absolue à U, (fig. 10). Par suite, —U,,/T dans cette inté- 
grale est toujours inférieur à l'unité ; même lorsque U,,=—U,, on 
a tout de même U,/T<£1. Aussi, dans le développement en série de 
e— Uu:/T suivant les puissances de U,,/T, on peut se limiter aux deux 

œ 


premiers termes. La seconde intégrale est alors égale à _ ( anU,,r°dr. 
y 
2re 
Comme, dans tout le domaine d'intégration, U,, est négative, toute 
l'intégrale est également négative ; nous l'écrirons sous la forme 


da | Dre 
—poua est une constante positive. 
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Nous trouvons ainsi que 
B(T)=b—+. (74,2) 


En substituant dans (72,4) nous trouvons l'énergie libre du gaz 
sous la forme 


NN? 
F=F, ++ (Tb—a). (74,3) 
En substituant dans (72,7) on trouve le potentiel thermodynamique : 
D=®,+NP(5—+). (74,4) 


La formule d’interpolation cherchée peut être obtenue à partir 
de la formule (73,4) qui ne satisfait pas d'elle-même aux conditions 
nécessaires, car elle ne tient pas compte de la compressibilité limi- 
tée de la matière. Substituons dans (74,3) l'expression de F, issue 
de (42,4). On obtient alors : 


Nb N: 

F=NS(T)-NT In NT (inv T)-7 .. (74,5) 
Lors du calcul de la formule (72,4) pour l'énergie libre du gaz nous 
avons supposé que, quoique le gaz ne soit pas suffisamment raréfié 
pour pouvoir être considéré comme parfait, il a cependant un volume 
suffisant (pour que l’on puisse négliger les collisions ternaires, etc.), 
c'est-à-dire qu'en général la distance entre les molécules est bien 
supérieure à leurs dimensions. On peut dire que le volume V du 
gaz est, en tout cas, bien supérieur à Nb. Aussi Nb/V<£1 et, en uti- 
lisant le fait que, pour r<£1, on peut écrire Iu(1+zx)Æz, on trouve 


In(V—Nb)=inV+in (1 —)=In (AC 


Par conséquent, (74,5) peut s’écrire sous la forme 


F=Nf(T)=NT In £(V—Nb) = 


L Nb Nia 
=F,-NTin(i 7). (74,6) 
Ainsi écrite, cette formule satisfait aux conditions posées plus 
haut. car, pour de grandes valeurs de V, elle se transforme en la 
formule donnant l'énergie libre d'un gaz parfait, et pour de petites 
valeurs de V elle conduit à l'impossibilité de compression illimitée 
du gaz (pour V<Nb l'argument du logarithme devient négatif). 
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Connaissant l'énergie libre, on peut déterminer la pression du 
gaz : 


oF NT Va 
PSE PEN 
ou L 
(P +.) (V—No)=NT. (74,7) 


C'est l’équation d'état interpolée cherchée d'un gaz réel. On 
l’appelle équation de Van der Waals. 

Il est évident que la formule de Van der Waals n’est que l'une 
des nombreuses formules interpolées satisfaisant aux conditions 
requises, et il n’y a aucune raison physique pour préférer l’une à 
l’autre. La formule de Van der Waals n'est que la plus simple et la 
plus commode !. 

(74,6) permet de trouver l’entropie du gaz : 


S=S,+Nin (4 —7) , (74,8) 

puis son énergie E=F+TS : 
E-E, Te. (74,9) 
Ceci permet de voir que la chaleur spécifique C=(%), d'un gaz 


de Van der Waals coïncide avec la chaleur spécifique d'un gaz 
parfait, elle ne dépend que de la température et peut en particulier 
être constante. Quant à la chaleur spécifique C,, comme il est facile 
de s’en rendre compte (voir problème 1), elle dépend non seulement 
de la température, mais aussi du volume et ne peut donc se réduire 
à une constante. 

Le second terme de (74,9) correspond à l’énergie d'interaction 
des molécules du gaz ; il est naturellement négatif, car en moyenne, 
ce sont les forces d'attraction entre molécules qui dominent. 


Problèmes 


1. Trouver C,—C, pour un gaz réel décrit par la formule de Van der Waals. 
Solution. La formule (16,10) et l'équation de Van der Waals donnent 


N 
2Wa ° 
1— 5 (V— Nb}: 

ma Ne 

1 Lorsque l'on applique cette formule, les valeurs des constantes a et b 
doivent être choisies de manière à coïncider le mieux passible avec l'expérience. 
La constante b ne peul ici, en aucun cas, ètre considérée comme le quadruple du 
« volume de la molécule », même dans le cas des gaz monvatomiques. 


Cp—Cy= 
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2. Trouver l'équation d'un processus adiabatique pour un gaz de Van der 
Waals à chaleur spécifique constante C,. 

Solutivn. Substituant dans (74,8) S,=N InV+Ne, In T (les constan- 
tes sans importance sont vmises), faisant S constante, on trouve la relation 

(V— Nb) Tv = const. 

Elle se distingue de l'équation correspondante pour un gaz parfait, en ce que 
l'on a remplacé V par V—Nb. 

3. Trouver pour le même gaz la variation de température lors de la dilatation 
dans le vide du volume V, au volume V.. 

Solution. Lors de la dilatation dans le vide, l'énergie du gaz reste 
constante. Aussi la formule (74,9) (avec E,—=Nc,T) permet de trouver 


RE (7-7) 


4. Trouver, pour un gaz de Van der Waals, comment le point d’inversion 
de l'effet Joule-Thomson dépend de la température. 
: : ve : : ë 2. OT T 
Solution. Le point d'inversion se détermine par l'égalité (9) DR Ta 
{voir (72,9)]. Après la substitution de 7, pris dans (74,7), elle donne une équa- 
tion qui doit être résolue simultanément avec (74,7). Le calcul algébrique donne 
l'expression suivante pour le point d'inversion en fonction de la pression : 


2a 302 \* 
Time = (2 4 v1-# P) © 


Pour chaque valeur de la pression P<a/3b°, il y a deux points d'inversion 


entre lesquels la dérivée y est positive, à l'extérieur de cet intervalle de 
températures, elle est négative. Pour P> a/3b°, il n’y a pas de points d'inversion 
et l'on a partout (97T/9P)y<01. 


$ 75. Gaz complètement ionisé 


La méthode de calcul des grandeurs thermodynamiques d’un 
gaz réel, exposée ci-dessus, n’est plus valable lorsque le gaz est com- 
posé de particules chargées interagissant suivant la loi de Coulomb, 
car dans ce cas les intégrales entrant dans ces formules sont diver- 
gentes. Un tel gaz nécessite donc une étude particulière. 

Considérons un gaz complètement ionisé (plasma). Nous dé- 
signerons par ze les charges de ses particules, où l'indice a permet 
de distinguer les différentes sortes d'ions (e est la charge élémen- 
taire et z, sont des nombres entiers positifs et négatifs). Soit main- 
tenant r, le nombre d'ions de la sorte a dans l'unité de volume du 
gaz. Le gaz en entier est évidemment électriquement neutre, c'est- 


à-dire que 
ZE Sato = 0. (75,1) 


1 Le point supérieur d'inversion pour P—0 (Tin,—2a/b) correspond au cas 
considéré à la fin du $ 72. Le point inférieur d'inversion, pour de petites valeurs 
de P du gaz, peut ne pas exister par suite du fait que le gaz se liquéfie. 


276 GAZ RÉELS 


Nous allons supposer que le gaz considéré ue s'écarte qu’un 
peu d’un gaz parfait. Pour cela il faut en tout cas que l'énergie 
moyenne de l'interaction coulombienne de deux ions |—(ze)*;r où 
rn "est la distance moyenne entre les ions] soit petite par rapport 
à l'énergie cinétique moyenne des ions (— 7). Ainsi, on doit avoir 
(ze)n'«<&T, ou 


n € (3) (75,2) 


Pour le calcul des grandeurs thermodynamiques d’un tel gaz, 
il faut commencer par définir la correction Ecou apportée à son 
énergie (par rapport à l'énergie d’un gaz parfait) par suite de l'inter- 
action coulombienne de ses particules. Conformément aux lois de 
. l'électrostatique, l'énergie de l’interaction électrique d'un système 
de particules chargées est égale à la demi-somme des produits des 
charges par les potentiels du champ créé par toutes les autres charges 
au point où elles se trouvent. 


1 
Ecou = V-+ 2 €50 Rao Par (75,3) 


où @, est le potentiel du champ provenant des autres charges et 
agissant sur l'ion de la sorte a. Pour le calcul de ces potentiels nous 
allons procéder de la manière suivante !. 

Chaque ion crée autour de lui un certain nuage ionique non uni- 
formément chargé (en moyenne à symétrie sphérique). En d'autres 
termes, si l'on choisit un ion quelconque du gaz et que l’on considère 
la densité de distribution des ions restants par rapport à l’ion donné, 
cette densité ne dépendra que de la distance r du centre. Désignons 
par n, la densité de distribution des ions (de la sorte a) dans ce 
nuage ionique. L'énergie potentielle de chaque ion de la sorte a, 
dans le champ électrique existant autour de l'ion donné, est z,ep, 
où œ est le potentiel de ce champ. Aussi, d’après la formule de Boltz- 
mann (38,6) on a 

Zat® 

ny = Rue (75,4) 

Le coefficient constant est pris égal à ñn,, car au loin du centre (où 

p — 0) la densité du nuage ionique doit devenir la densité ionique 
moyenne du gaz. 

Le potentiel @ du champ dans le nuage ionique est lié à la densité 
des charges (égale à Sez,n,) par l'équation de Poisson de l'électro- 

a 


1 La méthode exposée a été appliquée par Debye et Hückel pour le calcul des 
grandeurs thermodynamiques des électrolytes forts (1923). 
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statique : | 
Ap= —4ne Sn. (75,5) 


Les formules (75,4-5) forment le système d'équations du champ élec- 
trique « self-consistent » des électrons et des ions. 

Par suite de l'hypothèse faite, selon laquelle l'interaction des 
ions est faible, l’énergie ez,q est petite par rapport à T', et la for- 
mule (75,4) peut approximativement s’écrire sous la forme 


q- (75,6) 


_ Naot=a 
Ra = Mao — 


En substituant cette expression dans l’équation (75,5) et en 
tenant compte de (75,1) affirmant que le gaz est neutre en entier, 
on obtient l'équation 


Ap— %x° = 0, (75,7) 


où l’on a introduit la désignation 
= D oo 2è- (75,8) 
a 


La grandeur x a la dimension de l'inverse d’une longueur. 
La solution à symétrie centrale de l’équation (75,7) est : 


x 
e 
p=const-—. 


Au voisinage immédiat du centre, le champ doit se transformer en 
champ purement coulombien de la charge donnée (nous la dési- 
gnerons par z,e). En d’autres termes, pour des r suffisamment petits, 
on doit avoir @æez,/r ; donc, il faut poser const= z,e et la distribu- 
tion cherchée du potentiel est donnée par la formule 


x 


p=E- (75,9) 


r 


On voit que le champ devient très petit à des distances grandes 
par rapport à 1/x. Aussi, la longueur 1/x peut être considérée 
comme déterminant les dimensions du nuage ionique créé par l'ion 
donné (on l'appelle également rayon de Debye-llückel). Tous les 
calculs effectués ici supposent évidemment que ce « rayon » est 
grand par rapport à la distance moyenne entre les ions [cette con- 
dition coïncide de toute évidence avec la condition (75,2). 

En développant (75,9) en série pour des petits xr, on trouve : 


ez 
p=—esx +... 
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Les termes omis s'annulent pour r—0. Le premier terme est le 
champ coulombien de l'ion donné. Quant au second terme c’est 
évidemment. le potentiel créé par tous les autres ions du « nuage » 
au point où se trouve l'ion donné ; c'est cette valeur qui doit être 
substituée dans la formule (75,3) : 


Pa = — 24h. 


Ainsi, on obtient l'expression suivante pour « la partie coulom- 
bienne » de l'énergie du plasma : 


Ve : ] / x Nr ee 
Ecou  S 2. Haosa = — Ve® T Œ raté) , (75, 10) 
2 . - 
ou. en introduisant le nombre total des divers ions du gaz N,=n, : 


cou = — € = (Z N à 1e (75,11) 


Cette énergie est inversement proportionnelle à la racine carrée 
de la température et du volume du gaz. 


E 


D 5) 
En intégrant la relation ther modynamique > = = are on peut, 


à partir de Ecou, trouver la correction dite pour l’éner- 


gie libre : 
+ 3/2 
EVA (2 ra) (75,12) 


(la constante d'intégration doit être prise égale à zéro, car pour T — 
on doit avoir F—F,). D'où la Frs 


p=TEn. 5 = (Zn: s) : (75,13) 


Le potentiel thermodynamique s’obtient à partir de F tout comme 
au $ 72 [c'est-à-dire en considérant le second terme de (75,12) 
comme un petit terme correctif pour F) : 


“ P VA %/3 
D=0,— (Sx.) (Ena)". (75,14) 


Dans la théorie exposée, on suppose que le plasma est loin de la 
dégénérescence, c'est-à-dire qu'il est soumis à la statistique de 
Boltzmann. En principe, il est possible que le composant électro- 
nique du gaz soit dégénéré bien que le rôle de l'interaction des par- 
ticules soit faible, c'est-à-dire que le gaz peut être « presque par- 
fait ». Dans la fin du $ 56 nous avons indiqué que ce cas a lieu pour 
des densités très grandes du gaz dégénéré (en ce qui concerne le « gaz 
nucléaire », par suite de la masse importante des noyaux, il peut 
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encore être loin de la dégénérescence). Dans ce cas, les calculs ef- 
fectués ci-dessus sont inapplicables. Pour des Lempératures de l’ordre 
de la température de dégénérescence, la partie d'échange de l’inter- 
action électrique des électrons, qui dans le cas classique est né- 
gligeable et dont nous n'avons pas tenu compte, joue un rôle pri- 
mordial dans le cas du plasma dégénéré (pour les corrections à ap- 
porter aux grandeurs thermodynamiques d'un gaz parfait). De 
plus, lors du calcul de l'interaction « self-consistente » des électrons 
et des ions, le mouvement des électrons ne peut plus être considéré 
comme quasi classique !. 


$ 76. Méthode des fonctions de corrélation 


L'avantage de la méthode de Debye-IHückel exposée au para- 
graphe précédent est dans sa simplicité et sa clarté physique. Mais 
d'un autre côté, elle a l'inconvénient de rendre impossible Loute 
généralisation pour le calcul des approximations suivantes suivant 
les concentrations. Nous exposerons donc brièvement une autre 
méthode (proposée par N. Bogolioubov, 1946) qui. quoique plus 
compliquée, permet, en principe, de calculer également les termes 
suivants du développement des grandeurs thermodynamiques. 

Cette méthode repose sur l'étude des fonctions de corrélation 
entre les positions simultanées de plusieurs particules en des points 
donnés de l'espace. La plus simple et la plus importante d’entre 
elles est la fonction de corrélation binaire w,,, proportionnelle 
à la probabilité de trouver simultanément deux particules (ions) 
aux points donnés r, et r, (les ions a et b peuvent être d’un même 
type ou de types différents). Par suite de l'isotropie et de l’homogé- 
néité du gaz, cette fonction ne dépend que de r = fr,—r,|. Nous 
choisirons le coefficient de normalisation dans la fonction &,, de 
telle sorte qu'elle tende vers l'unité lorsque r-: w ; on a alors 


Sas dv, dv, = ve. 


Si l’on connaît la fonction &,,, l'énergie cherchée Æcou peut 
être obtenue par intégration. à l’aide de la formule évidente 


Ecu=5s NN | | Un dV a dVy (76,1) 


1 Dans ce cas, les calculs ont été effectués par A. Védénov, Journ. 
Phys. U.R.S.S., 36, 641 (1959). 

Pour des températures suffisamment basses, la disposition ordonnée des 
noyaux en « réseau cristallin », au lieu du mouvement désordonné dans le gaz, 
devient thermodynamiquement avantageuse. Dans ce cas, le caractère des ter- 
mes correctifs liés à l'interaction des électrons ct des noyaux change (comparer 
avec la note de la page 395). 
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où la somme est prise pour tous les types d'ions. et u,, est l’énergie 
de l'interaction coulombienne d’une paire d'ions se trouvant à la 
distance r. 

Suivant la formule de la distribution de Gibbs, la fonction w,, 
est donnée par l’expression suivante : 


Lay = ps | exp {GET} dv, dv, …. dVyen (6,2) 


où U est l’énergie de l'interaction coulombienne de tous les ions, 
l'intégration s'effectue sur les coordonnées de tous les ions, sauf 
les deux ions donnés. Pour le calcul approché de cette intégration, 
nous utiliserons l’artifice suivant. 

Prenons la dérivée de l'égalité (76,2) par rapport aux coordou- 
nées de l'ion b: 


deb ne Loeb dub 1 à dupe 3e 
= —“ #5 —rÈN. f D age AV (76,3) 


où la somme dans le dernier terme est prise pour tous les types 
d'ions, et w,,. est la fonction de corrélation ternaire, définie comme 


1 F—F,— 
D obe =pps | exp (3) dV,dV, ... dVhi-_: 
par analogie avec (76.2). 

En supposant que le gaz soit suffisamment raréfié et en ne con- 
sidérant que des termes du premier ordre, on peut exprimer la fonc- 
tion de corrélation ternaire en fonction des corrélations binaires. 
En effet, en négligeant la possibilité pour trois ions de se trouver 
au voisinage les uns des autres, on a 


Lobe = Dob We Waec- 


A la même approximation, on peut considérer que même des paires 
de particules ne se trouvent pas suffisamment près les unes des 
autres pour que w,, se distingue sensiblement de l'unité. En in- 
troduisant les grandeurs petites 


© ob = Wp — 1 (76,4) 
et en négligeant leurs puissances supérieures, on peut écrire 
Wade = Va + Obe + Bac + 1. (76,5) 


Lors de la substitution de cette expression dans l'intégrale, il 
ne reste dans le membre de droite de (76,3) que le terme en w,, ; 
les autres termes sont identiquement nuls par suite de l’isotropie 
du gaz. Dans le premier terme de droite dans (76,3) il suffit de 
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poser w,,—1. Ainsi 


Der _ Es LUS EN. [o Bac FE dV. : 
€ 


Prenons maintenant la divergence des deux membres de cette 
égalité, sans oublier que 


Zu2be? 
Up = Te Tor 


et en tenant compte de la formule bien connue 


ai — —4nû (r). 


L'intégration devient alors triviale, par suite de la présence de la 
fonction 6 et l’on obtient : 


As (r) = . ent ô (r r) + TV. Lee DEC ae (r )- (76,6) 


On peut chercher la solution de ce système d’équations sous la 
forme 


Oo (r) = 2,20 (r), (76,7) 
le système se réduit donc à une seule équation 


Lo (r) = € 6 (r) + TE 7 La (r). (76,8) 


Cette équation finale a la même forme que l'équation (75,7) 
obtenue par la méthode de Debye-Hückel [le terme avec la fonction ô 
dans (76,8) correspond à la condition limite pour r—0 imposée 
à la fonction q(r) dans (75,7)]. Il est facile de voir que nous obtenons 
ainsi le résultat précédent pour l'énergie Eco. 

A l'approximation suivante, les calculs deviennent plus com- 
pliqués. En particulier, l'hypothèse (76,5) est maintenant insuffi- 
sante, et il faut introduire les corrélations ternaires ne se réduisant 
plus aux corrélations binaires. Pour celles-là, on obtient une équa- 
tion analogue à (76,3), contenant maintenant les corrélations qua- 
ternaires, qui cependant, à l’approximation considérée (seconde), 
se réduisent aux corrélations ternaires !. 


! Les termes d'ordre pete, dans les grandeurs thermodynamiques du 
plasma ont été en fait calculés (à l’aide d'une autre méthode) par A. V é d é- 
nov et A. Larkine, Journ. Phys. U.R.S.S., 36, 1133 (1959). 
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$ 77. Calcul quantique des coefficients du viriel 


Lors du calcul des coefficients du viriel aux $$ 72-74, nous nous 
sommes basés sur la statistique classique, ce qui est pratiquement 
toujours justifié. Le calcul de ces coefficients dans le cas quantique 
présente cependant un intérêt méthodique ; c’est le cas de l’hélium 
aux températures suffisamment basses. N ous allons montrer comment 
on peut calculer le second coefficient du viriel compte tenu de l’in- 
teraction quantique binaire des particules du gaz (Bethe et Uhlen- 
beck, 1937). Nous allons considérer un gaz monoatomique dont les 
atomes sont dépourvus de moment électronique ; dans le cas de 
l'hélium, nous supposerons de plus que les noyaux des atomes n’ont 
pas de spin et que les atomes obéissent à la statistique de Bose. 

A l’approximation qui nous intéresse, il suffit de ne conserver 
dans la formule (35,3) déterminant le potentiel Q que les trois pre- 
miers termes de la somme suivant W : 


U- Ein 2U-—E:n 
k (77,1) 


Q-—Timft4 Ve T'+Ye Fe 
U à 


Ici E,, désignent les niveaux d'énergie d'un atome el E., les ni- 
veaux d'énergie d’un système de deux atomes interagissants. Nous 
ne voulons calculer que ceux des lermes correctifs des grandeurs 
thermodynamiques qui sont liés à l'interaction directe des atomes ; 
quant aux termes correctifs liés aux effets quantiques d'échange et 
présents dans le cas d’un gaz parfait, ils sont donnés par la formule 
(55,15). suivant laquelle la partie d’« échange » du second coeffi- 
cient du viriel est égale à (dans le cas de la statistique de Bose) 


Bases ae (77,2) 


mT 
Ainsi, le problème se réduit au calcul de la somme 


2h- Ein 


ZH=V e HE 


n 


on doit de plus en retrancher l’expression qui aurait té obtenue 
dans le cas de deux atomes sans interaction. 

Les niveaux d'énergie £,, se composent de l'énergie cinétique 
du mouvement du centre d'inertie des deux atomes (p°/4m, où p 
est l'impulsion de ce mouvement et m la masse de l’atome) et de 
l'énergie de leur mouvement relatif. Nous désignerons cette dernière 
par € ; ce sont les niveaux d'énergie d'une particule de masse m/2 
(masse réduite de deux atomes), se déplaçant dans un champ de 
symétrie centrale U,.(r) (U,, est l'énergie potentielle d'interaction 
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des atomes). Le mouvement du centre d’inertie est Loujours quasi 
classique, l'intégration habituelle sur les coordonnées et les impul- 
sions (comparer avec $ 42) donne : 


Za 2V F mT \°: + 
= Ve me) Ye = 


Si l’on désigne par Zin la partie de la somme Z1*, qui est liée à 
l'interaction des particules, on peut écrire Q sous la forme 


2h 3 
Q — G—TVer () he 


ah? 


Si l’on considère le second terme comme une correction au premier 
terme, et en l’exprimant en fonction de 7, V et N Î|à l'aide de la 
formule (45,5) pour le potentiel chimique d'un gaz parfait], nous 
obtiendrons l'expression suivante pour l’énergie libre 


; SN?/nh2\°" 

F = F7 (%) Zinr. 
En dérivant par rapport à V, on obtient la pression, la partie du 
coefficient du viriel qui nous intéresse et qui est due à l’interaction 
des atomes étant égale à 


Bint(T) = — 8 (5%) Zne (17.3) 


Le spectre des niveaux d'énergie € se compose du spectre discret 
des valeurs négatives (correspondant au mouvement relatif fini 
des atomes) et du spectre continu des valeurs positives (mouvement 
infini). Nous noterons les premiers &, ; les seconds peuvent être 
mis sous la forme p°'m, où p est l'impulsion du mouvement relatif 
des atomes se trouvant à une grande distance l’un de l’autre. La 
somme 


‘En | 
T 


Ze 


sur le spectre discret entre entièrement dans Zi. 11 faut isoler la 
partie de l'intégrale sur le spectre continu correspondant au mou- 
vement libre des particules sans interaction. Pour cela nous allons 
utiliser l’artifice suivant. 

À de grandes distances r, la fonction d'onde des états stationnai- 
res de moment orbital / et d'énergie positive p?/m a la forme asymp- 
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totique suivante ! 
const in 
Ÿ— = sfr +), 


où les phases 6,—6,(p) dépendent de la forme du champ U;,(r). 
Supposons, ce qui est tout à fait formel, que le domaine de varia- 
tion de la distance r est limité par la grandeur R, qui est très grande 
mais finie. L'impulsion p ne prendra alors qu'une série discrète 
de valeurs déterminées par la condition aux limites exigeant que 
soit nul pour r = R : 


F R—% +6,=s7, 
où s sont des nombres entiers. Mais pour de grandes valeurs de R, 
la série de ces valeurs est très dense et dans la somme 


p 
maT 
Ze 


on peut passer à l'intégration. Pour cela, pour un {! donné, nous 
allons multiplier D on à sommer par 


as (#4) ap, 


puis intégrer sur dp, de plus le résultat doit être multiplié par 
21+1 (multiplicité de dégénérescence suivant les directions du 
moment orbital) ; après avoir pris la somme suivant les valeurs 
de { on obtient : 


1 C/R 4 46e) m7 
Se RO + +) T dp. 


Pour les parricules régies par la statistique de Bose et n’ayant pas 
de spin, les fonctions d'onde dépendant des coordonnées doivent 
être symétriques ; ceci veut dire que seules les valeurs paires de ! 
sont possibles, ainsi La sommation suivant les valeurs de / s’effec- 
tue pour tous les nombres pairs. 

Lors du mouvement libre toutes les phases 6,—0. Donc l'ex- 
pression restante, si l’on fait ô,—0, est la partie de la somme qui doit 
être omise, car elle n’est pas liée à l'interaction des atomes. Ainsi, 
nous obtenons l’expression suivante pour la grandeur Z:;. cherchée : 


JLent 


Pi 
Zn=YeT ++ BNUETET Tdp, (17,4) 


Du 


1 Voir « Mécanique quautique », $ 33. 
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quant au coefficient du viriel B=B«1+Bin il est égal à 


B(T)=—1 () * (14 16Zim). (77,5) 


On sait que les phases &, déterminent les amplitudes de diffu- 
sion des particules se déplaçant dans le champ U,.(r) conformément 
à l'expression ! 


1(8)= LS (2141) (e2%%—1) P, (cos 8), 
4 


où P, sont les polynômes de Legendre, 8 l'angle entre les directions 
d'incidence et de diffusion ; la somme est dans le cas présent prise 
pour toutes les valeurs paires de [. 11 se trouve alors possible d'ex- 
primer l'intégrale dans (77,4) en fonction de l'amplitude de diffu- 
sion. Ainsi, il est facile de vérifier par substitution directe de l’ex- 
pression de (6) que la relation 


2h = a lPlA (0) +/* ONE [r (F2 — 152) do 


est exacte. La somme de gauche entre justement dans l'expression 
sous l’intégrale dans (77,4), par suite, après substitution (et inté- 
gration par parties de l’un des dns on obtient : 


En 


Zint = 2. À ner “ 


e 
am ffre F7 (j £ = ;) dpdo. (77,6) 


7 7 (0) + #* (0)]dp+ 


Si dans le U;.(r), on a des niveaux discrets, aux tempé- 
ratures suffisamment basses, B(T) en fonction de la température 
s’exprimera par une somme suivant les niveaux discrets augmentant 
exponentiellement lorsque T diminue. Cependant, il peut ne pas y 
avoir de niveaux discrets ; le coefficient du viriel dépendra alors 
de la température comme une puissance de T (si on tient compte du 
fait que pour p- 0 l'amplitude de diffusion tend vers une limite 
constante, il est facile de voir que, pour des températures suffi- 
samment basses, B est essentiellement déterminé par le terme Bic). 

Notons que, dans le cas d’une faible interaction, lorsque les 
collisions entre particules peuvent être décrites par l’approximation 


1 Voir « Mécanique quite ». $ 122. La section efficace de la diflusion 
dans l'élément d'angle solide do est Per à AO, 
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de Born, l'amplitude de diffusion est faible et le troisième terme 
dans (77,6), qui dépend du carré de cette amplitude, peut être omis. 
Lorsque l'interaction est faible, il n'y a pas d'états liés, donc il 
n’y a pas de premier terme dans (77,6). En utilisant l'expression 
bien connue de l’amplitude de diffusion f(0) à l’approximation de 
Born, proportionnelle à [U,,r* dr, il est facile de voir que l’expres- 
sion pour F coïncide exactement avec la formule (32,3) (sans terme 
quadratique) comme il se devait dans le cas présent. 


Problème 


Dans le cas quasi classique déterminer la correction quantique (de l'ordre 
de À?) dans le coefficient du viriel B(T) d'un FLE monoatomique. 

Solution. La correction à apporter à l'énergie libre classique est donnée 
par la formule (33,15). En tenant compte du fait que, dans le cas présent, il 
n'y a qu'une interaction binaire entre atomes, et que U,, n'est fonction que de la 
distance entre les atomes, on trouve 


œ 


U 
nh2 dUu\? -Æ., 
Baunt= gg | (7) e T rîar. 


0 


Cette expression est le terme correctif pour l'expression classique donnée par la 
formule (72,5). Remarquons que Bquant > 0. 


$ 78. Gaz de Bose dégénéré « presque parfait » 


L'étude des propriétés thermodynamiques d'un gaz fortement 
dégénéré « presque parfait » (au paragraphe précédent nous avons 
étudié le cas d’un gaz faiblement dégénéré) n’a pas de sens physique 
direct, car les gaz existant dans la nature se condensent au voisinage 
du zéro absolu. Néanmoins, par suite du grand intérêt méthodique 
que présente cette question, il semble utile de l’étudier pour un 
modèle imaginaire de gaz dont les particules interagissent de telle 
sorte que la condensation soit exclue. 

Lorsque l’on dit que le gaz est « presque parfait » ceci signifie 
que le «rayon d’action » « des forces moléculaires est petit par 
rapport à la distance moyenne /—(V/N)'"> entre les particules. En 
plus de la condition a<£l on aura également l'inégalité 


ha £1, (78,1) 


où k=plh sont les vecteurs d'onde des particules du gaz. Dans 
le cas d'une forte dégénérescence, celte inégalité est évidente par 
suite de considérations de dimensionnement ; on peut s’en rendre 
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compte directement par l'évaluation de la grandeur de l'impulsion 
des particules !. 

Nous n'allons considérer ici que les interactions binaires des 
particules (désignons de nouveau par U,, l'énergie d'interaction 
de deux particules). Nous voulons calculer les premiers termes du 
développement des grandeurs thermodynamiques suivant les puis- 
sances du rapport a/l par application, sous une forme ou l'autre, 
de la théorie quantique des perturbations. La difficulté est en ce 
que, par suite de l'accroissement rapide de l'énergie d'interaction 
UÜ à de petites distances entre les particules, la théorie des pertur- 
bations (approximation de Born) ne peut être, en réalité, appliquée 
directement aux collisions des particules. Cette difficulté peut 
cependant être évitée de la manière suivante. 

A l'approximation de Born, la section de diffusion lors de la 
collision de deux particules de masse m est donnée par le carré du 
module de l’« amplitude de diffusion » : 


fe [ Uue-iardV. 


où #q est l'impulsion transmise lors de la collision ?. Lorsque la 
condition (78,1) est remplie, c'est-à-dire pour des collisions « len- 
tes », pour lout le domaine important de l'intégration on à qr<i. 
L'amplitude tend alors vers une limite constante que nous dési- 
gnerons ici par aÿ: 


m 
Rs (78,2) 
Uo= | Us (r) dv. 


Puisque cette grandeur détermine complètement les propriétés 
des collisions, elle doit également déterminer les propriétés 


1 Pour un gaz de Fermi dégénéré, l'ordre de grandeur de l'impulsion limi- 
N\'/s 


te est donné par la formule (56,2) : = (y et. Nous allons voir plus bas 


que la masse principale des particules d'un gaz de Bose (hors du « condensat. ») 


a des impulsions égales à $- + pour lesquelles l'inégalité (78,1) reste 
valable. 

2 Voir « Mécanique quantique », $ 125. 

La section de diffusion dans l'élément d'angle solide do (dans le système 
du centre d'inertie) est do=|fd0 si l'on ne tient pas compte de l'identilé quan- 
tique des particules. Si l'on en tient compte la section est do—4/f*do, de plus, 
fous obtenir la section totale il faut intégrer do sur la demi-sphère (et non sur 
a sphère totale). 

3 La grandeur a est parlois appelée longueur de diffusion. 
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thermodynamiques du gaz (ceci dans le cas où l’approximation de 
Born est applicable). 

Cela permet d'utiliser l’artifice suivant : on remplace d'une 
manière purement formelle l’énergie réelle U,, par une autre fonc- 
tion, ayant Îla même valeur de l'amplitude de diffusion, mais 
permettant d'appliquer la théorie des perturbations. Tant que le 
résultat final des calculs contient U,, sous la forme de l'amplitude 
de diffusion (c'est-à-dire à l’approximation correspondante), ce 
résultat coïncidera avec celui que donnerait l'interaction réelle. 

Nous allons commencer par le calcul du spectre énergétique des 
états faiblement excités d’un gaz de Bose presque parfait. Comme 
l’a montré N. Bogolioubov (1947), ce résultat peut être obtenu en 
appliquant la théorie des perturbations dans la méthode de seconde 
quantification. 

L'hamiltonien d’un système de N particules (que nous suppo- 
serons sans spin), compte tenu seulement des interactions binaires, 
s'écrit dans la méthode de seconde quantification sous la forme 
suivante ! : 


 —_ pi Re 4 prot.st,s se 
H=Y 509 +3 LU "0 9€ ppp (78,3) 


&, à Sont ici les opérateurs de « création » et d’« annihilation » de 
la particule libre d’impulsion p, c’est-à-dire dans l’état décrit (dans 
le volume V) par la fonction d'onde suivante : 


= sl épr/h 


Pr 


Le premier terme de (78,3) correspond à l'énergie cinétique, le se- 
cond à l'énergie potentielle des particules. Dans ce dernier la somme 
est prise pour toutes les valeurs des impulsions des paires de parti- 
cules, en respectant la loi de conservation de l’impulsion lors des 
collisions : 


Pi + Pe = Pi +P:: 
c'est à cette seule condition que les éléments matriciels 


vis =i \ et de nn d = 


PP 
= |e tr) dV,. (78.4) 
sont différents de zéro, p=p;—pe= — (p;— p,) étant la variation de 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 64. 
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l'impulsion de la particule lors de:la collision. Puisque dans le cas 
qui nous intéresse les impulsions des particules, conformément 
à (78.1), sont. supposées petites, dans tous les termes importants 
de la somme, on peut remplacer les éléments matriciels par leur 
valeur pour p=0, c'est-à-dire que l’on peut écrire : 


fr — P? = +: Co ++ = 
He à Dm tar La Di DC p,& v,%p: dpi. (78.5) 
p 


= 


Avant d'appliquer la théorie des perturbations à l’hamiltonien 
(78,5) il faut faire la remarque suivante. Dans l’état fondamental 
toutes les particules d’un gaz de Bose parfait se trouvent dans le « con- 
densat » qui est l’état d'énergie nulle : N,=#N, N, =0 (p#0). Dans 
un gaz presque parfait de particules dans les états faiblement excités 
(et dans l’état fondamental) les nombres de remplissage V, sont 
différents de zéro, mais sont très petits par rapport à V,. Le fait 
que la grandeur étä,=N,=N est grande par rapport à l'unité si- 
gnifie que l'expression 

PA ai — a; ay —1 
est petite par rapport à &,, 4{ eux-mêmes et ces derniers peuvent 
donc être considérés comme des nombres ordinaires (égaux à WW), 
car on néglige leur non-commutativité. 

L'application de la théorie des perturbations correspond main- 
tenant au développement de la somme du quatrième degré dans 
(78,5) suivant les puissances des petites grandeurs 4, , &* (p0). 
Le terme d’ordre zéro du développement est égal à 


as A5 Ady = 8. (78,6) 
Il n’y a pas de termes du premier ordre (par suite de l'impossibilité 
de satisfaire pour eux à la loi de conservation de l'impulsion). Les 

termes du second ordre sont : 
di D} (asa-p+ ap at, + 4aÿ à). (78.7) 

pzn 
En nous limitant à la précision correspondant aux termes du 
second ordre, on peut remplacer dans (78,7) dans aï= N, par le 
nombre total de particules N. Dans (78,6) il faut tenir compte de la 
relation plus précise 
a+ D aa, =N. 


pro 
La somme des termes (78,6-7) devient égale à 
NIEN D (aa-,+atat,+2a$ a) 
pro 


10 X 1641 
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et après substitution dans (78,5) on obtient l'expression suivante 
pour l’hamiltonien : 


+ Net N à ce pes += 2 nya 
A = Uo+ 37 V0 À (am -p+ 05 ap + 20p ap) +V ap Gp 
pro p 


(78,8) 


L'intégrale U, doit encore être exprimée en fonction d’une gran- 
deur physique réelle, ici l’amplitude de diffusion, et dans les termes 
du second ordre dans (78,8) (qui seuls sont nécessaires pour déter- 
miner le spectre énergétique, voir ci-dessous), conformément à la 
formule (78,2). Par contre, dans le premier terme (qui est important 
pour la détermination de l'énergie de l’état fondamental du système), 
cette formule correspondant à la première approximation de la théo- 
rie des perturbations n’est pas suffisamment précise. 

Pour obtenir une relation plus précise, rappelons que si la pro- 
babilité d’une certaine transition quantique du système sous l’in- 
fluence d'une perturbation constante V se détermine en première 
approximation par l'élément matriciel v’, en seconde approxi- 
mation il faut remplacer A par l'expression 


verre 


+ EE: 


où la somme est prise pour tous les états du système non perturbé !. 
Dans le cas présent il s’agit du processus de collision de deux par- 
ticules du système et c'est Uos—=U,/V qui joue le rôle de V4. 

En utilisant également les éléments matriciels (78,4), on trouve 
que, pour passer de la première à la seconde approximation, il faut 


remplacer U, par 
i 2 
-— pr 
fe k ui 


1 
Ut >> — p*}m 


p=o 


ou, en remplaçant de nouveau [comme dans (78,5)] toutes les inté- 
grales par U,?, 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 43. 

2 Une telle substitution donne une somme divergente (pour de grands p). 
Ceci n’a aucune importance car la substitution ultérieure dans l’hamiltonien 
donne de toute façon une expression convergente uù les grandes valeurs de p ne 
jouent aucun rôle. 
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Ainsi, au lieu de (78,2) on aura : 


LL _m Uo m 

a= TU (1 > #) (78,9) 
pro 

ou, avec la même précision, 


D a(i+ D F) 


En substituant ceci dans (78,8), on obtient pour l’hamiltonien 


2ah? PL énhsa 1 
À =? = og D F)+ 
PF0 
2rh: P° +" Fe 
EE ae Y (G%-p+0r01p+ 204) + SE apap. (78,10) 


pzo CA 


Pour déterminer les niveaux d'énergie il faut ramener l’hamil- 
tonien à une forme diagonale, ceci au moyen de la transformation 


linéaire requise des opérateurs a,, a. Introduisons les nouveaux 
opérateurs (désignons-les par b,, b5) définis comme 

à : Lu se 27e 4 

ap = Upbp+ Vp0 Ep, Ep = Upp + Vpb-p 
nous allons de plus supposer que ces opérateurs obélssene aux mêmes 
relations de commutation que les opérateurs a,, a*, soit : 


Bpbp: — bp bp =0, bpby — b bp —= pp” 


Il est facile de voir que pour ceci on doit avoir uÿ—v;=1, dont nous 
allons tenir compte en écrivant la transformation linéaire sous la 
forme 


ñ + D+ 
= b,+L 0 as b, + L, =. 


po = À 
PU Vire | er 


(78,11) 


La grandeur L, doit être déterminée de telle sorte que les termes 


non diagonaux (b,b_», bp b+,) disparaissent dans l'hamiltonien. Un 
calcul simple donne 


mV 


RU hnah©N 


PE mu |, 78,12 
\ e (p)— mu? j” (78,12) 


10° 
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où l'on a introduit les désignations 


e (p)= Vr+(E) (78.13) 
4aha N = 
U = 4 ME TT: (78,14) 
L'hamiltonien prend alors la forme suivante : 
=E,+ D e(p)bi lb» (78,15) 
pro 


2 4 
E= 5 mt Y {ep — mu + Fs (78,16) 


pro 


La forme de l’hamiltonien (78,15) et les relations de commu- 
tation de Bose pour les opérateurs b$ ; bp permettent de conclure 
que b; et , sont des opérateurs de « création » et d’e annihilation » 
des quasi-particules (excitations élémentaires) d'énergie e(p) régies 
par la statistique de Bose. La grandeur 


+5 
b bp = 19 


est le nombre de quasi-particules d’impulsion p, et la formule 
(78,13) donne l'énergie en fonction de l’impulsion (nous désignerons 
par r, les nombres de remplissage de quasi-particules, par opposition 
à V, qui sont les nombres de remplissage de particules réelles du 
gaz). Ainsi, le spectre énergétique des états faiblement excités du 
gaz considéré se trouve être complètement déterminé ; c'est évidem- 
ment un spectre du type de Bose ($ 66). 

La grandeur Æ, est l’énergie de l’état fondamental du gaz. En 
remplaçant la somme suivant les valeurs discrètes de p (dans le 
volume V) par une intégration sur Vdp/(2xh)° et en effectuant le 
calcul, on obtient l'expression suivante : 


21h2a N? 128 aN - 
sr [+28 DE (78,17) 


(T. D. Lee, C. N. Yang, 1957). Ce sont les deux premiers termes du 


développement de cette grandeur suivant les puissances de Va*N/V. 
Mais déjà le terme suivant ne peut pas être calculé par la méthode 
exposée. Il doit contenir le volume à la puissance V?, mais une 
grandeur de cet ordre dépend non seulement des collisions binaires, 
mais également des collisions ternaires. 
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Pour de grandes valeurs de l’impulsion (pÿ>mu) l'énergie (78,13) 
des quasi-particules tend vers e=p*/2m, c'est-à-dire vers l'énergie 
cinétique d'une particule du gaz. 

Par contre, pour des impulsions faibles (p<&mu), on a e=up. 
Il est facile de voir que le coefficient w coïncide avec la vitesse du 
son dans le gaz, ainsi cette expression correspond aux affirmations 
générales du $ 66. Au zéro absolu, l'énergie libre coïncide avec 
l'énergie E, et en prenant le terme principal dans l'expression de 
cette dernière, on trouve la pression : 


Quant à la vitesse du son, elle est égale à u—}/8P/6p (où p=mN/V 
est la densité du gaz) ; elle coïncide avec (78,14) !. 

Remarquons que dans le modèle considéré du gaz, l'amplitude 
de diffusion a doit obligatoirement être une grandeur positive 
(interaction de répulsion des particules). Ceci provient du fait que, 
dans les formules obtenues pour l’énergie, des termes imaginaires 
apparaissent pour a<0. La condition a>0 signifie qu’elle est in- 
dispensable pour que l'inégalité thermodynamique (9P/9V),<0 
soit respectée pour le modèle considéré. 

La distribution statistique des excitations élémentaires pour 
une température différente de zéro est tout simplement donnée 
par la formule de distribution de Bose (avec un potentiel chimique 
nul) : 

+ 1 

No eT 3 & 
Quant à la distribution des particules réelles du gaz suivant les 
impulsions elle peut facilement être calculée ; elle est égale à 


Ne 
En y substituant (78,11) et en tenant compte du fait que les pro- 
duits b_, b,et by b*, n'ont pas d'éléments matriciels diagonaux, 
on obtient : 
= L?(: 
Nr = nt (rvtt) à (78,18) 
1—L, 


1 Les deux cas limites de & (p) pont être considérés à l’approximation 
donnée, car le passage du domaine des phonons (e=up) à celui des particules 


. mu CIN . . 
libres (#8Zp?/2m) s'effectue pour des impulsions Les ii — 7 Li ui satisfont 
} ! Re ï q 


à la condition (78,1). 
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11 est évident que cette expression n'est valable que pour p#0, 
le nombre de particules d'impulsion nulle étant 


F1 SN Ve (78,19) 


pro Crfy 


En particulier, au zéro absolu n, —0 pour p-0 et à l’aide de 
(78,12) on obtient, à partir de (78,18), la fonction de distribution 
sous la forme suivante! 


Le mèus 
N 


RÉ mo (78,20) 
2e (p) | (P)+5,, + mu? } 

Le fait que le gaz de Bose n'est pas parfait conduit évidemment 

à l'apparition de particules d’impulsion différente de zéro, même 

au zéro absolu ; l'intégration dans (78,19) où NW, est pris dans (78,20) 

s'effectue d'une manière élémentaire et donne 


No_y__ 8 fNa\', 
Fe = 1 | Fr.) : (78,21) 


11 faut encore faire la remarque suivante sur le spectre que nous 
> : : rest 
étudions. Pour de petites valeurs de p la dérivée TU Ila courbe 


e(p) s'incurve vers le haut par rapport à la tangente initiale e—upl]. 
Il est facile de voir que pour une telle forme de e(p), la loi de conser- 
vation de l'énergie et de l'impulsion permet une désintégration 
spontanée d’une quasi-particule (phonon) en deux. Ceci veut dire 
que dès le début (pour de petites valeurs de p) le spectre trouvé 
est en réalité instable ; les excitations élémentaires s’y produisant 
ont une durée de vie finie. Le temps de désintégration spontanée 
est cependant grand, ainsi la largeur des niveaux correspondante 
est petite (pour de petites valeurs de p, elle se trouve être propor- 
tionnelle à p5) et n’influe pas sur les expressions obtenues aux appro- 
ximations que nous avons utilisées *. 


1 Remarquons que le nombre de particules pour une valeur donnée de l'im- 
pulsion (PA) est maximal pour p/h— V'aN/V, où il ya passage d'une 
expression limite pour æe (p) à l'autre. Ceci a déjà été mentionné dans la note 
de la page 287. 

2 Quant au us d'un liquide quantique réel du type de Bose (*He liquide) 
il n'a pas une telle instabilité. La courbe & (p) s'incurve ici vers le bas par rap- 
port à la tangente initiale e=up, ce qui exclue la possibilité de désintégration 
spontanée du phunon. La durée de vie du phonon n’est ici liée qu'à son interac- 
tion (collisions) avec les autres quasi-particules et pour une petite concentra- 
lion de ces dernières elle est très te 
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$ 79. Gaz de Fermi dégénéré « presque parfait » avec répulsion 
entre particules 


Pour un gaz de Fermi dégénéré « presque parfait», on peut prendre 
tant des modèles avec interaction de répulsion des particules (am- 
plitude de diffusion a>0), que des modèles à interaction d'attraction 
(a<0). Les propriétés des gaz dans ces deux cas sont, cependant, 
tout à fait différentes. Nous allons commencer par le cas de l'inter- 
action répulsive. 

L'état d'une particule libre à spin différent de zéro (que nous 
supposerons être égal à 1/2) est déterminé non seulement par l’im- 
pulsion p, mais également par la composante z du spin 6. Nous 
allons donc doter les opérateurs de seconde quantification d’indice 
double et au lieu de (78,3) nous aurons 

2 2-4 1 ta.poct, + 7 + = 
= on ro + EU nr oà polanaräme (79,1) 
P.0 
Tout comme dans (78,3) on remplace tous les éléments matriciels 
du second membre par leurs valeurs 


, 


06 , 00 
3 
00,, 00, 


pour des valeurs nulles des impulsions des particules. Remarquons 
maintenant que, par suite de l’anticommutativité des opérateurs 


aps Gp, en Statistique de Fermi, leur produit est antisymétrique 
par rapport à la permutation des indices ; même chose pour les 
x a+ 
produits a pla Tp/0!" Par suite, tous les Lermes de la seconde somme 
de (79,1) contenant les paires identiques d'indices o,, 6, ou 0,0: 
sont nuls. Du point de vue physique, ceci est lié au fait que, dans 
le cas limite des collisions lentes entre particules identiques, seules 
les particules à spin inverse peuvent se diffuser les unes sur les au- 
tres !. 
En introduisant la notation * 


Uo 0+, 0— 0+, 0— (79,2 


P— 0+,0—-—Vu-, 0+ 2) 
(les indices + et — tant ici que plus bas indiquent que o=+12 
et o——1/2) on obtient l’hamiltonien sous la forme 
à CET [#1 a+ + = = Tes 
Ê = T3 ar 0n0 + p D Gp +0 p- Up Gmi+s (79.3) 
p.o 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 135. Pour / —+ const, l'amplitude, dans 
la formule (135,3), s'annule. 

? Si l'interaction des particules ne dépend pas des spins, le second terme 
est nul (la collision ne change pas le spin de chaque particule séparément). 
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la somme dans le second terme étant prise pour toutes les valeurs 
des impulsions, compte tenu de la loi de conservation p,+p,=p;+p:. 

Nous allons faire le calcul des valeurs propres de cet hamiltonien 
à l’aide de la théorie quantique des perturbations, dans sa forme 
habituelle, en considérant le second terme de (79,3) (énergie d'in- 
teraction des particules) comme une petite correction au premier 
terme (énergie cinétique). Ce dernier a déjà une forme diagonale et 
ses valeurs propres sont égales à 


« 2 
EN — y _ lp. (79,4) 
po 


La correction du premier ordre est donnée par les éléments matri- 
ciels diagonaux de l'énergie d'interaction 


U 2 
EM=T > Npi+lp,-° (79,5) 
PP: 
Pour trouver le terme correctif du second ordre, on se sert de la 


formule bien connue de la théorie des perturbations 


(2) [um 
ai Te E,—En" 


m 
où les indices n, m indiquent les états du système non perturbé en 


entier. Un calcul simple donne ! 
n+)(—"r-) 


2 2 Û 
piU 2 (pi+ pi — pi —pé)/2m 
PaPrDs 


pat ps (es 


(79,6) 


(avec p,+p.=p;+p:). La structure de cette expression est facile à 
comprendre ; en effet, le carré de l’élément matriciel de la transi- 
tion p,, p.—-p;, p. est proportionnel aux nombres de remplissage 
des états p,, p. et aux nombres de « places libres » dans les états p;, p:. 

Cependant, cette expression ne donne pas tous les termes du 
second ordre de l'énergie. On obtient une contribution du même 
ordre à partir de (79,5), après avoir exprimé U, en fonction de l’am- 


! Par elle-même, cette somme écrite sous la forme (79,6) est divergente. 
Ceci est dû au fait que, dans (79,3), nous avons remplacé tous les éléments ma- 
triciels par des valeurs constantes et ce n’est pas important pour ce qui suit (voir 
note, page 290). 
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plitude de diffusion. De même que pour la formule (78,9) on aura 
maintenant ! : 


mU 2U 2m 

Dep n D| 

aan és Pi+Ps—P; —P; 
np 


En exprimant, à l’aide de cette relation, U, en fonction de a et en 
substituant dans (79,5), on obtient, en plus de la grandeur du pre- 
mier ordre, 


E“ = Y pi + ps (79,7) 


FaPs 


les termes du second ordre qui, dans la somme avec (79,6), donnent 


es pere [(Trer) (TE) ] 
Ft (ri+pi—p;—p;)/2m 


(pour simplifier, on introduit dans les formules intermédiaires la 
notation g=4xh*a/m). En développant l'expression dans le numéra- 
teur, on voit que le terme contenant le produit de quatre n est égal 
à zéro, car son numérateur est symétrique et son dénominateur an- 
tisymétrique par rapport à la permutation p,, p, et p,, p, ; la somme 
suivant ces variables est prise d’une manière symétrique. On a 


donc finalement 
n n nn. +R. 
2? Pi+ P:- p+ PE 


Em = 5 a 7: 
dm, (pi+ pipi —p.)/2m 


72 
P1P:-P, 


(79,8) 


Les formules obtenues permettent, avant tout, de calculer l’éner- 
gie de l’état fondamental du gaz. Pour cela il faut poser tous les n,, 
égaux à l'unité à l'intérieur de la sphère de Fermi p<p, et nuls à 
l'extérieur. Remarquons à cet effet que, quoique dans l'hamiltonien 
initial les grandeurs a%a donnent des nombres de remplissage des 
états des particules du gaz, après sa diagonalisation par la théorie 
des perturbations, on a déjà à faire à une fonction de distribution 
des quasi-particules (que nous désignerons comme au paragraphe 


1 a sera ici l'amplitude de diffusion des particules lentes ne dépendant pas 
de leur énergie. A première vue, il semble que la formule écrite dépend des im- 
pulsions p,,p.. En réalité, cette formule n'entre que dans la partie imaginaire 
de l'amplitude (apparaissant lorsque l’on prend la somme d'une manière dé- 
terminée) dont on peut ne pas tenir compte, car nous savons à l'avance que le 
résultat final sera réel. 
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précédent par np) : à l'approximation d'ordre nul cette fonction 
prend les valeurs indiquées. 
Remarquons que 


N 
Dune: 
p p 
on obtient alors, à partir de (79,7), la correction du premier ordre 
tu _ g NN? 
Es = av: 


Dans la formule (79,8), on remplace la somme suivant les quatre 
impulsions, compte lenu de p,+p,=p;+p:, par une intégration sur 


3 , e He Le ÿ 
ak) 8 (P1+P2— Pi — P:) d°P1 d'pa dpi d'pe, 
ainsi 
sm (((( St ri v!) 
Et Sms NiEeRer, d3 , d3 ‘ d3 | 
2nh} J p+ri pepe Pad Pa Pi d'Pa 


l'intégration étant prise sur le domaine p;, Ps, P,<Por OÙ Py= 
=A(3CN IV)": est l'impulsion limite. Le calcul de l'intégrale! donne 
le résultat définitif suivant pour l'énergie de l’état fondamental 
(K. Huang, C. N. Yang, 1957) : 


Fe a Yen . Le [1 +27)" u1 —2In 2) (79,9) 


ra 


Conformément aux considérations générales exposées au $ 68, 
le spectre des excitations élémentaires [c'est-à-dire la fonction 


e(p)]l et la fonction /(p, s ; p’, s’) jouant un rôle fondamental dans 
la théorie des spectres du type de Fermi sont déterminés par les 
première el seconde variations de l'énergie totale suivant la fonction de 
distribution des quasi-particules. Si on écrit Æ sous la forme d'une 
somme discrète suivant p et ©, on a par définition : 


6E= Sep, 6) Ent D / Up, Gi p', 0’) Énpcônpe (79,10) 
po po. p'o” 
(après avoir dérivé l'énergie, il faut remplacer r% par l'unité à 
l'intérieur, et par zéro à l'extérieur de la sphère de Fermi). 
Cependant, il n’est d'aucune utilité de calculer de telle sorte 
l'énergie des quasi-particules car, de toute façon, la fonction e(p) 
n’a en réalité de sens qu'au voisinage de p=.p, (voir $ 68) où elle n’est 


1 Ilest en fait plus simple de faire le calcul dans un autre ordre en commen- 
çant par le calcul de la fonction f (voir ci-dessous). 
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déterminée que par un seul paramètre m* qui peut être défini d'une 
manière plus simple (voir ci-dessous). 

Pour le calcul de la fonction f(p. © ; p’. a’) dérivons deux fois 
la somme des expressions (79,7-8), après quoi il faut poser p=:p'=p,. 
En effectuant ce calcul simple et en passant de la sommation à 
l'intégration on obtient : 

/ ; 1 
fr, +: p —7)=8 


\ 


__ Emys { ô (p+p'—p1 —p:) 
ET Îf Vpn 
+ $(b+pi—p'—pe) + (p'+pi—P—P:) 
2(pi—p2) 
41.., 1 1 ; 1 
f (p. 2e 2)={(r Se .—+)= 
4mg® (6 (p+p1—p—pe)+6(p+pi—p—P:) 72, 3 
ll Fr Peudpss 


À dp, dp., 


Dans ces formules l'intégration est assez simple, par suite de la 
multiplicité moindre des intégrales. 

Le résultat final doit être présenté sous une forme ne dépendant 
pas du choix de l’axe des z sur lequel on projette les spins. Ceci 
est assuré par l'introduction de l'opérateur s, s, du produit des 
spins, dont les valeurs propres pour des spins parallèles et antipa- 
rallèles sont égales respectivement à 1/4 et à—3/4. Tout calcul 
fait, on a: 


#k 1+ sin — 

2h: 3N\1/3 cos Ô 2 
Fee risr2 (Fr) Me + )|- 

2sin- 1—sin — 

2 2/ 
—. ; 4 {+ sin — 

EE (3) A — En 

Î—sin 


où 6 est l’angle entre les vecteurs p et p’ (4. Abrikossov et 1. Khalat- 
nikov, 1957) ! 

La masse effective des quasi-particules s'obtient par intégration 
de f suivant la formule (68,11) ; elle est égale à 


m* 8 + /3N\2/5 9 9 
M 1+Éa (F) (7In2— 1). (79,12) 
1 La fonction (79,11) tend logarithmiquement vers l'infini pour 0=x. 
Ceci provient des termes négligés. Une étude plus approfondie montre que, quoi- 
ue G=x soit bien un point singulier de la fonction, celui-ci la rend non pas in- 
finie mais nulle. Le fait que la formule (79,11) ne soit pas applicable au voisi- 
nage de 0=x est sans importance pour les applications ultérieures, car les inté- 
grales y figurant sont convergentes en ce point. 
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La formule (68,14) permet de trouver la vitesse du son dans le gaz 
considéré ; on obtient : 


ah (RER [14 a (95) 801 2 1m 2]: (19,13) 


5m (V me x 


Puis en intégrant la grandeur u?m/N sur dN, on trouve, conformé- 
ment à la formule (68,12), le potentiel chimique du gaz u (au zéro 
absolu), une nouvelle intégration sur dN conduit à l'expression 
(79,9) donnant l'énergie de l'état fondamental : E,—fudN. 

La formule (79,9) représente les premiers termes du dévelop- 
pement de l'énergie du gaz suivant les puissances de a(W/V)'#. Un 
calcul analogue, quoique bien plus long, donnerait plusieurs termes 
suivants du développement. Ceci est dû au fait que, dans le cas du 
gaz de Fermi, les collisions ternaires n’entrent dans l'énergie qu'à 
une approximation relativement lointaine. De trois particules 
entrant en collision, deux au moins ont des projections de spins 
identiques ; la fonction d'onde de coordonnée du système doit être 
antisymétrique par rapport à ces deux particules. Ceci veut dire 
que le moment orbital du mouvement relatif de ces particules est 
au moins égal à 1 (état p). La fonction d’onde correspondante con- 
tient une puissance supplémentaire (par rapport à la fonction d'onde 
de l’état s) du vecteur d'onde k!, et, par conséquent, la probabilité 
d'une telle collision contient 4°, c’est-à-dire qu'elle s’affaiblit de 
(ka) a{(N/V)": fois par rapport à la probabilité d’une collision 
« frontale » des particules n'obéissant pas au principe de Pauli. 
Ainsi, les collisions ternaires ne contribueront à l'énergie que par 
des termes contenant le volume tel que V?.V—"*#. En d'autres termes, 
tous les termes du développement de l'énergie, y compris les termes 


d'ordre 
HE ((9T 


[c'est-à-dire encore trois termes suivant ceux qui ont été écrits dans 
(79,9)] s'exprimeront en fonction des caractéristiques des seules 
collisions binaires. Cependant, parmi les caractéristiques des colli- 
sions binaires il y aura non seulement l'amplitude de la diffusion s 
pour les collisions lentes [comme dans (79,9)], mais également ses 
dérivées par rapport à l'énergie, ainsi que l’amplitude de la diffu- 
sion p. 

En conclusion nous allons faire une remarque relative à la com- 
paraison ultérieure avec les propriétés d'un gaz de Fermi d’un autre 


type. 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 33. 
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Nous avons parlé ici de quasi-particules dont le nombre est égal 
au nombre de particules du gaz ; pour T=0 ces quasi-particules 
remplissaient la sphère de Fermi. Ceci correspond à la théorie géné- 
rale du liquide de Fermi exposée au $ 68 (où l’on formulait ainsi la 
relation entre la grandeur de l'impulsion limite p, et la densité du 
liquide). D'un autre côté, le point de vue selon lequel les excitations 
élémentaires ne doivent apparaître que pour 70 et la sphère de 
Fermi n'est pas observable, est naturel. Dans un tel modèle ce sont 
les quasi-particules à l'extérieur de la sphère de Fermi, ainsi que les 
« trous » en son intérieur qui jouent le rôle d'excitalions élémen- 
taires ; les premières doivent être dotées de l'énergie e=u(p—p,) 
et les seconds de e=v(p,—p). La distribution statistique des unes 
et des autres est donnée par la formule de la distribution de Fermi 
avec un potentiel chimique nul [par suite de ce que le nombre de 
quasi-particules n'est pas constant et dépend lui-même de la tempé- 
rature, comparer avec (60,1)] : 
= 
Titi 


(79,14) 


Np — 


$ 80. Gaz de Fermi dégénéré « presque parfait » avec attraction 
entre particules 


A première vue, il semble que les calculs faits au paragraphe 
précédent soient applicables en égale mesure au cas de la répulsion 
et de l'attraction entre particules du gaz. Cependant, en réalité, 
dans le cas de l’attraction, l'état fondamental du système ainsi 
trouvé est instable par rapport à une certaine transformation chan- 
geant son caractère et diminuant son énergie. 

Ce changement provient du fait, mentionné déjà au $ 79, selon 
lequel l'expression (79,11) obtenue par la théorie des perturbations 
pour la fonction f(06) à un point singulier pour 0=x, c’est-à-dire 
pour des impulsions de sens inverse des deux quasi-particules. Au 
voisinage de cette singularité on a 


fa(i—4ss) In (1 — sin 5) 
c'est-à-dire que la singularité ne subsiste que pour des spins anti- 
parallèles des particules (pour des spins parallèles 1—4s,s, —0). 
L'apparition de cette singularité montre que la théorie des pertur- 
bations est inapplicable (dans la forme utilisée au $ 79) pour l’inter- 
action de paires de particules se trouvant (dans l’espace p) au voi- 
sinage de la surface de Fermi et ayant des impulsions et des spins de 
sens inverse. Comme le montreront les résultats obtenus ci-dessous, 
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dans le cas de l’attraction c’est justement cette interaction qui con- 
duit à des résultats qualitatifs nouveaux !. 

Ce qui vient d'être dit montre que le système d'opérateurs dpo, 
äÿo, correspondant aux états libres des particules du gaz ne peut 
servir d’approximation initiale convenable pour la théorie des per- 
turbations. Nous devons les remplacer par de nouveaux opérateurs 
que nous allons chercher sous la forme d’une combinaison linéaire 
du type : 

bp- = Up +0 Ah, +, (80,1) 


" " eg 
Dp+ =U ap+ —t A p. -, 


des opérateurs de particules à impulsions et spins de sens contraire 
(par suite de l’isotropie du gaz les coefficients u ,v, ne peuvent dé- 
pendre que de la valeur absolue de l'impulsion p). Pour que ces 
nouveaux opérateurs correspondent à la création et l’annihilation 
des quasi-particules, ils doivent satisfaire aux mêmes relations de 
commutation de Fermi que les anciens opérateurs, soit : 


bp Dés + des bp — 1, (80,2) 


toutes les autres paires d'opérateurs étant anticommutatives. Pour 
cela il faut que les coefficients de transformation obéissent à la 
condition suivante : 


uè+oi=1 (80,3) 


(u,, v, sont supposés réels afin que les nombres de remplissage soient 
également réels). La transformation inverse [par rapport à (80,1)] 
aura la forme : 
2 Ee? 7 î + 
Ap+ = Upbo+ +2, 0 Ep, -, (80,4) 


pes 
ap- =U 0p- —2,0 p, + 


Par suite du rôle essentiel de l'interaction des paires de parti- 
cules d’impulsions et de spins de sens inverse nous ne conserverons 
dans la seconde somme de l’hamiltonien (79,3) que les termes dans 
lesquels p,=—p.==p, p=—p:=p" : 


CS ES 


 — pee 8 + + 
H=T 5 Apr Apo— #7 Ap°+d_p", - A_p, - Up+, (80,5) 
po pp” 


où g=4rh? |a|/m (l’amplitude de diffusion a est maintenant une 
grandeur négative). 


1 Le problème considéré se trouve à la base de la théorie de la supraconducti- 
bilité créée par J. Bardeen, L. Cooper et J. Shrieffer (1957). Dans la solution 
exposée ci-dessous nous avons principalement suivi la méthode exposée par 
N. Bogolioubor (1958). 
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Dans les calculs ultérieurs, il sera commode de ne pas tenir 
compte d’une manière explicite du fait que le nombre de particules 
(atomes) dans le système est constant. Conformément aux règles 
générales de la statistique (comparer avec $ 35) il faut remplacer 
la fonction d'Hamilton À par la différence H—uN, où N est lui-même 
considéré comme une grandeur variable ; le potentiel chimique est 
ensuite déterminé en principe par le fait que le nombre moyen de 
particules Ÿ est égal au nombre de particules du système. Dans la 
méthode de seconde quantification ceci signifie qu’à la place de 
l'hamiltonien Æ on introduit la différence Â—unN où 


À = ääpr 
po 


Ci-dessous, nous désignerons simplement par À cette différence 
et nous l’appellerons hamiltonien. 
Introduisons également la désignation 


Puisque u=pi/2m, au voisinage de la surface de Fermi, on a 
Ep =7(P— Po), (80,6) 


où v=p,/m. En retranchant uŸ de l'expression (80,5), on écrira 
ainsi l’hamiltonien initial sous la forme 


= 


7 ET £ + + os = 
H=Y Eap0 po — 7 À Gp'+4-p, -A-p, - Ap+. (80,7) 
po pp° 


Effectuons dans cet hamiltonien la transformation (80,4). En 
utilisant les relations (80,2-3) et la possibilité de changer dans Ia 
somme l'indice p en — p, on obtient : 


H=22i,+ Ze, (05 — 03) (bp+ box + bp bp) + 
+2YE,up, (br bp. - + bp, - bp) —$ N° By By (80,8) 
p pp° 


By=uÿd-p,- dp+ — 050801 p,- +0 04 (bp.- dp.- — dpr pe). 


Le choix des coefficients u,, v, s'effectuera maintenant à partir 
de la condition de minimum de l'énergie Æ du système pour une 
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entropie donnée. Cette dernière se détermine par l'expression com- 
binatoire 


S = —È (po In po + (1 — 2h09) In (1 — 2pg)]. (80,9) 
Ainsi, la condition indiquée est équivalente au minimum de l'éner- 
gie pour des nombres donnés de remplissage des quasi-particules #4. 


Les éléments matriciels diagonaux de l’hamiltonien (80,8) n’ont 
que des termes contenant les produits : 


b5B90 = po, bpo bps —_ 1 — Apa- 


On trouve donc 
E=22E,ri+ 28, (u3— 23) (ps + lp-)— 
p 
—+ [E Ep (À —lp+ nf (80,10) 


pp° 
En variant cette expression suivant les paramètres u, (en tenant 


compte de la relation u,+v,=1), on oblient pour le minimum 
la condition suivante 


dE 2 
Sr (1 — = 2 _ 
Sur ?h (—nv+ nn) jEser, 


— + (uÿ—v7) Sur Vo (1 —np+ —"s-)] =0. 
_ 


D'où l’équation ! 


CRU = A(ui —v3), (80,11) 
où l'on a introduit la désignation 
AY Up Up (1 — Np+ — np). (80,12) 
æ 


(80,11) et (80,3) permettent d’exprimer u 
E, et de A: 


1 E 2 £ | 
pl PRE CP NN nd PS 
/ 7 a ya) | z( Sr) 


1 Remarquons que, par suite de cette relation, tous Îles termes contenant 
une paire d'opérateurs bo+ b*,,_ disparaissent dans l’hamiltonien (80,8), 
c'est-à-dire que disparaissent les termes correspondant à la création d'une 
paire de quasi-particules d'impulsions inverses. Ce sont justement ces termes 
qui à la première approximation de la théorie des perturbations, donneraient 

es intégrales divergentes. 


p Ly CN fonction de 
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En introduisant ces valeurs dans (80,12), on obtient une équation 
déterminant À : 
n 


{—n — 
6 P+ _ _P= 
> Je =1. (80,14) 


t 
p Sn 


Passons à l'étude des relations vbtenues. Nous allons voir que la 
grandeur À joue un rôle essentiel dans la théorie des spectres du 
type considéré. Calculons d’abord la valeur de cette grandeur pour 
T=Ÿ (nous la désigneruns par A). 

Pour T=0 il n’y a pas de quasi-particules : n,;,=np_=0. Re- 
marquons tout de suite que l'équation obtenue alors pour À ne 
saurait avoir de solution pour g<0, c'est-à-dire en cas de répulsion 
(les signes des deux membres de l’équation seraient de toute évi- 
dence différents). 

En passant dans (80,14) de la sommation à l'intégration on 
obtient l'équation L 

6 (HE Lt. (80,15) 
| as 


La contribution essentielle dans l'intégrale provient du domaine 
des impulsions pour lesquelles A vip, —plvp,u et l'intégrale 
est à caractère logarithmique (le résultat confirme que À, est petit 
par rapport à u)1. De plus 


_ prdp Pi dE Po in EB 
V/ SE +2 ep û 


où B est un coefficient numérique. On trouve donc 


£Porm 1 PE 
Re In ce 1, (80,16) 
d'où 
Ague EMPo pue %Palal, (80,17) 


Puisque Polal/h 1, A, est exponentiellement petit par rapport à pu. 
C'est la forme du spectre énergétique du système qui présente 
le plus d'intérêt, c’est-à-dire l'énergie des excitations élémentaires 


1 Pour pp, la grandeur ë,:np? et l'intégrale ainsi écrite diverge comme 
g En réalité, celle divergence est fictive et peut être évitée en « renormant » 
a relation entre la constante g (c'est-à-dire l'amplitude de diffusion a) et le 
potentiel d'interaction, tout comme aux $$ 78 et 79. Ce calcul, assez compliqué 
d'ailleurs, permet également de déterminer le coefficient f sous le logarithme 
daus (80,16). 
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En+—Eep-=E(p). Nous la déterminerons par la variation de l'énergie 
E de tout le système lorsque l'on change les nombres de remplissage 
des quasi-particules, c’est-à-dire en variant E par rapport à po: 
Puisque les valeurs de Ups Vy SONT déjà choisies de manière que les déri- 
vées de E par rapport à ces mêmes grandeurs soient nulles, lorsque 
l'on varie E par rapport à ñ%, on peut maintenir u,, V, Constantes. 
De (80,10) on tire alors 


ôE 2 ne 28 5 - : 
E =( ) =E, Gi—r)+rur, Ÿ Up! Cp: (1 np pi), 
= 


ôn 
po Up Un 


en y introduisant (80,12-13) on trouve 


e(p}=VAT+HE. (80,18) 


On voit ainsi une propriété remarquable du spectre énergétique 
du système considéré : l'énergie d'une quasi-particule ne peut être 
inférieure à la valeur À, qui est atteinte pour P—=Po- En d’autres 
termes, les étals excités du système sont séparés de l’état fonda- 

mental par une fente énergétique. 
Douées de spin demi-entier, les quasi- 
particules doivent apparaître en paires. 
En ce sens on peut dire que la gran- 
deur de la fente est égale à 2A. 

A Le spectre (80,18) satisfait à la 
condition de superfluidité posée au 
$ 67 : la valeur minimale de e/p est 
différente de zéro. Ainsi, le gaz de 

P-Po Fermi avec attraction entre particules 
doit avoir la propriété de superfluidité. 

Sur la figure 11 on peut comparer 

les lois de dispersion des quasi-particu- 

les dans un système superfluide (courbe supérieure) et dans 

un système ordinaire (nous entendons par là des systèmes dont les 

spectres sont semblables à ceux considérés respectivement dans ce 

paragraphe et dans le paragraphe précédent). Dans ce dernier système 

cette loi se représente (conformément au $ 79) par deux droites 
ë=v/p—Pol- 

Les grandeur A de la fente dépend de la température, c’est-à-dire 
que la forme même du spectre dépend de la distribution statistique 
des quasi-particules, tout comme pour un liquide de Fermi normal 
($ 68). Puisque, lors de l'augmentation de la température, les nom- 
bres de remplissage des quasi-particules augmentent (tendant vers 1), 
l'équation (80,14) montre déjà que A diminue alors et, pour une 
certaine température finie T,, elle s’annule : le système passera de 
l'état superfluide à l’élat normal. Ce point correspond à une tran- 


€ 


Fig. 11 
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sition de phase de seconde espèce (semblable à la transition dans 
l'hélium liquide, voir $ 67). 

On peut facilement interpréter la présence d'une fente énergé- 
tique dans le spectre considéré comme le résultat de la formation 
d'états liés par des paires de particules s’attirant ; la grandeur 2A 
est alors l'énergie de couplage d’une telle paire qu’il faut dépenser 
pour la déchirer. 11 est remarquable que cet effet apparaît dans un 
gaz de Fermi pour toute attraction, si petite soit-elle. Douées de 
spin nul, les paires se conduisent comme des formations de Bose 
et peuvent en fin de compte s’accumuler en nombre fini sur le ni- 
veau d'énergie moindre—niveau d’impulsion totale nulle. Dans 
une telle interprétation cet effet est tout à fait analogue à l’accumu- 
lation des particules dans l’état d'énergie nulle (condensation de 
Bose-Einstein, voir $ 59) dans un gaz de Bose. 

Il ne faut évidemment pas comprendre trop ponctuellement le 
modèle des paires liées. 11 faudrait plutôt parler de corrélation entre 
les états d’une paire de particules dans l'espace p, conduisant à 
une probabilité finie pour des particules d’avoir une somme des 
impulsions nulle. La dispersion ôp des valeurs des impulsions dans 
le domaine de corrélation correspond à une énergie de l’ordre de A, 
c'est-à-dire ôp—A/v. La longueur correspondante !—h/ôp—hv/A 
détermine l’ordre de grandeur des distances entre les particules dont 
les impulsions sont en corrélation. Cette grandeur est (pour T=0) 

ah 
my — 60%Pola' 
lo Po 
et puisque dans un gaz de Fermi dégénéré RP, coïncide, en ordre 
de grandeur, avec les distances interatomiques, on voit que /, est 
très grand par rapport à celles-ci. Ceci montre très clairement que 
la notion de paires liées est conventionnelle. 

Déterminons maintenant sous forme explicite la fente en fonction 
de la température, soit A(T). 

Ecrivons l'équation (80,14) sous la forme 


, (80,19) 


(Rp+ =Rp-=nÿ) ; remarquons que la somme figurant dans le membre 
de gauche ne se distingue de la somme pour 7 =0 que par le fait 
qu’au lieu de A, on a A. Aussi, en tenant compte de (80,16), on voit 
Sn In Fe. Dans 
le membre de droite, au lieu de #,, on introduit la fonction de dis- 
tribution de Fermi (à potentiel chimique nul, comparer avec la fin 
du paragraphe précédent) et on passe de la sommation à l'intégration 


que le membre de gauche de l’équation est égal à 
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sur dp=dE/v : 4 ; 
Bo À (a 
in à TA =21 (+), (80,20) 
où 
dz 
C5 


(par suite de la convergence rapide de l'intégrale les limites d’inté- 
gration peuvent être étendues de —oo à +). 

Dans le domaine des basses températures (7<£A) l'intégrale se 
calcule d'une manière très simple ! et l’on a : 


——— Ace 
ani Ve F) (80.21) 


Dans le domaine voisin du point de transition A est petit et les 
premiers termes du SR ee de l'intégrale Z(A/T) donnent : : 


Inde =nT+ios. (80,22) 


1 Pour de grandes valeurs de u le premier terme du développement de 
I{u) suivant 1/u est 


L (u) : = [se (ta) V2: 


3 Pour le développement de l'intégrale 7 (u) pour u->0 on lui ajoute et on 
lui retranche l'intégrale 


œ 
1 1 z 
RES) Gene 2) 


On a alors 7=1,+1:, où 


das see 


Dans /, le premier terme sous l'intégrale s'intègre facilement et le second 
s'intègre par parties, on trouve : 
L. 2 
A 
ch: 


: 2 


L'intégrale figurant ici est égale à 2 1n (n/2y) (où In y=C=0,577 est la constante 
d'Euler), donc /,=In (n/yu). L'intégrale /, s'annule pour #=—0. Le premier 
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Ceci permet tout d'abord de voir que À s'annule pour la température 


Te= A, 0,57 À, (80,23) 


qui est petite par rapport à la température de dégénérescence T,-u. 
Puis, on obtient pour le terme du premier ordre en T, — T: 


Br 
a VasTr. Vi =307r. Vi-r. (80,24) 


Il ne nous reste plus qu'à calculer les grandeurs thermodynami- 
ques du gaz. Considérons d’abord le domaine des basses tempéra- 
tures TA. 

Pour calculer la chaleur spécifique dans ce domaine le plus sim- 
ple est de partir de la formule: 


SE = Ye, (ônp+ +6np-) 2 De ôn, 
p p 


donnant la variation de l'énergie totale lors de la variation des 
nombres de remplissage des quasi-particules. En divisant par ÔT et 
en passant de la sommation à l'intégration, on obtient la chaleur 
spécifique : 


mPo on 

C= V—= er {28 @. 
Le 

Pour TA, la fonction de distribution des quasi-particules est 

næer®#!T, on a donc 


_& = 


2 € £a 
C=Y mPo 2 ( 2e T dE = pen e Tfe SE. 


ah Te ahT 


U 


terme de son développement suivant u® est 


Les L 
u? Car fi z 
la=— (= (z th 5) . 
0 


En y substituant le développement bien connu 


œ 
z 1 
th Ferme (En EH , 


on obtient 


œ œ œ 
dz 1 2 16 (3) 
— 2 A =u* — 
Ta = Au Deer DE T ME 
v 0 
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ou, finalement 
LY 
vw MPodo fo)" 7 
C= y née (9e) eT. (80,25) 


Ainsi, pour 7 —0 la chaleur spécifique décroît exponentiellement, ce 
qui est une conséquence directe de la présence d'une fente dans le 
spectre énergétique. 

Pour les calculs ultérieurs, il est commode de partir du potentiel 
thermodynamique Q (et non du nombre de particules du système), 
car toute l’étude a été faite à potentiel chimique donné du système !. 
Nous allons utiliser la formule 


aa 0H 
CPP (80.26) 
[comparer avec (11,4), (15,11)], dans laquelle on a pris, en qualité 
de paramètre À, le coefficient g dans le second terme de l'hamilto- 
nien (80,7) décrivant l'interaction des particules du gaz. La valeur 
moyenne de ce terme est donné par le dernier terme de la formule 
(80,10) égal, conformément à (80,12), à — VA=/g. Ainsi on a 


Pour g — 0 la grandeur A,, donc également À, tend vers zéro. Aussi, 
en intégrant cette égalité sur dg entre 0 et g, on trouve Ia différence 
entre le potentiel thermodynamique Q à l’état superfluide et la va- 
leur qu’il aurait à l’état fondamental (A = 0) pour la même tempé- 
rature*® : 


& 
0,—0,=—v (S de. (80,27) 


Selon les règles générales [voir (24,16)], cette petite correction étant 
exprimée en fonction des variables correspondantes, elle est la même 
pour tous les potentiels thermodynamiques. 


1 11 ne faut pas confondre le potentiel chimique du gaz lui-même avec le 
potentiel chimique du gaz de quasi-particules (qui est égal à zéro). 

? 1] faut ici faire une remarque liée à l’approximation faite dès le début. 
Pour g=—0, dans l’hamiltonien (80,7) l'interaction des particules disparaît, et 
l'on pourrait croire que nous sommes en présence d'un gaz de Fermi parfait 
et non d’un gaz réel « normal ». En réalité, cependant, dans l'hamiltonien 
(80,7) nous avons déjà fait des approximations après lesquelles il ne saurait être 
question du calcul de la valeur absolue de l'énergie. Les termes correspondant 
à l'interaction ont été omis (ceux-ci n'étant pas importants pour la forme du 
spectre et la différence (Q,—Q,), ils entrent dans l'énergie comme des termes 

rands par rapport à la grandeur exponentiellement petite (80,27) [ce terme est 
justement proportionnel à Ng qui a été calculé dans le $ 79, formule (79,9)]. 
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Au zéro absolu À = À, et conformément à (80,17) on a 
dâo _ 27249 


ds MPa | 


En passant dans (80,27) de l'intégration sur dg à l'intégration sur 
dA,, on trouve l'expression suivante pour la différence des énergies 
des niveaux fondamentaux des systèmes superfluide et normal : 


PRE mpPe 2. 
E,— E, ni Anh A6 (80,28) 
Le signe négatif de cette différence indique l'instabilité, mentionnée 
au début du paragraphe, de l’état fondamental « normal » du système 
en cas d’attraction entre les particules du gaz. 

Passons au cas inverse T — T. En différentiant l'égalité (80,22) 
par rapport à g on trouve : 

TG) à qa = dAo _2n°h5 dg 


arT® A mPo & * 


Substituons dg'g° dans la formule (80,27), celle-ci étant comprise 
comme la différence des énergies libres : 


A 


_p y mp 139 
Fe F,=—V EE A 


et finalement, en tenant compte de (80,24) : 
2mpoTÈ T \2 
F—F,=— vit ce Ir). 2 
| % er | Te (029) 
D'où la différence des entropies 


on ämpoT T 
# 7 7à (3)R3 Te 
La différence des chaleurs spécifiques pour 7 — T, tend vers une 
valeur finie, soit : 


CC = ete y 


d (A 


c'est-à-dire qu’au point de transition la chaleur spécifique fait un 
saut avec C, > C,. La chaleur spécifique de l’état normal est donnée 
(en première approximation) par la formule du gaz parfait (57,6) ; 
exprimée en fonction de p,, elle a la forme C, = mp,TV/3. Ainsi, le 
rapport des chaleurs spécifiques au point de transition est 


, 


PTE URL Gun 
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La superfluidité du gaz se caractérise par le fait que sa densité 
p se sépare en une « partie » normale et une « partie » superfluide. 
Suivant (67,3) la partie normale de la densité est 
4 d Pa (dé 
PRE T 1 un PRE C1] an ra 
Pa 3 Al P' pe 372 h3v f de dE. 


-< 


La densité totale, elle, est liée à p, par la relation 


DS N = Bxp; m 
VV 3(2rky 
Ainsi 
Le = —2 DE. (80,31) 


Cette intégrale n’a pas besoin d'être calculée spécialement, car elle 
peut se réduire à la fonction déjà connue A(T). En différentiant 
l'équation (80,20) par rapport à T et en comparant l'intégrale obtenue 
avec (80,31), on peut voir que 


p _ A 
A 1 TA: (80,32) 
En substituant les formules limites (80,21), (80,24), on obtient 
D à 
pour T— 0: D £ TT; 
e T (80,33) 
pour T—T,: o— 2(1—7.). 


Il est enfin indispensable de faire deux remarques concernant le 
domaine d'application des formules obtenues dans tout l'intervalle 
des températures de 0 à 7. Quoique les formules écrites pour de pe- 
tits 7, — T aient leur domaine d'application propre, en réalité, 
suffisamment près du point de transition, ces formules deviennent 
inapplicables. Les processus de diffusion mutuelle des quasi-parti- 
cules (dont nous n’avons pas tenu compte) doivent ici conduire à 
l'apparition d'une singularité dans les grandeurs thermodynami- 
ques, dont le caractère est à l’heure actuelle inconnu. Cette question 
est liée au problème général encore non résolu de la singularité des 
grandeurs thermodynamiques au point de transition de phase de se- 
conde espèce (voir $ 138). Par suite de la présence d’un petit paramètre 
(constante de liaison g), dans le modèle considéré le domaine où 
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l'influence de cette particularité sefait sentir ne sera concentré qu’au 
voisinage immédiat du point de transition !. 

Tout comme dans un liquide superfluide « ordinaire » ($ G7). 
dans le gaz de Fermi considéré (par opposition au gaz de Fermi avec 
répulsion, comparer la note page 248), le son peut se propager (à 
la vitesse u — p,/m déterminée de la manière habituelle par la com- 
pressibilité du milieu). Ceci veut dire qu’en plus du spectre des exci- 
tations du type de Fermi considéré ici, il existe également, dans le 
spectre d’un tel gaz, une branche d'’excitations de phonons du type 
de Bose. La chaleur spécifique due aux phonons est proportionnelle 
à T3 avec un coefficient très petit, mais pour T — 0 elle doit en fin 
de compte dominer la chaleur spécifique qui décroît exponentielle- 
ment (80,25). 


1 Pour estimer combien ce voisinage est immédiat, on détermine les fluc- 
tuations du modèle considéré : la théorie devient inapplicable lorsque les fluc- 
luations ne sont plus petites. Ceci conduil au critère (T—T,)/T.— (T.Jux 
{voir V. Guinzburg. Physique du corps solide, 2, 2031 (1960)]. 

2 Dans le «liquide électronique + chargé des supracouducteurs ce phéno- 
mène n’a pas lieu. 


CHAPISRE VHI 


ÉQUILIBRE DES PHASES 


$ 8f. Conditions d’équilibre 


Pour caractériser l’état (d'équilibre) d’un corps homogène, il 
faut se donner deux paramètres thermodynamiques quelconques, 
par exemple le volume V et l'énergie £. Cependant ceci ne permet pas 
d'affirmer que pour toute paire de valeurs données V et £, à l’équi- 
libre thermique correspondra justement l’état homogène du corps. 
Il peut se faire que pour un volume et une énergie donnés, à l’équi- 
libre thermique, le corps ne soit pas homogène et se sépare en deux 
parties homogènes conjointes se trouvant dans des états différents. 

Des états de la matière pouvant coexister à l'équilibre en contact 
mutuel, sont appelés phases de la matière. 

Ecrivons les conditions d'équilibre mutuel de deux phases. Com- 
me pour tout corps se trouvant en équilibre, il faut avant tout que 
les températures T, et T, des deux phases soient égales : 


FT 
Les pressions des deux phases doivent aussi être égales 
P;=P;, 


sur la surface de leur contact, les forces avec lesquelles les deux phases 
agissent l’une sur l’autre doivent être égales et de sens inverse. 

Enfin, la condition d'équilibre des potentiels chimiques des deux 
phases doit être remplie : 


Hi He 
ce qui se démontre pour deux phases tout comme au $ 25 pour deux 
domaines quelconques en contact du corps. Si les potentiels sont ex- 
primés en fonction de la pression et de la température, en désignant 
par T'et P leurs valeurs égales pour les deux phases, on obtient l’équa- 
tion 


mi, T)=p(P, Ti, (81,1) 
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donc la pression et la température des phases se trouvant en équilibre 
peuvent s'exprimer l’une en fonction de l’autre. Ainsi, deux phases 
ne peuvent pas se trouver en équilibre pour des pressions et des tem- 
pératures quelconques ; au contraire, si l’on se donne l’une d'elles, 
l'autre se trouve complètement déterminée. 

Si l'on porte la pression et la température sur les axes de coordon- 
nées, les points où l'équilibre de phase est possible se trouveront sur 
une certaine courbe (courbe d'équilibre de phase). Les points se 
trouvant en dehors de cette courbe 
représenteront des états homogènes 
du corps. Lors du changement d'état du 
corpsle long de la ligne intersectant la 
courbe d'équilibre, il y aura sépara- 
tion des phases (au point d’intersec- 
tion de la courbe), puis le corps passe 
dans l’autre phase. Remarquons que, 
lors d’une variation lente de l’état du 
corps, ce dernier peut parfois rester 
homogène même quand, à l’équilibre 
complet, la séparation des phases aurait 
dû avoir lieu (tels sont par exemple 
une vapeur sous-refroidie et un liquide Fig. 12 
surchauffé). Cependant de tels états 
sont métastables. 

Si l'on représente l'équilibre des phases à l’aide de diagrammes, 
sur les axes de coordonnées desquels on porte la température et le 
volume (rapporté à une certaine quantité de matière), les états pour 
lesquels il y a simultanément deux phases rempliront tout un do- 
maine du plan et non seulement une courbe. Ceci provient du fait 
qu’au contraire du diagramme P, T, ici le volume V, à l'opposé de 
la pression, est différent pour les deux phases. On a alors un diagram- 
me du type représenté sur la figure 12. Les points des domaines 1 
et ZI des deux côtés du domaine hachuré correspondent à la première 
et à la seconde phase homogène. Quant à la zone hachurée elle repré- 
sente des états pour lesquels les deux phases se trouvent en équilibre 
mutuel : en un point quelconque a les phases Z et 77 se trouvent en 
équilibre, leurs volumes spécifiques sont déterminés par les abscisses 
des points / et 2 sur une horizontale passant par le point a. De la 
conservation de la quantité de matière on peut facilement conclure 
que la quantité de phases JZ et ZI est alors inversement proportion- 
nelle aux longueurs des segments al et a2 (loi du levier). 

Tout comme les conditions d'équilibre de deux phases, l'équilibre 
de trois phases d'une même matière se détermine par les égalités 


P=P,=Ps Ti=Ts=Ty Mere. (81,2) 
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Si l’on désigne de nouveau par P et T les valeurs communes de la 
pression et de la température des trois phases, on obtient la condition 


li (P, T)=he (P, T)=u:(P, T). (81,3) 


Ce sont deux équations à deux inconnues P et T ; leur solution donne 
des paires de valeurs déterminées de P et de 7. Les états pour les- 
quels trois phases peuvent exister simultanément (point triple) sont 
désignés sur le diagramme P, T par des points isolés qui sont les points 
d’intersection des courbes d'équilibre deux à deux (fig. 13 ; domaines 


Fig. 13 Fig. 14 


I, II, III — domaines de trois phases homogènes). L'équilibre de 
plus de trois phases pour une même matière est évidemment impos- 
sible. 

Sur le diagramme T7, V le voisinage du point triple a la forme don- 
née sur la figure 14, où les domaines hachurés correspondent à la 
zone d’équilibre des phases deux à deux ; les volumes spécifiques des 
trois phases se trouvant en équilibre au point triple (à la tempéra- 
ture T:-) sont déterminés par les abscisses des points 1, 2, 3. 

Le passage d’une phase à l’autre s'accompagne du dégagement ou 
de l’absorption d'une certaine quantité de chaleur (appelée chaleur 
latente de la transition ou simplement chaleur de la transition). 
Conformément aux conditions d'équilibre une telle transition a lieu 
à pression et température constantes. Mais pour un processus se dérou- 
lant à pression constante la quantité de chaleur absorbée par le corps 
est égale à la variation de sa fonction thermique. Ainsi, la chaleur q 
de la transition rapportée à une molécule est 


{=We —VWy (81,4) 


où w, et w. sont les fonctions thermiques des deux phases rapportées 
à une molécule. La grandeur q est positive, si lors de la transition de 
la première phase à la seconde il y a absorption de chaleur. et néga- 
tive si lors de cette transition il y a dégagement de chaleur. 
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Puisque up (pour les corps composés d’une même substance) est 
le potentiel thermodynamique pour une molécule, on peut écrire : 
u = e— Ts + Pv(e,s, vétant l'énergie, l’entropie et le volume mo- 
léculaires). Ainsi, la condition pu, = pu, donne : 


(E2—e) —T (82 —5) + P (0 — 0) = (we wi) —T (s:—5s) =0, 
où T et P sont la température et la pression des deux phases, d’où 
qg=T(s: —s;). (81,5) 
Remarquons que cette formule découle directement du fait que 


qg = [Tds, et que la température est constante (cette formule est ici 


applicable car la transition s'effectue d'une 
manière réversible : lors de la transitionles  # 
deux phases restent en équilibre mutuel). 

Soient deux courbes de la figure 15 re- 
présentant les potentiels chimiques des deux Ï 
phases en fonction de la température (à pres- &r 
sion donnée). Le point d'intersection des 


deux courbes détermine la température T, Fa 
pour laquelle (à pression donnée) les deux To T 
phases peuvent se trouver en équilibre Fig. 15 


mutuel. Pour toutes les autres températures 

il peut exister soit l’une, soit l’autre des phases. 1] est facile de voir 
que pour des températures inférieures à 7, c'est la première phase 
qui existe, c’est-à-dire qu'elle est stable, et pour des températures 
supérieures à T, c’est la seconde. Ceci provient du fait que c’est 
l’état de moindre u qui est stable (car pour des P et T données le po- 
tentiel thermodynamique tend vers un minimum). D'un autre côté, 
au point d'intersection des deux courbes la valeur de la dérivée 
tu ôbs 


37 St supérieure à la valeur TT * c’est-à-dire que l’entropie de la 
première phase 5 = — 2 est inférieure à l’entropie de la seconde 
qui est 5, = — da . Ainsi, la chaleur de transition qg = T (s — s) 


est positive. Nous arrivons donc à la conclusion que si lors de l’aug- 
mentation de la température le corps passe d’une phase à l’autre, 
il y a absorption de chaleur. Ce résultat aurait pu également être 
obtenu à partir du principe de Le Chatelicr. 


Problèmes 


1. Déterminer la pression, en fonction de la température, d'une vapeur 
salurante au-dessus d'un corps solide (considérer la vapeur comme un gaz par- 
fait ; les chaleurs spécifiques tant pour le gaz que pour le corps solide sont cons- 
tantes). 
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Solution. Le potentiel chimique de la vapeur est déterminé par la for- 
mule (43,3), et celui du corps solide par la formule (62,6) (comme la pression de 
la vapeur saturante est relativement petite, on peut négliger pour le corps solide 
la grandeur PV et supposer © égal à F). En égalant ces deux expressions on 
trouve : 


P= const. Tr) ef£s—tes)/T, 


où l'indice 1 correspond au corps solide et l'indice 2 à la vapeur. 

A la même approximation on peut prendre la fonction thermique du corps 
solide égale à son énergie ; la chaleur de transition (chaleur de sublimation) 
qg=uw, —w, est égale à 


9 = (Cp2 — 01) T + (Enz — Eoi)- 


En particulier la chaleur de transition pour T=0 est q0=Eoe—Eo1, on peut donc 
écrire _ 
P= const. T'°r:= 01) e” qe'T, 


2. Déterminer la vitesse d'’évaporation d'un corps condensé dans le vide. 
Solution. La vitesse d'évaporation dans le vide se détermine par le 
nombre de particules quittant par unité de temps l'unité de surface du corps. 
Considérons un Are se trouvant en équilibre avec sa vapeur saturante. Le 
nombre de particules quittant la surface du corps est alors égal au nombre de 
particules tombant durant ce même laps de temps sur cette surface et y adhérant, 

c'est-à-dire qu'il est égal à : 
Ps 


V?1mT 


où P,=P,{T) est la pression de la vapeur saturante, et R un certain « coefficient 
de réflexion » moyen des particules du gaz heurtant la surface du corps [voir 
(39,2). Si P, n'est pas trop grand, le nombre de particules quittant la surface 
du corps est le même qu’il y ait ou non de la vapeur autour, ainsi l'expression 
trouvée donne la vitesse d'évapuration dans le vide. 


( — R), 


$ 82. Formule de Clapeyron-Clausius 


Prenons la dérivée, par rapport à la température, des deux mem- 
bres de la condition d'équilibre 
M(P, T)=u(P,T). 


Il ne faut pas oublier que la pression P n'est pas une variable indé- 
pendante, mais une fonction de la température, déterminée par cette 
même équation. Ainsi, on écrit : 

Ôft1 , hi dP _ dns, due dP 

OT ‘OP dT OT ‘OP 4aT 


dU\ __. [ou\ _ -oir (24.12 ient : 

et comme (),=- s, (25),= v [voir (24,12)], on obtient : 
dP_Ssi—5 
T7 (82,1) 


où 5. #, et &, , sont l'entropie et le volume moléculaires des deux 
phases. 
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Dans cette formule il est commode d'exprimer la différence s—se 
en fonction de la chaleur de transition d'une phase à l’autre. En subs- 
tituant g = T'(s, — s,) on trouve la formule de Clapeyron-Clausius 

Der 2 2 

AT Teen) (82,2) 
Cette formule détermine la variation des pressions des phases en 
équilibre lors de la variation de la température, ou, en d’autres ter- 
mes, la variation de la pression en fonction de la température le long 
d'une courbe d'équilibre de phase. La même formule écrite sous la 
forme 

dT _T(v3—v1) 

dP— q 


donne, lors d’une variation de la pression, la variation de la tempé- 
rature de transition entre les deux phases (par exemple points de 
congélation ou d'ébullition). Comme le volume moléculaire du gaz 
est toujours supérieur au volume du liquide, et que lors de la trans- 
formation du liquide en vapeur il y a absorption de chaleur, la tempé- 
rature d’ébullition, lors de l’augmentation de la pression, augmente 
toujours (d7T /dP >> 0). Quant à la température de congélation, lors 
d’une augmentation de la pression elle augmente ou diminue suivant 
que le volume du corps en fusion augmente ou diminue. 

Toutes ces conséquences de la formule (82,2) se trouvent en ac- 
cord parfait avec le principe de Le Chatelier. Considérons par exemple 
un liquide se trouvant en équilibre avec sa vapeur saturante. Si l'on 
augmente la pression, la température d'’ébullition doit augmenter 
et par suite une partie de la vapeur se transformera en liquide, ce 
qui entraînera une diminution de la pression, c'est-à-dire que le sys- 
tème semble s'opposer à l’action tendant à le mettre hors d'équilibre. 

Considérons le cas particulier de la formule (82,2) où il s'agit de 
l'équilibre du corps solide ou liquide avec sa vapeur. La formule 
(82,2) détermine alors la variation de pression de la vapeur saturante 
en fonction de la température. 

Le volume du gaz est en général bien supérieur à celui du corps 
condensé à nombre égal de particules. Ainsi, dans (82,2), on peut 
négliger le volume v,, par rapport au volume v, (nous supposons que la 
seconde phase est le gaz), c’est-à-dire que l’on a 7 = Te Considé- 

2 
rant la vapeur comme un gaz parfait, on exprime son volume en 
fonction de la pression et de la température conformément à la for- 
mule v, = T/P, on obtient alors 


dP __4P 
dT 1: 
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ou 


= (82.3) 


Remarquons que dans les intervalles de tempéralures, pour lesquels 
la chaleur de transition peut être supposée constante, la pression de 
la vapeur saturante varie exponentiellement avec la température 
(—e ar). 


Problèmes 


1. Déterminer la chaleur spécifique de la vapeur le long de la courbe d'équi- 
libre du liquide et de sa vapeur saturante (c'est-a-dire la chaleur spécifique pour 
un processus dans lequel le liquide se trouve toujours en équilibre avec sa vapeur 
saturantc). La vapeur est supposée être un gaz parfait. 

Solution. La chaleur spécifique À cherchée est égale à 


ds 
h = TT , 


où est la dérivée le long de la courbe d'équilibre, c'est-à-dire 


ds Ôs ds dP dr dP 
TEST (), LT (D) ct (GG), ee 


En substituant pour us l'expression (82,3) et + , on trouve: 


k=c = . 


PT 


Pour des températures basses k est négatif, c'est-à-dire que si l'on prend de la 
chaleur de telle sorte que la vapeur soil Loujours en équilibre avec le liquide, 
sa tempéralure peut augmenter. 
2. Déterminer la variation du volume d'une vapeur en fonction de la tem- 
érature pour un processus dans lequel la vapeur se trouve tout le temps en équi- 
fibre avec le liquide (c'est-à-dire le long de la courbe d'équilibre du liquide et de 
sa vapeur). 


Solution. Il faut déterminer la dérivée Te le long de la courbe d'équi- 


do _[9v + de dP 
dT  \oT pr OP }r dT 


En substituant (82,3) et pour le volume #=—7/P, on trouve : 


libre: 


: de ee sqee 
Pour des températures basses Te c'est-à-dire que dans le processus cansidéré 


le volume de la vapeur diminue avec l'augmentation de la température. 
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$ 83. Point critique 


La courbe d'équilibre de phase (dans le plan P, T) peut s'arrêter 
en un certain point (fig. 16) ; un tel point est appelé point critique, 
la température et la pression correspondantes sont appelées tempéra- 
ture critique et pression crilique. Aux températures supérieures à 
T., et à des pressions supérieures à P., il n'existe pas de phases dis- 
tinctes et le corps est toujours homogène. On peut dire qu'au point 
critique la différence entre les deux phases disparaît. La notion de 


Fig. 16 Fig. 17 


point critique a été introduite pour la première fois par D. Mendé- 
léev (1860). 

Le diagramme d'équilibre en fonction des coordonnées T, V, 
s’il y a un point critique, a la forme donnée sur la figure 17. Au fur 
et à mesure que la température s'approche de sa valeur critique, les 
volumes spécifiques des phases se trouvant en équilibre mutuel se 
rapprochent et coïncident au point critique (X sur la fig. 17). Le 
diagramme en fonction des coordonnées P, V a une forme ana- 
logue. 

S'il y a un point critique, il peut y avoir une transition continue 
entre deux états quelconques de la matière ; lors de cette transition 
il n’y a jamais séparation en deux phases, il faudrait pour cela chan- 
ger l’état le long d’une courbe quelconque contournant le point cri- 
tique et n’intersectant jamais la courbe d'équilibre. Ainsi, en pré- 
sence d’un point critique la notion même de phases différentes devient 
quelque peu conventionnelle, et il n'est pas possible d'indiquer 
dans tous les cas quels sont les états qui sont relatifs à une phase et 
quels sont ceux qui sont relatifs à l’autre. En toute rigueur, on ne 
peut parler de deux phases que lorsqu'elles existent simultanément, 
en contact mutuel, c’est-à-dire en des points se trouvant sur la 
courbe d'équilibre. 

Il est évident que le point critique ne peut exister que pour des 
phases ne différant que quantitativement. Tels sont un liquide et 


11 Ne 1641 
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un gaz ne différant que par le rôle plus où moins important de l’in- 
teraction des molécules. 

Par contre, des phases telles qu’un liquide et un corps solide (cris- 
tal) ou les diverses modifications cristallines de la matière diffè- 
rent qualitativement, car leur symétrie interne est différente (pour 
plus de détail voir le chapitre XI11). Il est évident que de toute pro- 
priété ou de tout élément de symétrie on peut diresoit qu'il existe, soit 
qu'il n’existe pas : il peut n’apparaître ou disparaître que brusquement. 
et non peu à peu. Dans chaque état le corps aura l’une ou l’autre 
symétrie, et l’on peut donc toujours indiquer à quelle phase il corres- 
pond. Le point critique ne peut, par conséquent, exister pour de tel- 
les phases, et la courbe d'équilibre doit soit s’en aller à l'infini, soit 
s'arrêter, intersectant les courbes d'équilibre des autres phases. 

Les points ordinaires de transition de phase ne correspondent pas 
à une singularité mathématique des grandeurs thermodynamiques 
de la matière. En effet, chacune des phases peut également exister 
(ne serait-ce qu'à l’état métastable) de l'autre côté du point de tran- 
sition ; les inégalités thermodynamiques en ce point persistent. Au 
point de transition les potentiels chimiques des deux phases sont 
égaux: hu (P, T)=u, (P, T); pour chacune des fonctions 
lu (P, Tetu (P, T) ce point n’a rien de particulier !. 

Représentons dans le plan P, V une isotherme quelconque du li- 
quide et du gaz, c’est-à-dire la courbe de P en fonction de V lors de 
la dilatation isothermique d’un corps homogène (abc et def sur la 

D 
fig. 18). Conformément à l'inégalité thermodynamique (5),<0. P. 
est une fonction décroissante de V. Une telle pente des isothermes doit 
se conserver un peu après l'intersection avec la courbe d’équi- 
libre du liquide et du gaz (points b et e) ; les segments bc et ed des 
isothermes correspondent à un liquide surchauffé et une vapeur sous- 
refroidie métastables, dans lesquels les inégalités thermodynamiques 
sont comme avant réalisées *. Puisque les points b et e correspondant 
au liquide et au gaz en équilibre ont la même ordonnée P, il est évi- 
dent que les deux isothermes ne peuvent se transformer l’une en 
l’autre d’une manière continue ct il doit y avoir entre elles une cou- 


1 I] faut cependant remarquer que ces affirmations sont quelque peu con- 
ventionnelles par suite de l’indétermination de la notion de un (P, 7) dans le 
domaine métastable. L'état métastable correspond à l'équilibre incomplet avec 
un certain temps de relaxation, ici par rapport au processus de formation des 
germes d'une nouvelle phase (voir $ 150). Ainsi, les fonctions thermodynamiques 
ne peuvent être déterminées dans un tel état qu’en négligeant ces processus ct 
l'on ne peut pas les considérer comme le prolongement analytique des fonctions 
de la zone de stabilité correspondant aux états d'équilibre complet de la matière. 

? A une variation isothermique d'équilibre complet de l'état entre les 
points b et e correspond évidemment le segment de droite horizontal be, où il y 
a séparation en deux phases. 
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pure. Les isothermes s'arrêtent en des points (c et d) où les inégalités 
thermodynamiques ne sont plus réalisées, c’est-à-dire que (% 

, : : js : Fe 5 T 
s'annule. Le lieu géométrique des points d'arrêt des isothermes 
est une courbe (AXB sur la fig. 18) sur laquelle, pour un corps ho- 


mogène, les inégalités thermodynamiques ne sont pas réalisées ; elle 


P 


Fig. 18 


limite le domaine pour lequel le corps ne peut jamais être homogène. 
Les domaines se trouvant entre cette courbe et la courbe d’équilibre 
des phases correspondent au liquide surchauffé et au gaz sous-re- 
froidi. Il est évident qu’au point critique ces deux courbes doivent 
être tangentes comme sur la figure 18. 

* En ce qui concerne les points se trouvant sur la courbe AXB, un 
seul point, le point critique X, correspond à des états réels du corps 
homogène, c'est le seul point où cette courbe touche la zone des états 
homogènes stables. Conformément à ce qui vient d’être dit, à l’état 
critique on a: 


() 220; (83,1) 


Au paragraphe suivant on montrera que pour qu'un tel état soit 
stable la seconde dérivée doit également s’annuler : 


(73) =0. (83,2) 


Les conditions (83,1-2) sont deux équations à deux inconnues qui 
ne peuvent être satisfaites qu’en un point isolé, qui est le point criti- 
que de cette substance. 

11 semble utile d'indiquer qu’au point critique la condition (83,1) 
peut également être obtenue à partir des considérations simples sui- 


11° 
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vantes. Au voisinage du point critique, les volumes spécifiques du 
liquide et de la vapeur sunt voisins. Désignons-les par V et V + ôY, 
écrivons la condition 


P(V, T)=P(V+6V, T). (83,3) 


En développant le membre de droite de l'égalité suivant les puissan- 
ces de ôV et en divisant par ôV, qui est grandeur petile mais finie, 
on trouve 


+ Gr) += 0. (83,4) 


On voit ainsi que, lorsque ôV tend vers zéro, c'est-à-dire au point 
D 
critique, (e), doit en tout cas s’annuler. 


Nous allons faire une remarque intéressante concernant les états 
mélastables du liquide. La partie de l’isotherme correspondant au 
liquide surchauffé (bc sur la fig. 18) peut se trouver partiellement dis- 
posée sous l’axe des abscisses. En d’autres thermes, un liquide sur- 
chauffé peut avoir une pression négative ; un tel liquide agit sur la 
surface qui le limite avec une force dirigée vers l'intérieur du liquide. 
Ainsi, la pression n'est pas une grandeur obligatoirement positive, 
et il peut exister dans la nature des états (quoiqu’ils soient métasta- 
bles) avec des valeurs négatives de la pression (il en a déjà été question 

$ 12). 


$ 84. Propriétés de la matière au voisinage du point critique 


On est en droit de supposer que la ligne limitant le domaine où 
le corps ne peut pas être homogène (ligne AXB sur la fig. 18) est la 
ligne des points singuliers pour les grandeurs thermodynamiques. 
Cependant cette question n'a pas, jusqu’à présent, été étudiée théori- 
quement et nous ne connaissons pas le caractère de ces singularités. 
Entre-temps, la théorie exposée ci-dessous est en fait basée sur l'hy- 
pothèse que sur ladite ligne, y compris le point critique, les grandeurs 
thermodynamiques de la substance (en fonction des variables V et T) 
n'ont aucune singularité mathématique de telle sorte que la courbe 


D # La . P L 
n'est caractérisée que par le fait que (7) s'annule !. [] est alors 
T 


impossible de prévoir quels sont les résultats qui resteront vrais dans 
la théorie exacte et quels seront ceux qui seront fortement modifiés. 


! Les grandeurs thermod ynamiques en fonction des variables P, T ont alors 
une Put arité par suite du fait que le jacubien de la transformation des varia- 


Sote À j 
bles d (K2 s'annulc. 
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Compte tenu de cette remarque, nous allons commencer par l’étu- 
de de la condition de stabilité de l’état de la substance au point 
critique. Pour démontrer les inégalités thermodynamiques, nous 
sommes partis dans le $21 de la condition (21,1) qui nous a permis d’ob- 
tenir l'inégalité (21,2) satisfaite pour les conditions (21.3-4). Au cas 
qui nous intéresse ici 7) =0 correspond le cas particulier de la 
condition d’extremum, quand (21,4) est une égalité ; on a : 


Ô2E 0°E dE \? | 
Ssiavt— (ares) —0 (84,1) 
La forme quadratique (21,2) peut maintenant, suivant les valeurs de 
ôS et de 6Ÿ, être tant positive que nulle ; c'est pourquoi il faut étu- 
dier avec plus de détail la condition de minimum de la grandeur 
E — TS + Pÿ. 

Il est évident que nous devons étudier justement le cas où dans 
(21,2) il y a a ; 

7 (8S)° + 2 ôS + (ô)? = (84,2) 

En tenant compte de (84,1), cette égalité peut s’écrire de la manière 
suivante : 


Le dE 1 [,dŒ 
2e (551 05 + SV ôv)"= 12 Los = (GT) =0. 
3S 


Ainsi, l'égalité (84,2) veut dire que l'on doit considérer l'écart à 
l’équilibre à température constante (ÔT = 0). 

A température constante l'inégalité de base (21,1) prend la forme 
ôF + PôV > 0. En développant ÔF en série suivant les puissances de 


ôV et en tenant compte du fait que = — (), =0, on trouve : 


(2) ave +4 (2e) sv. co 


Pour que cette inégalité se trouve satisfaite pour tout ôV, il faut que 


l’on ait | 
(a), =0 G) <0. (84,3) 


2 
Remarquons que le cas de l'égalité dans (21,3) de 


qui est la même chose, (=) est ici impossible, car la condition 
(21,4) ne serait plus satisfaite. 11 est également impossible que les 
deux expressions (21,3) et (21,4) s’annulent simultanément ; si à 


D 
la condition d'égalité à zéro de (T de et de (5 mn), on ajoute encore 


—=0 ou, ce 
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une condition, on obtient trois équations à deux inconnues, n'ayant 
en général pas de solution commune !. 
* Passons maintenant à l'étude des équations d'état de la matière 
au voisinage du point critique. 
Introduisons les désignations * : 


T—T,=t, V—V,,=0, 


et étudions les propriétés de la matière pour des v ct t petits. Limitons- 
nous aux premiers termes du développement, on a : 

= (%) = At+ Bu. (84,4) 
I n'y a pas dans ce développement de terme proportionnel à v, car 
le coefficient correspondant est la dérivée seconde de la pression par 
rapport au volume, qui est nulle au point critique. Pour ce qui est 
du terme en {v, il est en tout cas inférieur à At ; même chose pour le 
terme proportionnel à f*. Par contre, nous devons conserver BL*, 
car bien que f et v soient supposés petits, nous n'avons fait aucune 
hypothèse quant à leur valeur relative, ainsi le terme Bv° n'est pas 


obligatoirement inférieur à At. 


Puisqu'’au point critique (rs) 70: le coefficient B doit être posi- 


tif. De plus, en tous les points voisins du point critique qui corres- 


f 
pondent à un état stable de la substance, on doit avoir — (%) >0. 


En particulier, ceci est vrai pour tous les points pour lesquels 1>0 
(il n'y a jamais ici de séparation en phases). Il s'ensuit que le coef- 
ficient À est également positif. 

L'équation (84,4) donne l'expression suivante pour la pression 


=— Av + f(), (84,5) 


où f (t) n’est fonction que de { et ne joue ici aucun rôle. 

La formule (84,5) donne la forme des isothermes d'une substance 
homogène au voisinage du point critique. Pour t > 0 l'isotherme 
P (v) est une fonction monotone décroissante (courbe 1 sur la fig. 19). 


1 Sans aucun doute, on peut supposer comme résultat de l'expérience que 


les dérivées (9) et (5%) s'annulent au point critique. 11 est plus douteux 
” 3 
que la dérivée troisième pes soit finie. Certaines données montrent que la 


chaleur spécifique C, est infinie au point critique, ce qui ne découle pas du 
tuut de la théorie exposée. 

2 Il ne faut pas confondre dans ce paragraphe » avec le volume moléculaire 
utilisé dans les autres paragraphes. 
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L'isotherme (courbe 2) correspondant à la température critique 
(£ = 0) a un point d'inflexion au point critique (v = O0). 

Enfin, pour des températures inférieures à la température criti- 
que (t-<<0), les isothermes (courbes 3 et 4) ont un maximum ou un 


Re 9P ° 
minimum entre lesquels se trouve une zone avec (+) >0 (dunnée 
, 00/1 


sur la fig. 19 en pointillé) qui ne 
correspond à aucun état homogène 
de la substance existant réellement 2 
dans la nature !. 

Ainsi qu'il a déjà été mentionné 
au $ 83, au passage d'équilibre du 
liquide au gaz correspond un certain 4 
segment de droite horizontal (AD 
sur l'isotherme 4), AB est l’iso- 
therme du liquide surchauffé, DC 
celle de la vapeur sous-refroidie. 

Déterminons les abscisses des 
points À et D c’est-à-dire les volumes 
v, et v, du liquide et du gaz en équili- 
bre *. Ecrivons la condition d’équi- 
libre de phase u, = pu, sous la forme 


2 
[au =0, 
1 


où l'intégrale est prise le long du chemin de la transition de l'état 
d'une phase à l'état de l’autre phase. Nous allons intégrer le long de 
l'isotherme À BCD. Puisque pour T= const, du=VdP = (V,,-v) dP, 
on a 


AN 
134$! 
7 


Uy UV; UZ Us U 


Fig. 19 


(au Siodpir (P,— P,)=0: 
Û ! 


mais à l'équilibre les pressions des deux phases sont identiques, 
P, = P, ; on a donc finalement 
( [os 
D 
(e dP= o() do 0. (84,6) 
. e 1 
î v, 
En substituant au voisinage du point critique l'expression (84,4), 
on trouve que l’expression sous l’intégrale est une fonction impaire 
! On peut en réalité s'attendre à ce que dans une théorie tenant exactement 
compte des singularités des grandeurs thermod ynamiques à la limite des états 
métastables, il n’y ait aucune courbe BC. 


? Lorsque nous parlons de volume, nous sous-entendons évidemment par- 
ut le volume rapporté à une certaine quantité de matière. 
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de v. Ainsi, il est évident que l’on doit avoir 
A —= — Vo 
En utilisant maintenant la condition P, = P, et la formule 
(84,5) on trouve 


Bo Be 


Ali +— 3 on — At, _ — s € ’est-à-dire At 


+ 
| 

Î 

© 


D'où 


DU — pe. (84,7) 


Ainsi, v, et v, sont égaux en valeur absolue et proportionnels à la 
racine carrée de 7,, — T. En d’autres termes, la courbe d'équilibre 
de phase dans le diagramme 7, v a un simple maximum au point 
crilique. 

Il est également facile de déterminer les volumes r, et r. corres- 
pondant aux limites des zones métastables (points B et C sur l’iso- 
therme 4 de la fig. 19). En ces points, on a : 


—(F),=41+ Bo =0, 


d'où 


V=—v,—— AE x (84,8) 


Ces volumes sont également proportionnels à la racine carrée de 
T., — T et sont V3 fois inférieurs aux volumes v, et v, à la même 
température. 

La chaleur de transition (chaleur d’évaporation) s’annule au point 
critique. Puisque la température des deux phases en équilibre est 
identique et que la différence des volumes au voisinage du point 
critique est petite, on peut écrire la chaleur de transition sous la 
forme suivante : 


a=T(S-S) Ta (D) (uv). (84,9) 


Puisque la différence v, — v, est proportionnelle à VT,, =T, la 
chaleur de transition est également proportionnelle à cette racine. 
La formule 


(@Pyôt) 


Co—Cy=—T (OP /0v} 


P 


: de ôP : 
montre qu’au point critique, lorsque s’annule, la chaleur spé- 


cifique C, devient infinie. En substituant (84,4) dans cette formule 
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on lrouve que 
1 


CD pr ; (84,10) 


En particulier, pour les états se trouvant sur la courbe d'équilibre 
v est proportionnel à V4, un a donc C,enlit. 


$ 85. Loi des états correspondants 


L'équation d'interpolation de Van der Waals 
(P+T )V NH =NT 


se trouve en accord qualitatif avec les propriétés de la transition li- 
quide-gaz qui ont été décrites aux paragraphes précédents. Les iso- 
thermes ainsi définies sont représentées sur la 
figure 20. Il est facile de voir qu’elles sont 
analogues à celles qui sont représentées sur la 
fig. 19. Des segments de droite horizontaux 
correspondent également ici à la transition 
d'équilibre liquide-vapeur, la position de ces 
segments se détermine par les conditions d’é- 
quilibre : 


V dP =0, (85,1) 


Te 


où l'intégrale est prise le long des isothermes ne 
de Van der Waals entre les extrémités du seg- Fig. 20 
ment horizontal. Du point de vue géométrique 
cette condition signifie pour une isotherme l'égalité des surfaces 
hachurées sur la figure 20. 

Exprimons la température, la pression et le volume critiques par 
les paramètres a et b entrant dans l’équation de Van der Waals, que 


nous écrirons sous la forme 
p= NT __Wa 
V—Nb vs: © 


Annulons de plus les dérivées 


op NT 2N°a 
Gr) r GMT = 0, 


= 0. 


d2P\ "NT GN?a 
(or: D CNE 14 
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Ces trois équations permettent de trouver : 
A (85,2) 


Puis, au lieu des grandeurs 7, P, V, introduisons les grandeurs 


T P 5 V - 
_ . P' =<— , V — — 595,3 
Ter Per v ( ) 


cr 


T' 


que l'on appelle température, pression et volume réduits. Au point 
critique ces trois grandeurs sont égales à l'unité. 

En remplaçant dans l'équation de Van der Waals 7, P, V par 
T', P', V' on obtient : 


( P'+ Fr) (3V'—1)=87". (85,4) 


C'est l'équation de Van der Waals réduite. Seuls V', P’ et T’ figurent 
dans celte équation, c’est-à-dire qu'aucune grandeur caractérisant 
la substance n’y entre. Ainsi, l’équation (85,4) est l'équation d'état 
pour tous les corps auxquels on peut appliquer l’équation de Van der 
Waals. Les états de deux corps de mêmes 7”, P’, V’ sont appelés 
états correspondants (les états critiques de tous les corps sont évidem- 
ment correspondants). D’après (85,4), si deux corps ont deux des 
trois grandeurs 7”, P', V' égales, la troisième de ces grandeurs est 
également égale, c’est-à-dire qu'ils se trouvent dans des états corres- 
pondants (loi des états correspondants). 

Les isothermes « réduites » P° — P° (V') déterminées par l’équa- 
tion (85,4) sont identiques pour tous les corps. Les positions des seg- 
ments déterminant les points de transition liquide-gaz Sont, par con- 
séquent, également identiques. On peut donc en conclure que, pour 
des températures réduites identiques, toutes les substances doivent 
avoir : 1) des pressions réduites de la vapeur saturante identiques, 
2) des volumes spécifiques réduits de la vapeur saturante identiques, 
3) des volumes spécifiques réduits identiques du liquide se trouvant 
en équilibre avec la vapeur saturante. 

La loi des états correspondants peut également s’appliquer à la 
chaleur de transition de l’état liquide au gaz. La grandeur sans di- 
mension g/T,, joue le rôle de la « chaleur réduite d’évaporation ». On 
peut donc écrire ! : 


r-=1 (re). (85,5) 


! Pour des températures nettement inférieures à la température critique, le 
rapport g/T.r est à peu près égal à dix (qg est la chaleur moléculaire d’évapora- 
His gITer peu p q 
ion). 
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En conclusion, remarquons que la loi des états correspondants 
n'est pas spécifique pour l’équation de Van der Waals. Les paramètres 
caractérisant une substance donnée disparaissent lorsque l'on passe 
aux valeurs réduites de toute équation d’état contenant en tout deux 
paramètres. La loi des états correspondants, qui est une affirmation 
générale non liée à telle ou telle forme concrète de l’équation d'état, 
est un peu plus exacte que l'équation de Van der Waals. Néanmoins 
elle a une portée d'application également limitée. 


CHAPITRE IX 


SOLUTIONS 


$ 86. Systèmes composés de particules différentes 


Jusqu'à présent nous nous sommes limités à l’élude des corps 
composés de particules similaires. Nous allons maintenant passer à 
l'étude des systèmes contenant des particules différentes. Ce sont 
divers mélanges de plusieurs substances ; si l’une des substances du 
mélange domine, on dit que l’on a en solution les autres substances 
dans celle qui domine (solvant). 

On appelle généralement nombre de composants indépendants du 
système le nombre de substances dont les quantités à l’équilibre com- 
plet peuvent être arbitraires. Toutes les grandeurs thermodynamiques 
du système à l'équilibre complet sont entièrement déterminées par 
exemple par les valeurs de la température, de la pression et du nombre 
de particules des composants indépendants. Si entre les substances 
du système il peut y avoir des réactions chimiques, le nombre de 
composants indépendants peut ne pas coïncider avec le nombre total 
de ces substances ; si un tel système se trouve en équilibre incomplet, 
pour déterminer ses grandeurs thermodynamiques il est indispensa- 
ble de se donner les quantités de toutes les substances entrant dans 
le système. 

Il est facile de généraliser les résultats du $ 24 aux corps composés 
de substances différentes. Avant tout, il faut que toutes les grandeurs 
thermodynamiques soient des fonctions homogènes du premier ordre 
par rapport à toutes les variables additives — nombres de particu- 
les diverses et volume. 

Puis, dans les formules (24,5), (24,7-9) il faut remplacer le terme 
u dN par la somme Su ,dN;, où N; est le nombre de particules de la 


sorte i, et les grandeurs Lu; s'appellent potentiels chimiques des subs- 
tances correspondantes. Ainsi, dans les formules (24,6) et (24,10), 
il faut doter le potentiel chimique et le nombre de particules de l’in- 
dice i. Pour trouver le potentiel chimique de l'une quelconque des 
substances entrant dans le mélange, il faut prendre la dérivée de 
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l'une des grandeurs E, F,®D, W par rapport au nombre de particu- 
les correspondant. En particulier, 


U;= (x) . (86,1) 


Les potentiels chimiques sont exprimés comme des fonctions de la 
pression, de la température et de la concentration, c'est-à-dire des 
rapports du nombre de particules des diverses substances ; ces gran- 
deurs ne peuvent entrer dans pu; que sous la forme de rapports, car 
étant une fonction homogène du premier ordre de W;, les potentiels 
chimiques doivent être des fonctions homogènes d'ordre zéro de ces 
variables. 

Puisque ® est une fonction homogène du premier ordre de W'; 
le théorème d’'Euler donne 


D=— >> \; ps = EuW;, (86,2) 


ce qui est une généralisation de la formule ® = Nu. 
Pour le potentiel Q@ on aura alors 


Q=F—XhN; 


d'où de nouveau la formule @ — —PV. Cette dernière n'est plus 
applicable que pour les corps se trouvant dans un champ extérieur, 
lorsque la pression dans les diverses parties des corps est différente. 

Les résultats du $ 25 se généralisent directement ; en effet, les 
conditions d'équilibre du système dans un champ extérieur exigent 
que, en plus de la température, les potentiels chimiques de chacun 
des composants soient constants le long du système : 


u; = const. (86,3) 


Enfin, la distribution de Gibbs pour des systèmes composés de 
particules diverses prend la forme suivante 


Wan. N.. = EXP DIN : (86,4) 


ce qui est une généralisation naturelle de la formule (35,2). 


$ 87. Règle des phases 


Considérons maintenant un système composé de substances dif- 
férentes et se présentant sous la forme de plusieurs (r) phases en con- 
tact (chacune des phases contenant en général toutes les substances). 

Soit r le nombre de composants indépendants. Chaque phase est 
alors caractérisée par sa pression, sa température et r potentiels 
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chimiques. De par le $ 81, nous savons déjà que la condition d’équi- 
libre des phases, dans le cas de particules identiques, est l'égalité des 
températures, des pressions et des potentiels chimiques. Il est évi- 
dent que dans le cas général de plusieurs composants, la condition 
d'équilibre des phases correspond à l'égalité des températures, des 
pressions et de chacun des potentiels chimiques. Soient P et T la 
température et la pression dans toutes les phases ; afin de distinguer 
les divers potentiels chimiques se rapportant à des phases et à des 
composants différents, nous les doterons de deux indices, l’indice 
supérieur (chiffres romains) indiquera la phase, l'indice inférieur 
(chiffres arabes) le composant. Les conditions d'équilibre des phases 
peuvent alors s’écrire sous la forme suivante : 


pin ni 
Hp... pt, (87,1) 
u = ul en pee 


Chacun de ces potentiels est une fonction de n +4- 1 variables indé- 
pendantes : de P, T et nr — 1 concentrations de divers composants 
dans la phase donnée (dans chaque phase il y a n nombres indépen- 
dants de particules des divers types, entre lesquels il peut y avoir 
n — À relations indépendantes). 

Les conditions (87,1) se présentent sous la forme d’un système 
de n (r — 1) équations. Le nombre d'inconnues dans ces équations 
est égal à 2 + r (r — 1). Pour que ces équations aient des solutions, 
il faut que leur nombre ne soit en tout cas pas supérieur au nombre 
d’inconnues, c'est-à-dire il faut que n (r— 1) 2-+r(n — 1). 
d’où 

r<n+2. (87.2) 


En d’autres termes, dans un système formé de r composants indé- 
pendants, n + 2 phases au plus peuvent se trouver simultanément en 
équilibre. C'est la règle des phases de Gibbs. Au $ 81, nous avions un 
cas particulier de cette règle : dans le cas d’un composant, le nombre 
de phases qui peuvent cuexister en contact mutuel ne peut être su pé- 
rieur à trois. 

Si le nombre r de phases coexistantes est inférieur à nr + 2, dans 
les équations (87,1) n + 2 — r variables peuvent, de toute évidence, 
avoir des valeurs arbitraires. En d’autres termes, on peut changer 
d’une manière arbitraire ñr + 2 — r variables sans que l'équilibre 
soit pour autant rompu ; il est évident que les autres variables va- 
rient d’une manière bien déterminée. Le nombre de variables qui peu- 
vent changer d’une manière arbitraire, sans que l'équilibre soit rom- 
pu, est appelé nombre de desrés de liberté thermodynamiques du 
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système. Si on le désigne par la lettre f, la règle des phases peut 
s'écrire sous la forme 


f -n+2—r, (87,3) 


où f ne peut évidemment pas être inférieur à zéro. Si le nombre de 
phases est égal à sa valeur maximale possible, soit nr + 2, on a 
f = 0, c’est-à-dire que dans les équations (87,1) toutes les variables 
sont déterminées et l’on ne peut changer aucune d'elles sans que 
l'équilibre soit rompu et que l’une des phases disparaisse. 


$ 88. Solutions faibles 


Passons maintenant ($$ 88-93) à l'étude des propriétés thermody- 
namiques de solutions faibles, c’est-à-dire des solutions telles que le 
nombre des molécules des solutés est nettement inférieur au nombre 
de molécules du solvant. Considérons d’abord le cas d’une solution 
contenant un soluté ; on pourra ensuite facilement généraliser pour 
les solutions de plusieurs substances. 

Soit N le nombre de molécules du solvant dans la solution, et n 
le nombre de molécules de la substance dissoute. Désignons la con- 


centration de la solution par le rapport FC; conformément à 


l'hypothèse faite c € 1. 

Nous allons maintenant trouver l’expression du potentiel ther- 
modynamique de la solution. Soit ®, (T, P, N) le potentiel thermody- 
namique du solvant pur (dans lequel rien n’est dissous). Conformé- 
ment à la formule ®O = Nu (qui est vraie pour les substances pures) 
le potentiel thermodynamique peut s’écrire sous la forme suivante 
D,=Nu(P, T), où u, (P, T) est le potentiel chimique du solvant pur. 
Désignons par a = a (P, T, N) la petite variation du potentiel ther- 
modynamique lorsque l’on introduit dans le solvant une molécule du 
soluté. Par suite du fait que la solution est faible, les molécules dela 
substance dissoute sont assez éloignées les unes des autres, donc leur 
interaction est faible. En négligeant cette interaction, on peut affir- 
mer que la variation du potentiel thermodynamique, lors de l'in- 
troduction de n7 molécules du soluté dans le solvant, est égale à ne. 
Cependant, dans l'expression ®, + n« ainsi obtenue, on n’a pas tenu 
compte de l'identité de toutes les molécules de la substance dissoute. 
C'est l'expression qui aurait été obtenue suivant la formule (31,5) 
si, lors du calcul de l'intégrale statistique, toutes les particules du 
soluté étaient différentes. Comme on le sait [comparer avec (31,7)] 
l'intégrale statistique ainsi calculée doit, en réalité, être encore di- 
visée par nf1. 

1 Nous négligeons ici les effets quantiques, ce qui est possible tant pour 
les solutions fribles que pour les gaz suffisamment raréfiés. 
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Ceci conduit à l’apparition dans l'énergie libre, donc également 
dans le potentiel O, du terme supplémentaire T In n!. Ainsi, 


D=Nu,(P, T)+na(P,T,N)+TiInet!. 


Mais puisque n est par lui-même un nombre très grand, quoiqu'il 
soit petit par rapport à {V, on peut dans le dernier terme remplacer 


Inn! parnin _ . On a alors 


D=Nbo+r(a+Tine)= dre 7) 


Nous allons maintenant tenir compte du fait que © doit être une 
fonction homogène du premier degré de n et de V. Pour cela il est 
évidemment indispensable que la fonction sous le logarithme soit 
d'ordre zéro de r et de, il faut donc que e'T soit inversement pro- 
portionnel à W, c'est-à-dire qu'il ait la forme f (P, T)/N. Ainsi 


D=Nu+nTin [ar / te. Tr]. 


Introduisons une nouvelle fonction de P et de 7, soit y (P. T) — 
=TInf(P,T), nous trouvons alors finalement, pour le potentiel 
thermodynamique de la solution, l'expression suivante : 


D=Np(P, T)+nTin=+np(P, T). (88,1) 


L'hypothèse faite au début de ce paragraphe et d'après laquelle 
l'addition d'un terme de la forme nœ au potentiel du solvant pur 
n'est, en fait, rien d’autre que le développement en série suivant les 
puissances de », où l'on n'a laissé que les premiers termes. Le termo 
de l'ordre suivant par rapport à r dans ® a la forme n°f, (P.T,N), 
mais puisque ®'doit être une fonction homogène de et de n, 
11 (P, T, N) doit être inversement proportionnel à W, c'est-à-dire 


fi (PT, N) =D 


termes du on ordre près, le potentiel thermodynamique d'une 
solution faible a la forme 


D= Wu, (P, T)+nrTin + v +nv(P, T)+ 2 B(P. T). (88,2) 


où B n'est fonction que de P et de T. Ainsi. aux 


Dans le cas d'une solution faible de plusieurs substances, le po- 
tentiel thermodynamique, au lieu de (88,1). devient 


D = Npo+ ZT in + Zn (88,3) 


où n; est le nombre de molécules des divers solutés, et 1, (P, T) des 
fonctions différentes. L'expression (88,2) se généralise de la même 
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manière, on a 
nn; nn 
D=Nu+DniTin + Dnp+ DE Ba. (88,4) 
i î mr: 


L'expression (88,1) permet de trouver facilement le potentiel 
chimique du solvant (u) et du soluté (4°) dans la solution : le premier 
est égal à 


p= = bo T RU Te, (88,5) 

et le second à 
=D Tin tp=Tine+ (88,6 
h=5% =im;z ÿ= Ÿ. 6) 


$ 89. Pression osmotique 


Dans ce paragraphe et dans les paragraphes suivants nous allons 
étudier certaines propriétés des solutions ; tout comme précédemment, 
nous allons considérer la solution comme faible ; ainsi, nous pouvons 
utiliser les formules du paragraphe précédent. 

Supposons que deux solutions d'une même substance dans un 
même solvant ont des concentrations différentes c, et c, et sont sépa- 
rées par une paroi au travers de laquelle peuvent pénétrer les molé- 
cules du solvant mais non celles de la substance dissoute (paroi semi- 
perméable). Les pressions des deux côtés de la paroi seront alors diffé- 
rentes (les considérations faites au.$ 12 au sujet de l’égalité des pres- 
sions sont ici inapplicables par suite de la présence de la paroi semi- 
perméable). La différence de ces pressions est appelée pression osmoti- 
que. 
La condition d'équilibre des deux solutions sera (l'égalité des 
températures mise à part) l'égalité des potentiels chimiques du solvant. 
Les potentiels chimiques de la substance dissoute ne doivent pas être 
identiques car, par suite de la semi-perméabilité de la paroi, l’équi- 
libre n’a lieu que par rapport au solvant. 

En désignant par P, et P, les pressions dans les deux solutions. 
et en utilisant (88,5), on obtient la condition d'équilibre sous la 
forme suivante : 


Ho (Puy T)—0T=po(Pe T)—0T. (89,1) 
La différence des pressions P, — P, = AP (c’est-à-dire la pres- 
sion osmotique) pour les solutions faibles est relativement petite. 


On peut donc développer u, (P,. T) en série suivant les puissances de 
AP et ne laisser que les deux premiers termes : 


Mo (Ps, T)=h (Ps T)+ AP 
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En introduisant ceci dans (89,1) on trouve : 
ôu 
APS = (c—a)T. 


.. 4 É 2 
Mais e n'est pas autre chose que le volume moléculaire r du 


solvant pur. Ainsi, 
AP= (ec) T (89,2) 


En particulier, si d’un côté de la paroi se trouve un solvant pur 
(c,=0, c, = c) la pression osmotique est 


T_nT 
AP=T=T, (89,3) 


où nr est le nombre de molécules du soluté dans le volume V du sol- 
vant (puisque la solution est faible, V est, avec un grand degré de 
précision, égal au volume total de la solution). La formule (89,3) 
est appelée formule de Van't Ioff. Remarquons que cette formule est 
applicable à toutes les solutions faibles, indépendamment du type 
de substance (tant celle du solvant que celle du soluté), et qu'elle 
ressemble à l’équation d'état du gaz parfait. La pression du gaz est 
ici remplacée par la pression osmotique, le volume du gaz par le 
volume de la solution, et le nombre de particules du gaz par le nom- 
bre de molécules du soluté. 

On peut de toute évidence généraliser les formules (89,2) et (89,3) 
au cas des solutions de plusieurs substances, la pression osmotique 
est alors égale à la somme des pressions osmotiques de chacune des 
substances dissoutes, c’est-à-dire des pressions que l'on aurait si 
l’une seulement des substances était dissoute. 


$ 90. Contact des phases du solvant 


Dans ce paragraphe nous allons étudier l'équilibre de deux phases 
du solvant en contact, dans chacune de ces phases se trouve en solu- 
tion une certaine quantité d’une même substance. Les conditions 
d'équilibre (égalité des pressions et des températures mise à part) 
sont l’égalité des potentiels chimiques du solvant et du soluté dans 
les deux phases. Nous allons utiliser la première de ces conditions 
qui s’écrira sous la forme 


UP, T)—cT=pli(P, T)—cuT, (90,1) 


où c, et c,, sont les concentrations, el us et ps! les potentiels chimiques 
des deux phases du solvant pur. 

I] faut remarquer que le système considéré ayant deux composants 
et deux phases a deux degrés de liberté thermodynamiques. Ainsi, 
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seules deux des quatre grandeurs P, T, c,, c, peuvent être choisies 
arbitrair:ment ; si l’on choisit par exemple P ou T et l'une des con- 
centrations, l’autre concentration se trouve ainsi déterminée. 

Si les deux phases du solvant ne contenaient pas de substance dis- 
soute, la condition de leur équilibre serait 


ul (Po To) = ul! (Po To) (90,2) 


(la température et la pression des deux phases scront désignées par 
T, et P:). 

Ainsi, tandis qu’à l'équilibre des phases d’un solvant pur, la 
pression en fonction de la température est donnée par l’équation 
(90,2), après dissolution dans ces phases d'une substance quelconque. 
la fonction analogue est donnée par (90,1). Pour les solutions faibles 
ces deux courbes sont voisines. 

Développons maintenant dans l'égalité (90,1) ui (P, T) et 
Li'(P, T) suivant les puissances de P—P,=AP et de T — T, = AT 
où P, et T, sont la pression et la température en un certain point sur 
la courbe d'équilibre des phases du solvant pur voisin du point P,T 
se trouvant, lui, sur la courbe d'équilibre des phases de la solution. 
En ne laissant dans le développement que les termes du premier 
ordre par rapport à AP et AT et en tenant compte de (90,2), on tire 
de (90,1) : 

da Ho 


CT 


C) GC] 
AT + Po AP — —aT= 2 AT+ pe 2 AP—cuT. 


Mais — 2h et %o n’est pas autre chose que l’entropie set le volume v 
du solvant pur rer té à une molécule). Dotons-les d’un indice 
indiquant la phase, on trouve : 


— (si — su) AT + (ui —vr) AP = (0 —cen)T. (90,3) 


Conformément à la formule (81,5) on a (Sa—s)T = q, où q 
est la chaleur de transition du solvant de la première phase à la se- 
conde. On peut donc écrire (90,3) sous la forme suivante : 


7 AT+(—v,) AP=(c—c)T. (90,4) 


Etudions deux cas particuliers de cette formule. Choisissons d'abord 
le point P,. T, de telle sorte que P, = P. AT sera alors la distan- 
ce suivant l’axe des abscisses entre les deux courbes pour une même 
ordonnée. En d’autres Lermes, AT sera la variation de température 
de la transition entre les deux phases lors de la dissolution, c'est— 
à-dire la différence entre la température 7 de cette transition (à la pres- 
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sion P), lorsque les deux phases sont des solutions, el la Lempéra- 
ture T, de la transition (à la même pression) pour un solvant pur. 
Mais puisque AP = O0, on tire de (90,4) : 


Aar=T@zen 


L (90,5) 


Si l’une des phases (par exemple la première) est un solvant pur 
ty =0,c —=c),;ona 


AT=TE. (90,6) 


Cette formule donne, en particulier, la variation de température de 
congélation lors de la dissolution, si la substance dissoute est inso- 
luble dans la phase solide ; les deux phases sont ici la solution liquide 
ut le solvant solide, et AT est la différence entre la température de 
sublimation du solvant et la température de congélation du solvant 
pur. Lors de la congélation il y a dégagement de chaleur, c'est-à-dire 
que g est négatif. Ainsi, on a AT < 0, c'est-à-dire que si le solvant 
pur se sublime, la dissolution abaïsse la température de congéla- 
tion. 

La relation (90,6) détermine également la variation de la tempé- 
rature d'’ébullition lors de la dissolution, si la substance dissoute 
n'est pas volatile : les deux phases sont alors la solution liquide et 
la vapeur du solvant. AT est maintenant la différence entre la tem- 
pérature d’ébullition totale du solvant et la température d’ébulli- 
tion du solvant pur. Puisque, lors de l'ébullition, il y a absorption 
de chaleur, on a g > 0, donc également AT > 0, c’est-à-dire que 
la température d'ébullition, lors de la dissolution, augmente. 

Toutes ces conséquences de la formule (90,6) se trouvent en ac- 
cord parfait avec le principe de Le Chatelier. Soit, par exemple, une 
solution liquide se trouvant en équilibre avec le solvant solide. Si 
l'on augmente la concentration de la solution, conformément au 
principe de Le Chatelier, la température de congélation doit dimi- 
nuer de telle sorte qu’une partie du solvant solide passe dans la 
solution et que la concentration baisse. Le système semble s'opposer 
à sa mise hors d’équilibre. D'une manière analogue, si l’on augmente 
la concentration de la solution liquide en équilibre avec la vapeur 
du solvant, la température d’ébullition doit augmenter de telle sorte 
qu’une partie de la vapeur se condense dans la solution et que la 
concentration diminue. 

Considérons maintenant un autre cas particulier de la formule 
(90,4) en choisissant le point P,, T, de telle sorte que T = T,. AP 
sera alors la distance entre les deux courbes pour une même abscisse, 
c'est-à-dire la différence entre la pression à l’équilibre des deux phases 
des solutions et celle des deux phases du solvant pur (pour une même 
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température). On à alors AT = U et (90,4) permet d'obtenir : 


Ap=T@) , (90,7) 


D —?71u 


Remarquons que le rapport 


STRESS 
AT TT (©: —Dy) 


se trouve en accord avec la formule de Clapeyron-Clausius (appliquée 
au solvant pur), comme il se devait par suite du fait que AP et AT 
sont relativement petits. 
Appliquons la formule (90,7) à l'équilibre entre les phases liquide 
el gazeuse. Dans ce cas on peut négliger le volume d’une phase (Ili- 
quide) par rapport au volume de l’autre phase, et (90,7) devient 
ap=T@za, (90,8) 
où v est le volume moléculaire de la phase gazeuse (1°r°). En remar- 
quant que Pv = T et en posant avec le même degré de précision 
P & P, (P, étant la pression de la vapeur saturante au-dessus du 
solvant pur), on peut écrire cette formule sous la forme 


AP = P,(c,—c;). (90,9) 


Si la phase gazeuse est une vapeur du solvant pur (c,= 0, c, = c) 
(90,9) prend la forme 


De, (90,10) 


où cest la concentration de la solution. Cette formule détermine la 
différence entre la pression de la vapeur saturante du solvant au- 
dessus de la solution (P) et du solvant pur (P,). L'abaissement rela- 
tif de la pression de la vapeur saturante lors de la dissolution est 
égal à la concentration de la solution (loi de Raoult) !. 


$ 91. Equilibre par rapport au soluté 


Nous allons maintenant considérer un système composé de deux 
solutions d'une même substance en contact dans des solvants diffé- 
rents (par exemple dans deux liquides immiscibles). Nous désigne- 
rons leurs concentrations par ©, et c. 

La condition d'équilibre de ce système est l’égalité des potentiels 
chimiques de la substance dissoute dans les deux solutions. Grâce 


1 Rappelons que c désigne la concentration moléculaire (rapport des nom- 
bres de molécules n/N). 
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à (55,6) celte condition peut s'écrire sous la forme : 


Tinc+w%(p, T)=Tinc, +w#(p, T). 
Les fonctions w, et 1. pour différents solvants sont évidemment 
différentes. D'où l’on trouve que : 


(91,1) 


Le membre de droite de cette égalité n’est fonction que de P et de T. 
Ainsi, la substance dissoute se répartit suivant les deux solvants de 
telle sorte que le rapport des concentrations soit (à pression et tem pé- 
rature données) toujours le même, indépendamment de la quantité 
totale de soluté et de solvants (loi de distribution). Cette même loi 
est évidemment applicable lorsque l’on considère la dissolution d’une 
substance dans deux phases en contact d'un même solvant. 

Considérons maintenant l’équilibre entre le gaz (que nous allons 
considéré comme parfait) et sa solution dans un certain solvant con- 
densé. La condition d’équilibre, c'est-à-dire l’égalité des potentiels 
chimiques du gaz pur et dissous, s’écrit là l’aide de (42,6) et de (88,6)] 
sous Ja forme 


Tinc+(P, T)=TinP+y(T), 
d’où 
+ (91,2) 


c= Pe 


La fonction # (P, T) caractérise les propriétés de la solution li- 
quide (ou solide) ; cependant, pour des pressions faibles, les proprié- 
tés du liquide dépendent très peu de la pression. Donc la fonction 
Ÿ (P, T) de la pression ne joue aucun rôle et nous pouvons supposer 
que le coefficient de P dans (91,2) est une constante qui ne dépend 
pas de la pression : 


c= P:const. (91,3) 


Ainsi, lors de la dissolution du gaz, la concentration de la solution 
(faible) est proportionnelle à la pression du gaz (loi de Ienry). 


! Nous supposons que les molécules du gaz passent dans la solution sans 
changer de forme. Si, lors de la dissolution, Le molécules se désintègrent (par 
exemple lors de la dissolution de l'hydrogène H, dans certains métaux), la 
ré de la concentration en fonction de la pression change (voir le problème 
2 du & 104). 
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Problème 


Trouver la variation de la concentration en fonction de la hauteur, pour 
une solution se trouvant dans le champ de gravitation. 

.Solution. Appliquons la condition d'équilibre (86,3) dans un champ 
extérieur ; nous l'écrirons pour le soluté : 7 In c+#(P, T)+mgz=const car 
l'énergie potentielle de la molécule de la substance dissoute dans le champ de 
gravitation est égale à mgz (zest la hauteur, m la masse de la molécule). Déri- 
vons cette égalité par rapport à la hauteur, il faut se rappeler que la température 
est constante (c’est l'une des conditions d'équilibre) : 


T de dÿ dP 
eat" +ipa 0. 
: . 12 0D ou 9 : 
Comme le volume de la solution est égal à 5 — N Er + a [en substi- 
tuant pour ® l'expression (88,1)], on peut appelcr la grandeur 5 volume »’ 


« rapporté » à une molécule du soluté. Donc : 


T de ,dP 
LT mg +v FA 


Pour trouver P en fonction de =, nous allons utiliser la condition d'équilibre 
pour le solvant ! : 


dP 
va + Me = 0, 
Bo 


où = est le volume moléculaire, et # la masse de la molécule du solvant. 


En introduisant Es dans la condition précédente, on trouve : 


T de Cx 


Si la solution peut être considérée comme incompressible, c'est-à-dire que 
o et »’ sont constants, on peut écrire la formule 


-E(m _ M) 
C=cCo€ 


( est la concentration de la solution pour :=0), c'est la formule harométrique 
ordinaire corrigée conformément à la loi d'Archimède. 


1 Le terme de concentration (-r4) est, dans ces conditiuns, petit et peut 


être omis (pour le soluté il contenait c en dénominateur et n'était donc pas petit). 
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$ 92. Dégagement de chaleur et variation du volume lors 
de la dissolution 


Le processus de dissolution est accompagné de dégagement ou 
d'absorption de chaleur ; nous allons maintenant calculer cet effet 
thermique. Déterminons préalablement le travail maximal qui peut 
être effectué par le processus de dissolution. 

Supposons que le processus de dissolution s’effectue à pression et 
température constantes. Dans ce cas, le travail maximal est déter- 
miné par la variation du potentiel thermodynamique. Nous allons 
le calculer pour un processus pour lequel dans une solution de con- 
centration c se dissout, en plus. un certain nombre ôn, pas très grand, 
demolécules de la substance dissoute. La variation du potentiel ther- 
modynamique total de tout le système ô® est égale à la somme des 
variations du potentiel de la solution et du soluté pur. Comme 
il faut ajouter à la solution ôr molécules de la substance dissoute, la 
variation de son potentiel thermodynamique est égale à 


ED, = 7e ôn = pi ôn, 


où Lu’ est le potentiel chimique du soluté dans la solution. La varia- 
tion du potentiel ®; de la substance dissoute pure est égale à 


90°, 
6®D;, = nr — Ôn = — pu, Ôn, 


puisque le nombre de molécules diminue de ôn (u; est le potentiel 
chimique de la substance dissoute pure). Par conséquent, la varia- 
tion totale du potentiel thermodynamique pour le processus considéré 
est égale à 

&D — ôn (p'—,;). (92,1) 


Il ne reste plus maintenant qu'à substituer ici u’ de (88,6) : 
ÔD = — ôn (nu, —#—TInc) 


ou 


6D=— Tônine 9, 


(92,2) 
où la grandeur 
ho=Ÿ 
co(P. T)=e T (92,3) 


est la solubilité, c'est-à-dire la concentration de la solution saturée 
(solution se trouvant en équilibre avec la substauce dissoute pure). 
Ceci découle immédiatement du fait que, à l'équilibre, ® doit avoir 
un minimum, c'est-à-dire on doit avoir 84 — 0. La formule (92,3) 
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peut également être obtenue directement à partir de la condition 
d’équilibre de la solution avec la substance dissoute pure, c’est-à-dire 
à partir de l’égalité du potentiel chimique du soluté pur et de celui 
du soluté dans la solution. 

11 faut remarquer que c, ne peut être identifié à la concentration 
de la solution saturée que dans le cas où c, est petit, car toutes les 
formules des paragraphes précédents ne sont applicables que pour des 
concentrations faibles. 

L'expression obtenue détermine le travail cherché : la grandeur 
[ôD | est le travail maximal qui peut être cffectué par suite de la 
dissolution de ôz molécules ; cette grandeur est également le travail 
minimal qu'il faut produire pour que le solvant de concentration c 
fournisse ôr molécules de la substance dissoute. 

Plus de difficulté maintenant pour calculer la chaleur 8Q, ab- 
sorbée lors de la dissolution à pression constante (si 8Q, < 0 cela 
veut dire qu’il y a dégagement de chaleur). La quantité de chaleur 
absorbée lors du processus se déroulant à pression constante est 
égale à la variation de la fonction thermique ($ 14). Mais puisque, 
d’un autre côté 


on a !: 
o / à ÊD 
5Q,=— T° (% TT )r (92,4) 


En substituant dans cette formule l'expression (92,2), nous trouvons 
la quantité de chaleur cherchée sous la forme 


dlnc 
ôQ,—=T?ôn TT 2. (92,5) 
Ainsi, l’effet thermique de dissolution est lié au fait que la solubi- 
lité dépend de la température. Nous voyons que ôQ, est simplement 
proportionnel à ôn ; ainsi, cette formule est applicable également à 
la dissolution d’une quantité quelconque finie de substance (évidem- 
ment, tant que la solution est faible). La quantité de chaleur absor- 
bée lors de la dissolution de 7 molécules est égale à 
êlnc 


QP=Tr GT: (2,6) 


! La formule analogue donnant la quantité de chaleur correspondant à un 
processus se déroulant à volume constant est 


(0 6F 
8Qy =—T* (arr (92,4a) 


346 SOLUTIONS 


Déterminons encore la varialion du volume lors de la dissolution, 
c'est-à-dire la différence entre le volume de la solution et la somine des 
volumes du soluté pur ct du solvant. Calculons cette variation ôV 
pour la dissolution de ôr molécules. Le volume est la dérivée du 
potentiel thermodynamique par rapport à la pression. Ainsi, la va- 
riation du volume est égale à la dérivée de la variation du potentiel 
thermodynamique par rapport à la pression correspondant au pro- 
cessus donné, c'est-à-dire 


ô 
ÔV = 9P 59. (92,7) 
En substituant 8O de (92,2) on trouve : 


ôV = —T Sn 5 In cs. (92,8) 


En conclusion, remarquons que la formule (92,6) se trouve en 
accord avec le principe de Le Chatelier. Supposons, par exemple, 
que Q,est négatif, c'est-à-dire que, lors de la dissolution, il y a dé- 
gagement de chaleur. Considérons une solution saturée ; si on la re- 
froidit, conformément au principe de Le Chatelier la solubilité doit 
augmenter de telle sorte qu'il y ait dissolution ultérieure. Il y aura 
alors dégagement de chaleur, c’est-à-dire que le système semble 
s'opposer au refroidissement qui le met hors d'équilibre. On peut 


arriver à la même conclusion à partir de (92,6) car, dans le cas pré- 
dc ne : 

sent, =7 est négatif. Des raisonnements analogues montrent que la 

formule (92,8) est également en accord avec le principe de Le Cha- 

telier. 


Problèmes 


1. Trouver le travail maximal qui peut être effectué lors de la formation 
d'une solution saturée. 

Solution. Avant la dissolution le potentiel thermodynamique du sol- 
vant pur était Yu, et celui de la substance dissoule pure mp5. Le potentiel de 
tout le système était D,=Np, -+rpc. Après dissolulion le potentiel thermod yna- 


mique est D,=Nu, taf In 7 + nm. Le travail maximal est 


Pa n : , ec 
ljax = MD nt ln eN +a(u— p=nr In on 


{cette grandeur peut être obtenue ar intégration de l'expression (92,2)]. S'i 
se forme une solution saturée, c’est-à-dire si c=c, et n=Nc=Ne,, on a 


Rinax =nT= Neol, 

2. Trouver le travail minimal qu'il faut effectuer pour isoler de la solution 
de concentration €, une partie du solvant et amener sa concentration à la 
valeur c.. 
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Solution. Le potentiel thermodynamique primitif de la solution 
était D,=NpsNeT In£t + Nc; (le nombre de molécules de la substance 


dissoute était Nc,, N étant le nombre primitif de molécules du solvant). Pour 


amener la concentration de la solution jusqu'à c., il faut isoler x (1 _ mo- 


lécules du solvant. La somme des potentiels thermodynamiques de la solution 
restante ct du solvant isolé donne ®,=Nuo+NeT ln #2 +Neiÿ. Le travail 
minimal est donc 


Rinin =D, —0,-=.VeT In = 2 
1 


$ 93. Influcnce mutuelle des substances dissoutes 


Considérons une solution faible de deux substances différentes 
dans un même solvant. Si chacune de ces substances était dissoute 
séparément, leurs solubilités (concentrations de leurs solutions satu- 
rées) seraient c,, €t C- ! ; quant aux solubilités de ces substances en 
présence l'une de l’autre, elles seront ci, ==co1 + Ôcos et co: =Coo + Ocyn. 
Nous allons déterminer la relation existant entre Ôc,, et ôcy. 

Pour résoudre ce problème, il faut évidemment tenir compte, 
dans le potentiel thermodynamique, de termes contenant simultané- 
ment les concentrations des deux solutés. On peut trouver un tel 
terme parmi les termes du second ordre. Aux termes du second ordre 
près, le potentiel thermodynamique de la solution de deux substances 
est, conformément à (88,4), égal à 


D=Nu+nT Ins+nT In ren + Rae + 


ni Pi ni Bee Nine 


+5 + +7 Be 

Les potentiels chimiques des deux substances dissoutes sont : 

: 00 
He Tino +4; + cbr + cos, 

(93,1) 
=. =TInc ++ cbis + coBe. 
(a=7 ; =). Soient p;, et u,. les potentiels chimiques des subs- 
tances dissoutes pures. Les solubilités c,, et c. se déterminent à 


partir de la condition d’équilibre de chacune des substances pures 


1 On suppose évidemment que la solution saturée est suffisamment faible 
pour que toutes nos formules soient applicables. 


348 SOLUTIONS 


dissoutes avec celle mème substance dans sa solution, c'est-à-dire 
Ho =TInc ++ (93,2) 
Mo: = T In Cog + Ve + Cole. 
Quant aux solubilités c,; et c;. elles se déterminent à partir des 
conditions d'équilibre : 
Moi =T In cos + + CiBui + Core, 
Hoz= T In Cos + Ve + Coffee + CiBie- 


En retranchant membre à membre (93,2) de (93,3) ct en suppo- 
sant les variations des solubilités petites (ôci1: Cor Ôcos Co»), On 
trouve Îles relations approchées suivantes : 


(93,3) 


ôc Ôcos 
T = cn = — Coobjs, es = — Colis 
car Inc — Inc, ES On trouve alors 
(1 
ÊCor = ÔCoe» (93,4) 


c'est-à-dire que les variations des solubhilités des deux substances 
sont égales. 

D'une manière analogue on peut déterminer la variation de la 
pression des vapeurs saturantes des deux substances dissoutes lors- 
qu’elles sont en présence l’une de l’autre. Soient P, et P, les pressions 
des vapeurs saturantes des deux substances au-dessus de leurs solu- 
tions de concentration c, et c, ; soient P,= P,+6P,, P:=P, + 6P, 
les pressions des vapeurs de ces mêmes substances au-dessus de la 
solution des deux substances (avec les mêmes concentrations). Les 
potentiels chimiques des deux substances dans la vapeur sont égaux 
à TInP,+ x (T)et Tin P, + % (T). Ainsi, les pressions P, et P, 
sont déterminées par les relations 


TinP,+%(7):=Tlnc ++, 


TlnP,+%:(T)=T Inc, + 1e + cofoos Fo 
et P; et P, par les relations 
TinPi+x =Tlinc, +++ core, (03,6) 


TinP;+ys=flne + ÿe+ cobor + cire. 


En retranchant (93,5) de (93,6) et en supposant que les variations 
ÔP, et 6P. sont petites on trouve: 


ôP ôP 
TR = Cobre, Te = CB, 
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GP, __ Pics (93,7) 


Ainsi, les variations relatives des pressions des vapeurs saturantes 
ôP,/P,etôP.,/P, sont inversement proportionnelles aux concentratious 
correspondantes c, et ca. 


$ 94. Solutions d'’électrolytes forts 


La méthode de développement des grandeurs thermodynamiques 
suivant les puissances de la concentration, utilisée aux paragraphes 
précédents, est tout à fait inapplicable au cas important des solutions 
d’électrolytes forts, c’est-à-dire des substances qui, lors de la dis- 
solution, se dissocient presque intégralement en ions. La diminution 
lente des forces coulombiennes d'interaction entre les ions, lorsque 
la distance augmente, conduit à l'apparition de termes proportion- 
nels à des puissances de la concentration inférieures à la seconde (en 
fait à la puissance 3/2). 

Il est facile de voir que le problème de la détermination des gran- 
deurs thermodynamiques d’une solution faible d’un électrolyte fort 
revient au problème étudié au $ 75 d’un gaz complètement ionisé. 
Pour s’en rendre compte on peut partir de la formule statistique de 
base pour l'énergie libre (31,5). Nous allons effectuer l'intégration 
dans l'intégrale statistique en deux étapes. Intégrons d’abord sur les 
coordonnées et les impulsions des molécules du solvant. L’intégra- 
le statistique prendra alors la forme 


fe-fps DITdT, 


l'intégration n'est maintenant étendue qu'à l’espace des phases des 
particules de l’électrolyte, et Æ (p, q) est l'énergie libre du solvant 
avec des ions « incorporés » dont les coordonnées et les impulsions 
jouent le rôle de paramètres. L'électrodynamique nous apprend que 
l'énergie libre d’un système de charges dans un milieu (la tempéra- 
ture et le volume de ce dernier étant donnés) est obtenue à partir de 
l'énergie des charges dans l’espace vide, en divisant le produit des 
charges deux à deux par la constante diélectrique e du milieu !. 
Ainsi, la seconde étape du calcul de l’énergie libre de la solution coiïn- 
cide avec les calculs faits au $ 75. 


1 Cette affirmation suppose que la distance entre les ions est grande par 
rapport aux dimensions des molécules. Mais d'après le $ 75, à l’approximatiou 
considérée ce sont ces distances qui donnent justemeut la contribution essen- 
tielle aux grandeurs thermodynamiques. 
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Ainsi, la contribution cherchée de l’électrolyte fort à l'énergie 
libre de la solution est donnée, conformément à (75,12), par l'expres- 


sion 2e ay" (Ere y. 


où la somme est prise pour toutes les sortes d'ions dans la solution. 
Conformément aux désignations de ce chapitre », désigne le nombre 
total d'ions de la sorte a (dans tout le volume de la solution). Cette 
expression donne également la contribution au potentiel thermod yna- 
mique à température et pression constantes. Introduisons le volume 
moléculaire v(P, T) du solvant au moyen de VÆNv, le potentiel 
thermodynamique de la solution s'écrira alors sous la forme : 


D=Nho+ Zn. Tin'e +Z rate _. CRÉÉE )". (94,1) 


Les de habituelles permettent d'en tirer toutes les propriétés 
thermodynamiques de la solution de l’électrolyte. 

Ainsi, pour le calcul de la pression osmotique écrivons le potentiel 
chimique du solvant : 


Enr (a) GE) Cu 


Tout comme au $ 89 on en déduit la pression osmotique (à la limite 
du solvant pur) : 


ap-FÈm- (Tr) (24). (94,3) 


La fonction Her de la solution cst : 


W=—T: (Tr) =Nn TU RE + 


(En) TE (rte) 060 


Ceci permet de trouver la « chaleur de dissolution » Q, dégagée 
lorsque l’on dilue la solution (à P et T constantes) dans une très grande 
quantité de solvant (de telle sorte que la concentration tend vers 
zéro). Cette quantité de chaleur est donnée par la variation de la 
fonction thermique lors du processus. Les termes linéaires par rap- 
port au nombre de particules disparaissent évidemment dans les 
différences correspondantes et (94,4) nous permet de trouver : 


27 "N Vs V3 , à i 
= nee ) (ren) (94,5) 
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La seule condition pour que les formules obtenues soient appli- 
cables est que Iles concentrations soient suffisamment petites. En 
effet, le fait que l’électrolyte est fort signifie que l'énergie d’attrac- 
tion entre les ions de sortes différentes est toujours inférieure à 7. 
Il s'ensuit que l'énergie d'interaction sera, en tout cas, inférieure 
à T à des distances grandes par rapport aux distances moléculaires. 
Mais la condition selon laquelle la solution doit être faible (nr < N) 
signifie justement que la distance moyenne entre les ions est grande 
par rapport aux dimensions moléculaires. Ainsi, il en découle auto- 
matiquement que la condition d’après laquelle l'interaction est fai- 
ble s'exprime par l'inégalité suivante : 


n eT \S 
7 €(%) 


[comparer avec (75,2)] ; cette condition se trouve à la base des ap- 
proximations du $ 75. 


Problème 


Trouver la variation de la solubilité d'un électrolyte fort (celle-ci étant 
supposée petite) lorsque l'on ajoute à la solution une certaine quantité d'un 
autre ed (les ions de ce dernier étant différents des ions de l’électrolyte 
principal). 

Solution. La solubilité (c'est-à-dire la concentration de la solution 
saturée) d'un électrolyte fort est déterminée par l'équation 


Hsoi (P, T)= Yvate=T Va In Fe + Data — 
a a 


a 
e3 1/9 À N'a 
er (r) "(EN (E ns)" & 
a b 


los est ici le potentiel chimique de l’électrolyte solide pur, et v, le nombre 
d'ions de la sorte a dans une molécule d'électrolyte. Lorsque l’on ajoute à la 
solution des ions étrangers, les potentiels chimiques des ions propres varieront 


par suite de la variation de la somme D rosés où doivent être inclus tous les ions 


présents dans la solution. En déterminant la solubilité c, à l'aide de n,/N=v,c, 
on trouve sa variation par variation de l'expression (1) à P et 7 données : 


n° SX np:$) 


= de"/r er" /aT''N2 Sy . 


La somme sous le signe varialionnel ne comprend que les ions des sortes ajoutées. 
Remarquons que dans les conditions considérées la solubilité augmente. 
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$ 95. Mélanges de gaz parfaits 


L'additivité des grandeurs thermodynamiques (telles que l'éner- 
gie, l'entropie, etc.) n’a lieu que si l'on peut négliger l'interaction 
des parties du corps. Donc, pour un mélange de plusieurs substan- 
ces, par exemple de plusieurs liquides, les grandeurs thermodynami- 
ques ne seront plus égales aux sommes des grandeurs thermodynami- 
ques des divers composants du mélange. 

Un mélange de gaz parfaits fait exception car, par définition, on 
peut négliger l'interaction de leurs molécules. Par exemple, l’entro- 
pie d'un tel mélange est égale à la somme des entropies de chacun des 
gaz composants, comme si les autres gaz n'existaient pas, et chacun 
des gaz avait un volume égal au volume du mélange en entier et, 
par conséquent, une pression égale à la pression partielle du gaz donné 
dans le mélange. La pression partielle du i-ième gaz P; s'exprime en 
fonction de la pression P de tout le mélange de la manière suivante : 


ep (95,1) 


où N est le nombre total de molécules du mélange, et NW; le nombre de 
molécules du i-ième gaz. Donc, conformément à (42,7), l'entropie 
du mélange de deux gaz est de à 


S=N, In Ÿ NET) Naf (T), (25,2) 


ou d’après (42,8) : 
S=—N,InP;-N,InP.-N,x(T)— Naxe (M) = 
= (Ni +N,)in Pin EN, In 
NT =A AT). (95.3) 


Conformément à (42,4) l’énergie libre du mélange est égale à 
V V , : 
F=-N;Tin ms NT ME+A HT) +Nefa(T). (95,4) 


D'une manière analogue, à l’aide de (42,6), on trouve pour le poten- 

tiel © : 

O=N,/TINP,+N,TInP,.+N 4 T) + NX (T) = 
=N,(TInP+Y)+N,(T In P +4) + 


+NTINBUEN,T In. (95,5) 


Cette expression montre que les potentiels chimiques des deux gaz 
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du mélange sont égaux à 


u=ThP,+%=TInP+y+TimM, 
: (95,6) 
m=TMP.+x=TMP+X+TME, 


c'est-à-dire que chacun d'eux a la même forme qu’ aurait le poten- 
tiel chimique d’un gaz pur de pression P, ou P,. 
Remarquons que l'énergie d’un mélange de gaz (95,4) a la forme 


F=F(N,, V, T)+F,.(N, V,T), 


où F,, F, sont les énergies libres du premier et du second des gaz com- 
me des fonctions du nombre de particules, du volume et de la tem- 
pérature ; une égalité semblable ne peut être écrite pour le potentiel 
thermodynamique, car le potentiel ® d’un mélange a la forme sui- 
vante : 


DD (N,, P, T)+O,(N:, P, T)+M TIM RENTIne. 


Supposons que nous avons deux gaz différents de W, et NV, par- 
ticules se trouvant dans des récipients de volumes V, et V, à des tem- 
pératures et des pressions identiques. Puis on réunit les deux réci- 
pients et les gaz se mélangent, le volume du mélange devient alors 
V,+V, ; quant à la pression et à la température elles restent évidem- 
ment égales à leurs valeurs primitives. L’entropie cependant ne chan- 
ge pas : en effet, avant le mélange, l’entropie des deux gaz qui est 
égale à la somme 2. leurs entropies, était 


S=N, MT 4, mn AT) N,fa(T). 
Après le mélange, ete à (95,2), l’entropie est : 
S=Niln y (Va + Ve) + Neln y (it Va) —Mifi—Nofs. 
La variation de l’entropie est 
AS=S—S,=N;ln SEEN, ns, 


ou, puisque pour des pressions et des températures identiques les 
volumes sont proportionnels au nombre de particules, 


N N 
AS=Niing+N:lnp. (95,7) 


Cette grandeur est positive, c’est-à-dire que l’entropie lors du mé- 
lange augmente, comme il se devait, par suite de l’irréversibilité évi- 
dente du processus. La grandeur AS est appelée entropie de mélange. 


12 NX 1841 
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Si les deux gaz étaient identiques, après que les récipients ont . 
été réunis l’entropie serait : 


Vi+r | 
S=Wi+ Ne) ing pt —Wi+ Nef, 


et puisque _. _ = = Fe (par suite de l'égalité des pressions 


et des températures), la aan de l’entropie serait nulle. 

Ainsi, la variation de l’entropie, lors du mélange, est justement 
liée au fait que les molécules des gaz du mélange sont différentes. 
Ainsi, il faut dépenser un certain travail pour séparer de nouveau les 
molécules de l’un des gaz de celles de l’autre. 


$ 96. Mélanges d'’isotopes 


Les mélanges de divers isotopes sont des « solutions » particuliè- 
res (dans un état quelconque d'agrégat). Pour plus de simplicité et 
de précision, nous allons parler de mélange de deux isotopes d’un 
élément quelconque, bien que des résultats identiques puissent être 
obtenus pour un mélange d’un nombre quelconque d’isotopes, ainsi 
que pour des substances complexes (combinaisons chimiques) dont 
les diverses molécules contiennent des isotopes divers. 

En mécanique classique, la différence entre les particules des 
isotopes se réduit à la différence de leurs masses ; quant aux lois 
d'interaction des atomes des isotopes, elles sont les mêmes. Ceci 
permet d'exprimer d’une façon fort simple les grandeurs thermody- 
namiques d’un mélange, en fonction des grandeurs thermodynami- 
ques des isotopes purs. Lors du calcul de l’intégrale statistique du 
mélange, la différence réside essentiellement en ce qu'il est indispen- 
sable de diviser l’élément de volume en phases non par N!, comme 
dans le cas d’une substance pure, mais par le produit W;,! N,! des 
factorielles des nombres de particules des deux composants du mé- 
lange. Ceci conduit à l'apparition de termes supplémentaires dans 
l'énergie libre, soit 


NTin®+w, T In 


(où N = N, + N.), correspondant à l’« entropie de mélange » dont 
il a été question au $ 95 pour un mélange de gaz. 

Des termes analogues apparaîtront également dans le potentiel 
thermodynamique du mélange, qui peut être écrit sous la forme 


O=N,TIn NT In + Niboit Noos (96,1) 
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Ici Ho, Hos Sont les potentiels chimiques de chacun des isotopes purs ; 
ils ne diffèrent que par une constante multipliée par la température : 


3 
Hoi — Hoz — —51he. (96,2) 


où m,, m, sont les masses des atomes des deux isotopes [cette diffé- 
rence apparaît lors de l’intégration sur les impulsions des atomes dans 
l'intégrale statistique ; dans le cas des gaz (96,2) est simplement la 
différence des constantes chimiques multipliée par T1. 

La différence (96,2) est la même pour toutes les phases d’une subs- 
tance donnée. Ainsi, l'équation d'équilibre de phase (condition 
d'égalité des potentiels chimiques des phases) se trouve être identi- 
que pour les divers isotopes. En particulier, on peut affirmer qu'à 
l'approximation classique les pressions des vapeurs saturantes des 
divers isotopes purs sont identiques. 

Ce n'est si simple que lorsque la substance peut être décrite par 
la statistique classique. En théorie quantique, la différence entre les 
isotopes devient beaucoup plus profonde par suite de la différence 
entre les niveaux d'’oscillation et de rotation des molécules, de la 
différence des spins nucléaires, etc. 

Il est important que, même lorsque l'on tient compte des pre- 
miers termes correctifs pour les grandeurs thermodynamiques (termes 
de l'ordre de #2 ; voir $ 33), le potentiel thermodynamique du mé- 
lange peut être écrit sous la forme (96,1). En effet, ces termes ont la 
forme de somme dont chacun des termes ne contient la masse que de 
l’un des atomes [voir formule (33,15) pour l'énergie libre]. Ainsi, 
ces termes peuvent être groupés de manière à les inclure dans les poten- 
tiels chimiquesu,, et, ; par suite la formule (96,1) [mais évidemment 
pas (96,2) | reste vraie. 

Remarquons que le potentiel thermodynamique (96,1) a, du point 
de vue formel, la même forme que pour un mélange de deux gaz ar- 
bitraires ($ 95). Des mélanges ayant cette propriété sont appelés 
parfaits. Ainsi, les mélanges d’isotopes sont parfaits aux termes 
de l’ordre de #? près. En ce sens, les mélanges d’isotopes sont un 
cas exceptionnel, car les mélanges condensés des diverses substances 
(non isotopes) ne peuvent être parfaits qu'à une approximation très 
grossière. 

Pour le domaine où la formule (96,1) est applicable, on peut 
faire certaines affirmations concernant la pression des vapeurs des 
isotopes au-dessus de leur mélange condensé. Les potentiels chimi- 
ques des deux composants de ce mélange sont égaux à 


m-Tinc +, 
Us =TiInc+ho 
12* 
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; ; 
(où a=7 ; = sont les concentrations des isotopes). En les 


égalant aux potentiels chimiques dans la phase gazeuse [ayant la 
forme Tin P,+ x(T) et Tln P,+ #(7)] on trouve pour les pres- 
sions partielles de la vapeur : 


P; F2 Poicr. P; = Poscas (96,3) 


où P,, et P,, sont les pressions de la vapeur de chacun des isotopes 
purs (pour une température donnée). Ainsi, les pressions partielles 
des vapeurs des deux isotopes sont proportionnelles à leurs concen- 
trations dans le mélange condensé. 

Pour ce qui est des pressions de la vapeur saturante des isotopes 
purs, comme on l’a déjà indiqué, dans l’approximation classique, 
Ps1= Po. Lorsque l’on tient compte des effets quantiques, une dif- 
férence apparaît entre les pressions. Un tel calcul ne peut être fait 
que pour les éléments monoatomiques (gaz rares) aux termes de l’or- 
dre de À? près (K. Hertzherg, E. Teller, 1938). 

La formule (33,15) donne la correction apportée au potentiel 
thermodynamique de la phase liquide! ; le potentiel chimique rap- 
porté à un atome sera 


F = 
hat or 


E- oU \2 AU \? ou \? 

Fe) ee) 
est le carré moyen de la force exercée dans le liquide sur un atome 
par les autres atomes. Quant au potentiel chimique du gaz il reste 
égal à sa valeur classique, car on peut négliger l'interaction des 
particules (atomes) du gaz. En égalant les potentiels chimiques du 
liquide et du gaz, on trouve la correction apportée à la valeur clas- 


sique de la pression de la vapeur, la différence des pressions des 
vapeurs des deux isotopes qui nous intéresse se trouve être égale à 


Poi— Pos = P LE CEE), (96,4) 


où P, est la valeur classique commune de P,, et de P,.. Nous voyons 
que le signe de cette différence est déterminé par la différence des 
valeurs .des inverses des masses atomiques des isotopes, la pression 
des vapeurs de l’isotope léger étant supérieure à celle de l’isotope 
lourd. 


1 Nous allons de nouveau tenir compte du fait que les petites corrections 
aux divers potentiels thermodynamiques étant exprimées en fonction des va- 
riables correspondantes, sont égales ($ 15). 
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$ 97. Pression de la vapeur au-dessus des solutions concentrées 


Nous allons maintenant étudier l'équilibre d'une solution 
avec la vapeur au-dessus d'elle qui se compose également, en général, 
des deux substances. La solution peut être tant faible que forte, 
c’est-à-dire que la quantité des deux substances qui la composent 
peut être arbitraire. Rappelons que les résultats obtenus au $ 90 
ne concernaient que les solutions faibles. 

Puisque la solution et la vapeur se trouvent en équilibre, les 
potentiels chimiques u, et u, des deux composants de la solution et de 
la vapeur sont égaux. Si on désigne par W# et W3 les nombres de par- 
ticules des deux substances dans la solution, l’équation (24,14) pour 
la solution prend la forme 


dR = — Nidu,— Nidu, —SsdT — PdVr. (97,1) 


S° et V* sont ici l’entropie et le volume de la solution ; la température 
T et la pression P sont identiques pour la solution et la vapeur. 
Nous supposerons que la vapeur au-dessus de la solution est si 
raréfiée qu’elle peut être considérée comme un gaz parfait ; sa pres- 
sion est faible. Ainsi, dans (97,1) on néglige les termes proportion- 
nels à P, c’est-à-dire PdV et dQ. Nous allons commencer par considé- 
rer toutes les dérivées à température constante. Ainsi, (97,1) nous 
donne 
Nidu, + Nidu, 0. (97,2) 


D'un autre côté, pour la phase gazeuse, on a 
=TInP,+3%,(T), 
=TInP,+%1(T). 

P, et P, étant ici les pressions partielles des deux composants de la 


vapeur. En prenant les différentielles de ces expressions (à 7 =const) 
on obtient : 


duf-TdinP,, du£=TdlnP.. 

En substituant ceci dans (97,2) on obtient : 
Nidlin P,+NidlnP,=0. (97,3) 
Introduisons la concentration E de la solution comme le rapport 
du nombre de particules du premier composant au nombre total de 

particules, soit : 

ous 
UNSÆENS" 


d’une manière analogue on obtient la concentration x de la vapeur. 
Les pressions partielles P, et P, sont égales au produit de la pression 
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totale P de la vapeur par la concentration des composants corres- 
pondants, c’est-à-dire P,=zxP, P,=—(1—z)P. En substituant ceci 
dans (97,3) et en divisant cette équation par le nombre total de par- 
ticules V=NW;i+NS de la solution on trouve : 
Ed In Pz+(1—E)dIn P(1—zx) -0 
d’où 
dinP= À dr 


— 


ou 
E=z—7zx(1 a} 


(97,4) 


Cette équation relie la concentration de la solution et de la vapeur 
avec la pression de la vapeur en fonction de sa concentration. 

On peut obtenir encore une relation générale en considérant les 
grandeurs en fonction de la température. Ecrivons la condition d'éga- 
lité des potentiels chimiques dans la vapeur et la solution pour l’un 
des composants, par exemple le premier : 


g — 20 
Hi ans 
En divisant par 7 les deux membres de l'égalité et en se rappelant 


que la dérivée par rapport au nombre de particules est prise à tem- 
pérature constante on écrit : 


Prenons maintenant la dérivée totale des deux membres de l'égalité 
par rapport à la température. On peut alors supposer avec une pré- 
cision suffisante que le potentiel thermodynamique de la phase 
condensée (solution) ne dépend pas de la pression. En remarquant 
de plus que la dérivée partielle par rapport à la température est 


Deere 


on obtient la relation suivante 
gril Pi pe — 2Ws 


ee , 97, 
l ans DES) 
w® est ici la fonction terne moléculaire du gaz de la première 
substance ; quant à la dérivée ? Fe “ elle détermine la variation de la 


fonction thermique de la solution losqu qu y introduit une molécule 
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de cette substance. La grandeur figurant dans le membre de droite 
de l'égalité (97,5) est par conséquent la chaleur absorbée lors de la 
transition solution-vapeur d'une particule de la première substance. 

Pour la première substance pure la relation (97,5) se transforme 
en l'équation habituelle de Clapeyron-Clausius, 


9 0 InP i 
T? 7 = uw — w! a, 
où P,, est la pression de la vapeur de la première substance pure, 
wlia sa fonction thermique moléculaire dans l’état liquide. En re- 
tranchant membre à membre cette égalité de l'équation (97,5) on 
obtient finalement la relation suivante : 


T2 Lin Pi = (97,6) 
10 


où q= M ya désigne la «chaleur de dilution » moléculaire, 
1 NE 1 


quantité de chaleur absorbée lorsqu'une particule de la première 
substance liquide passe en solution. Une relation analogue peut 
évidemment être écrite pour la seconde substance. 


$ 98. Inégalités thermodynamiques pour les solutions 


Au $ 21 nous avons montré que le corps ne peut exister que dans 
des états tels que se trouvent réalisées certaines conditions, que l'on 
appelle inégalités thermodynamiques. Nous avons démontré cepen- 
dant ces inégalités pour les corps composés de particules identiques. 
Nous allons faire maintenant une étude analogue pour les solutions, 
en nous limitant au cas d’un mélange de deux substances. 

Au $ 21 nous avons utilisé pour la condition d'équilibre non la 
condition d’entropie maximale d’un corps isolé en entier, mais une 
condition qui lui est équivalente exigeant que le travail minimal, 
qui est indispensable pour qu'une petite partie du corps passe de 
l'état d'équilibre considéré à tout autre état voisin, soit positif. 

Nous allons procéder maintenant d'une manière analogue. Iso- 
lons de la solution une certaine petite partie où les nombres de par- 
ticules du solvant et de la substance dissoute sont respectivement 
N et n. A l'équilibre, la température, la pression et la concentration 
de cette partie sont égales aux valeurs des mêmes grandeurs pour le 
reste de la solution (qui joue le rôle de « milieu extérieur »). Détermi- 
nons le travail minimal qu'il est indispensable d'effectuer pour que 
la partie que nous avons isolée, contenant un certain nombre N de 
particules du solvant, acquière la température, la pression et le 
nombre de particules de la substance dissoute se distinguant de leurs 
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valeurs d'équilibre par des grandeurs petites (mais finies) ÔT, ôP 
et Ôn. 

Le travail effectué sera minimal si le processus est réversible. 
Le travail fourni par la source extérieure est alors égal à la varia- 
tion d'énergie du système, c’est-à-dire 


6R pin = ÔE + ÔEs 


(les grandeurs sans indice se rapportent à la petite partie, et celles 
qui sont dotées de l’indice zéro au reste du système). Remplaçons 
ÔE, par son expression en fonction de variables indépendantes : 


BRain = ÔE + ToôSo— PV + Uoôno, 


où u, est le potentiel chimique de la substance dissoute dans le 
milieu ; le nombre de particules du solvant, lors du processus con- 
sidéré, ne change pas, donc il est inutile d’écrire un terme analogue 
pour le solvant !. Par suite de la réversibilité du processus ôS, = —ôS, 
vu que le volume et la quantité totaux de substance dissoute 
de toute la solution se conservent on a ôV——6V,, ôn——ôn,. En 
substituant ceci, on trouve l’expression finale du travail cherché : 


ER = ÔE—To88 + P6V —piôn. (98,1) 


Ainsi, en guise de condition d'équilibre, on peut exiger que, pour 
toule petite partie de la solution, l'inégalité suivante soit remplie : 


8E—TôS + P6V —pôn > 0. (98,2) 


Ci-dessous, tout comme au $ 21, nous allons omettre l'indice zéro 
dans les expressions des coefficients lorsque les grandeurs s'écartent 
à leurs valeurs d'équilibre ; nous sous-entendrons toujours les va- 
leurs de ces expressions à l'équilibre. 

Développons ÔE en série suivant les puissances de ôV, ôS et ôn 
(en considérant £ comme une fonction de V, S et n). Aux termes du 
second ordre près on obtient : 


dE dE 8 1 [@E @E &ye : 0'E 
GERS 65 + OV + Em + à [96 69% -+ Dps OV? + DE Ont + 


+ 23ap 6S6V +2 26 BSEn + 2 3 VEn |. 
Mais 
ÔE 9E 4E ,. 
av = —?: 3$ = 7: ÿün —U: 


1 La différentielle de l'énergie pour le milieu (à N constant) est 
dEo= TudSo — PodVo+ Uydno. 
Puisque les grandeurs 7, P,, 1, peuvent être considérées comme constantes, 
l'intégration de cette identité donnera une relation analogue entre les variations 
finies des grandeurs E,, So, Vo, fo. 
Ne pas confondre up, avec le potentiel chimique du soluté pur! 


INÉGALITÉS THERMODYNAMIQUES POUR LES SOLUTIONS 361 


Ainsi, lors de la substitution dans (98,2), les termes du premier 
ordre disparaîtront et on obtiendra : 


Ô?E ô°E a | ER diE 
26R in = EXC ôS? +- 3v: de + ni ên° + 255 ôS6V + 


Ô?E Ôô*E 
On sait en théorie des formes quadratiques que, pour qu'une 

forme de trois variables (ici 8S, ÔV, ôn) soit Loujours positive, ses 
coefficients doivent satisfaire à trois conditions qui, pour la forme 
(98,3), sont : 

OE ŒE  0°E 

V2? dolaS oVôn 

Ô*E 2E 02E 

350 5 o5on| > 0 

Ô0°E tE 0*E 


ünô\ ôndS on (98.4) 
dE 0° 

0V?  dVoSs dE 

GE ®E >0, 3x >0. 

dSoV 95? 


En y substituant les valeurs des dérivées de Æ par rapport à V,S,n 
on peut écrire ces conditions sous la forme : 


op PP 

0V 0S ôn ôP 6P 

ÔT OT 0T dl 0 ôT 

D 9S on < 0, oT OT <0, 35 > 0. 
ôu' ôp’ ôu 4V 05 

‘OV 45 ôn 


Chacune des dérivées est prise à deux autres variables parmi 
V,S, n constants. Ces déterminants sont les jacobiens 


La seconde et la troisième de ces conditions donnent les inégalités 
(9), <0 et C,>>U que nous connaissons déjà. La première d’entre 
elles peut être transformée de la manière suivante : 

a(P, T. p') (æ) 


2(V,S,n) — a (. Sn) — ET) et 
d(P,T,n) ( n 
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Puisque, conformément à la seconde des conditions (98,5), le dénomi- 
nateur est ici négatif, on doit avoir : 


().. _>0. (98,6) 


En introduisant, au lieu de r, la concentration = on trouve 
(puisque N est constant) 


CA _>0. (98,7) 


Ainsi, en plus des inégalités (%), <0, C,>>0, dans les solutions, 
€ 


l'inégalité (98,7) doit, elle aussi, être remplie. 
ou _T 


Remarquons que, pour les solutions faibles, ce de telle sorte 
que l'inégalité (98,7) doit toujours être remplie. 
Le cas où 
ou” …. 
(EE), =0 (88,8) 


nécessite une étude particulière. Un tel état est appelé point critique 
de la solution ; pour les autres aspects de cette notion voir le para- 
graphe suivant. 

L'égalité (98,8) correspond au cas où le déterminant du troisième 
rang de (98,4) s’annule. Dans ce cas, la forme quadratique (98,3) peut 
(suivant les valeurs de ÔS, ôV, ôn) s'annuler, et pour trouver les con- 
ditions où les inégalités (98,2) sont remplies, il est indispensable 
d'étudier les termes de degré supérieur du développement (comparer 
avec le $ 84). 

La forme quadratique (98,3) est identique à 


26Rain = 08 6(5), ,+6V 6 (D), cn 6 (TE), = 


= ÔS ÔT — ÔV P + On ôu'. (98,9) 
Pour () =0, on a: 
PT 


ôn 
, _ op” Oh sp. 
ainsi, si ÔT et ôP sont nulles, ôu’ l’est également, ainsi que toute 
l'expression (98,9) !. Aussi, lorsque l’on étudie le cas où la forme 
quadratique s’annule, il suffit de considérer l'écart à l'équilibre 
à T et P constantes. 


1 La seconde ou la troisième des relations (98,4) ne pi s'annuler, car 
les autres conditions ne sont plus réalisées (comparer avec le $ 84). 
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Mais, pour de tels écarts, l'inégalité (98,2) peut s’écrire sous la 


forme 
ÔD — u'ôn > 0. 


En développant 8O en série suivant les puissances de ôr à Pet T 
constantes et en se LR que =, on trouve : 


1e a 


ônt+...=0 


(toutes les dérivées sont prises à P et T constantes). Si E=0, cette 


inégalité ne peut être remplie pour tout ôr que si simultanément le 
coefficient de ôn® est nul et le coefficient de ôn* positif. 
Ainsi, au point critique en plus de l'égalité (98,8) on doit avoir : 


(TE), = 0 (98,10) 
/ 

d5p" 

(SE). _>0. (98,11) 


Les deux égalités (98,8) et (98,10) définissent une certaine ligne 
(ligne critique) en fonction des coordonnées P, T, c. 

Soulignons cependant que les considérations exposées, concernant 
le point critique dans les solutions, ont besoin des mêmes réserves 
que celles qui ont été faites au $ 84 pour la théorie du point critique 
d'une substance pure, car elles sont basées sur l'hypothèse de l’ab- 
sence de singularités des grandeurs thermodynamiques (en fonction 
des variables c, V, T) ; mais cette hypothèse n'étant pas fondée, il 
est difficile de prévoir à quel point les résultats obtenus sont exacts. 


$ 99. Courbes d’équilibre 


L'état d’un corps composé de particules identiques se trouve être 
déterminé si l’on se donne les valeurs de deux grandeurs quelconques, 
par exemple de Pet T. 

Pour déterminer l’état d’un système ayant deux composants 
(mélange binaire), il est indispensable de se donner trois grandeurs, 
par exemple P, T et la concentration. Dans ce paragraphe et dans 
les paragraphes suivants nous déterminerons la concentration du 
mélange comme le rapport de la quantité de l’une des substances du 
mélange à la quantité totale des deux substances ; nous la désigne- 
rons par la lettre zx (il est évident que z peut prendre des valeurs 
comprises entre 0 et 1). L'état d’un mélange binaïre peut être repré- 
senté par un point dans un système de coordonnées tridimensionnel, 
sur les axes duquel on porte les valeurs de ces trois grandeurs (tout 
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comme nous avons représenté l’état d'un système de particules iden- 
tiques par un point dans le plan P, T). 

Conformément à la règle des phases, un système de deux compo- 
sants ne peut se composer de plus de quatre phases en contact. Le 
nombre de degrés de liberté d’un tel système est égal à deux pour 
les deux phases, à un pour trois phases et à zéro pour quatre. Ainsi, 
les états dans lesquels deux phases se trouvent en équilibre mutuel, 
se représentent par des points formant une surface dans un système de 
coordonnées tridimensionnel ; les états avec trois phases (points tri- 
ples)par des points sur une ligne (appelée ligne des points triples ou ligne 
à trois phases), et les états avec quatre phases par des points isolés. 

Rappelons ($ 81) que, dans le cas d’un système ayant un compo- 
sant, les états dans lesquels deux phases se trouvent en équilibre sont 
représentés par une courbe sur le diagramme P, T ; chaque point de 
cette courbe détermine la pression et la température des deux phases 
(qui, conformément aux conditions d'équilibre, sont les mêmes pour 
les deux phases). Quant aux points se trouvant de part et d’autre de 
la courbe ils correspondent à des états homogènes du corps. Si, par 
contre, sur les axes de coordonnées on porte la température et le 
volume, l'équilibre des phases est représenté par une courbe dont 
les points intérieurs sont des états dans lesquels il y a séparation en 
deux phases, représentées par les points d’intersection de la droite 
T = const avec la courbe d'équilibre. 

De même, pour les mélanges, si sur les axes de coordonnées on 
porte les valeurs de P, de T et du potentiel chimique de l’un des 
composants (c’est-à-dire des grandeurs ayant des valeurs identiques 
pour des phases en contact), l'équilibre de deux phases est repré- 
senté par une surface dont chaque point détermine P, T,u pour les 
deux phases en équilibre. Lorsqu'il y a trois phases, les points figu- 
ratifs de leur équilibre (points triples) se trouveront sur les courbes 
d’intersection des surfaces d'équilibre deux à deux. 

Cependant, il est peu commode d'utiliser les variables P, T,u 
et dans la suite nous utiliserons P, T, x pour variables indépendantes. 
Pour ces variables l'équilibre de deux phases est représenté par une 
surface dont les points d’intersection avec la droite P=—const, 7 =—const 
représentent des états de deux phases en contact pour des P et T 
données (c’est-à-dire qu'ils déterminent leurs concentrations qui 
peuvent évidemment être différentes pour les deux phases). Les 
points se trouvant sur cette droite, entre deux points d'intersection, 
sont des états dans lesquels le corps homogène est instable et dans 
lesquels, par conséquent, il y a séparation en deux phases (repré- 
sentées par les points d’intersection). Puisque la surface représente 
l'équilibre mutuel de deux phases, il est évident qu’elle doit être 
telle que le nombre de ses intersections avec une droite quelconque 
parallèle à l'axe des x soit pair. 
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Ci-dessous, nous utiliserons généralement des diagrammes bidi- 
mensionnels, en portant sur les axes de coordonnées P et x ou T et x ; 
pour de telles coordonnées, on peut dessiner les lignes d'intersection 
de la surface d'équilibre avec les plans de température ou de pression 
constantes. Nous appellerons ces lignes courbes d'équilibre. 

Considérons les points de la courbe d'équilibre pour lesquels les 
concentrations des deux phases se trouvent être les mêmes. Deux 
cas sont alors possibles : 1) en un tel point toutes les autres proprié- 
tés des deux phases deviennent les mêmes, 
c'est-à-dire que les deux phases deviennent 7 
identiques ; 2) en un tel point deux phases 
différentes continuent d'exister. Dans le pre- K 
mier cas le point est appelé crilique, et 
nous appellerons le second point d'égales con- 
centrations. 

Au voisinage du point critique la courbe 
d’équilibre a la forme représentée sur la figure 
21 ou une forme analogue telle que le point x 
critique À soit un minimum (en abscisse on 
porte x et en ordonnée P ou T ; la courbe est 
alors l'intersection de la surface d’équilibre 
avec les plans respectivement de température constante ou de pres- 
sion constante). Les points se trouvant à l’intérieur de cette courbe 
(domaine hachuré) sont un domaine d'états où il y a séparation en 
deux phases ; les concentrations dans ces deux phases sont détermi- 
nées par les points d’intersection de cette courbe avec la droite hori- 
zontale correspondante. Au point À les deux phases coïncident ; elles 
présentent ici la même phase ; en effet, entre deux points coïncidant 
en À il peut y avoir une transition continue par tout chemin passant 
hors de la zone hachurée, et il n’y a nulle part séparation en deux 
phases. 

Comme permet de le voir la figure 21, au voisinage du point 
critique il y a des états où deux phases en équilibre ont des concen- 
trations x et r+ôx aussi voisines que possibles. Pour de telles phases 
la condition d’équilibre prend la forme suivante : 


u(P,T,z)=u(P,T, z+êx), 


Fig. 21 


où pu est le potentiel chimique de l’une des substances du mélange. 
D'où l’on voit qu'au point critique (comparer avec $ 83) la condition 


ou _ 
(GE), .=0 (99,1) 
doit être remplie. 

Cette condition est identique à la condition (98,8) ; ainsi, les 
deux définitions du point critique sont équivalentes (ici comme au 
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$ 98). Remarquons que, dans (99,1), par u on sous-entend le poten- 
tiel chimique de l’une quelconque des deux substances du mélange. 
Cependant les deux conditions que l'on obtient si l'on tire de (99,1) 
l’un ou l’autre potentiel chimique, sont en réalité équivalentes, on 
peut facilement s'en rendre compte si l’on remarque que chacun des 
potentiels chimiques est la dérivée de © par rapport au nombre 
correspondant de particules, et que ® est une fonction homogène du 
premier degré des deux nombres de particules. 

Les points critiques forment de toute évidence une certaine 
ligne sur la surface d'équilibre (ceci a déjà été mentionné au $ 98). 

Au voisinage du point d’égales concentra- 

AT tions les courbes d'équilibre doivent avoir la 

forme représentée sur la figure 22 (ou une 

forme analogue où le point d’égales concen- 

K trations À est un point de minimum). Les 

deux courbes sont tangentes au point ma- 

ximum (ou minimum). La zone se trouvant 

entre les courbes est le domaine de sépara- 

tion en phases. Au point À les concentra- 

tions des deux phases se trouvant en équilibre 

deviennent identiques, cependant les phases 

Fig. 22 continuent d'exister séparément. En effet, 

on ne peut passer de l’un des points coïnci- 

dant dans X à l’autre qu’en intersectant la zone de séparation en 

deux phases. Tout comme les points critiques, les points d'égales 

concentrations se trouvent sur une certaine courbe sur la surface 
d'équilibre. 

Considérons maintenant les propriétés des courbes d'équilibre 
pour des concentrations faibles (c’est-à-dire lorsque l’une des subs- 
tances du mélange se trouve en quantité bien moindre que l’autre ; 
zæ est voisin de zéro ou de l'unité). 

Au $ 90 nous avons montré que pour des concentrations faibles 
(solutions faibles) la différence entre les températures de l'équilibre 
des phases des solutions et de la substance pure (pour une même 
pression) est proportionnelle à la différence des concentrations des 
deux phases. Même chose pour la différence des pressions pour une 
même température. De plus, nous avons montré au $ 91 (toujours 
pour des concentrations faibles) que le rapport des concentrations 
dans les deux phases ne dépend que de P et de 7, ainsi, dans la zone 
voisine de z=0 ce rapport peut être considéré constant. 

Il s’ensuit immédiatement que, pour des concentrations faibles, 
les courbes d'équilibre ont la forme représentée sur la figure 23, 
c'est-à-dire qu'elles se composent de deux droites s’intersectant sur 
l'axe des ordonnées (ou une forme analogue où les droites sont diri- 
gées vers le haut). La zone comprise entre les droites est le domaine 
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de séparation en phases. Les domaines se trouvant au-dessus et au- 
dessous des deux droites sont les domaines de l’une et de l'autre 
phase. 

Au début de ce paragraphe, nous avons déjà mentionné que le 
système de deux composants peut se composer de trois phases en 
contact. Au voisinage du point triple les courbes d'équilibre ont la 
forme représentée sur la figure 24. Les trois phases ont à l'équilibre 
des pressions et des températures identiques. Ainsi, les points À, B, C 
déterminant leurs concentrations se trouvent sur une même droite, 


BAT 


x 
Fig. 23 Fig. 24 


parallèle à l’axe des abscisses. Le point À déterminant la concen- 
tration de la première phase au point triple est le point d'’intersec- 
tion des courbes 12 et 13 d'équilibre de la première phase avec la 
seconde et de la première avec la troisième. De même, les points 
B et C sont les intersections des courbes 12 et 23 d'équilibre de la 
première phase avec la seconde et de la seconde avec la troisième 
(point B) et des courbes 23 et 13 d'équilibre de la seconde phase avec 
la troisième et de la première avec la troisième (point C). Les points 
À, B, C sont évidemment les points d’intersection de l’un des plans 
P=const ou T—const avec les trois lignes sur la surface d'équilibre ; 
parmi ces lignes nous appellerons ligne des points triples ou ligne 
à trois phases celle qui correspond au point B. Les domaines 1, II 
et ZII représentent les états des phases différentes : la première, 
la seconde et la troisième. La zone se trouvant entre les deux courbes 
13, sous la droite ABC, est le domaine de séparation en la première 
et la troisième phase, et la zone entre les deux courbes /2 et les deux 
courbes 23 (au-dessus de ABC) respectivement en la première et 
la seconde et en la seconde et la troisième phase. Le domaine 71 doit 
être disposé entièrement au-dessus (ou entièrement au-dessous) de 
ABC. Aux points À, B et C les courbes 72, 13 et 23 s'intersectent en 
général sous certains angles, on ne passe pas de l’une à l’autre d’une 
manière continue. Les directions des courbes 1/2, 13, 23 ne doivent 
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évidemment pas être telles que celles représentées sur la figure 24. 
Ce qui est important, c'est que les courbes /2 et 23 et les courbes 
13 doivent se trouver de part et d’autre de la droite ABC. 

Si l’on projette l’une quelconque des lignes singulières de la 
surface d'équilibre que nous avons étudiées sur le plan P, T, une 
telle projection divise ce plan en deux parties. Dans le cas de la 


Fig. 25 Fig. 26 


ligne critique sur l’une de ces parties seront projetés les points 
correspondant à deux phases différentes et les points correspondant à 
la séparation en ces deux phases. Sur l’autre partie du plan P, T 
seront projetés les points représentant des états homogènes, et en 
aucun d’eux il n’y a séparation en deux phases. Sur la figure 25 


| 


Fig. 27 Fig. 28 


la ligne en pointillés représente la projection de la ligne critique 
sur le plan P, T. Les lettres a et b désignent deux phases. Le symbole 
a-b indique que sur cette partie du plan sont projetés les états des 
deux phases et les états où deux phases se trouvent en équilibre 
mutuel. Le symbole ab désigne une phase en laquelle se réunissent 
les phases a et b au-dessus des points critiques. 

D'une manière analogue la projection de la ligne à trois phases 
divise également le plan P, T en deux parties. La figure 26 montre 
quels sont les points qui se projettent sur ces parties. Le symbole 
a-b-c indique qu'il y a projection des points représentant les états 
des phases a, b, cet les états dans lesquels il y a séparation en phases 
a et boubet c. 
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La figure 27 représente la même projection pour la ligne des 
points d'égales concentrations, et la figure 28 pour la ligne d’équi- 
libre des phases de la substance pure (c’est-à-dire des points x=0 
ou z=—1) ; cette dernière se trouve de toute évidence dans le plan 
P, T. La lettre b sur la figure 28 indique que sur cette partie du 
plan se projettent les points ne correspondant qu'à des états de la 


PT 
PT BT 
Fig. 29 Fig. 30 Fig. 31 
phase b. Dans la suite la lettre b des symboles a-b, a-b-c indique la 
phase de concentration supérieure à celle de a, et la lettre c la phase 
de concentration supérieure à celle de b!. 

Remarquons que les quatre types de points singuliers des courbes 
d'équilibre (point triple, point d'égales concentrations, point cri- 
tique et point de substance pure) sont quatre types possibles de 
maximum (ou de minimum) de ces courbes. 

Si l'une quelconque des phases a toujours (c'est-à-dire indépen- 
damment des valeurs de P et de T) une même composition, les 
courbes d'équilibre au voisinage des points considérés se simplifient 
quelque peu. De telles phases sont un composé chimique des deux 
composants ou des phases de la substance pure, c'est-à-dire des phases 
ayant toujours la concentration z—0 (ou x=1). 

Considérons l'allure des courbes d'équilibre en présence de 
phases de composition constante au voisinage des points où aboutis- 
sent les lignes correspondant à ces phases. Il est évident que ces 
points doivent être des points de maximum ou de minimum des 
courbes d'équilibre, donc ils se rapportent aux points étudiés dans 
ce paragraphe. 


Si la phase de composition constante est la phase de la substance 
pure de concentration z=0, la ligne correspondante coïncide avec 


1 Pour éviter toute confusion, soulignons que la désignation a-b-c dans 
le cas des lignes d'égales concentrations (pour les distinpuer e la ligne à trois 
nhases) est en quelque sorte conventionnelle : les lettres a et c désignent ici des 
états qui ne sont pas en fait deux phases différentes, car ils ne coexistent jamais 
en contact mutuel. 
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l’axe P ou T et peut se terminer en un point du type représenté 
sur la figure 29. Sur cette figure on trouve la forme de la courbe 
d'équilibre au voisinage d'un tel point ; l’une des droites de la fi- 
gure 23 vient se confondre avec l’axe des ordonnées. 

Si l’une des phases représente une combinaison chimique de com- 
position déterminée, au voisinage des points d’égales concentrations, 
la courbe d’équilibre prend l'allure représentée sur la figure 30, 
c'est-à-dire que la zone interne de la figure 22 se transforme en une 
droite verticale. La zone hachurée de part et d’autre est un domaine 
de séparation en phases, l’une étant un composé chimique dont la 
composition est déterminée par cette droite. Au point de maximum 
la courbe n'a pas de coupure (tout comme sur la figure 22). 

D'une manière analogue, au voisinage du point triple les courbes 
d’équilibre ont la forme représentée sur la figure 31. La phase qui 
est un composé chimique est représentée par une ligne verticale à 
laquelle se réduit dans ce cas le domaine 77 de la figure 24. 


$ 100. Exemples de diagrammes d'état 


Dans ce paragraphe, nous parlerons des types principaux de 
courbes d'équilibre ; ici nous n'’allons pas, comme au paragraphe 
précédent, nous limiter au voisinage des points singuliers, nous 
étudierons la forme des courbes dans leur ensemble. Ces courbes 
(également appelées diagrammes d'état) peuvent avoir des formes 
très variées, mais cependant, dans la plupart des cas, il s'agit de 
l’un des types mentionnés ci-dessous ou de la combinaison de plu- 
sieurs d’entre eux. Les zones hachurées sur tous ces diagrammes 
sont toujours des domaines de séparation en phases, les zones non 
hachurées des domaines d'états homogènes. Les points d’intersection 
des lignes horizontales avec des courbes limitant le domaine de sé- 
paration en phases, déterminent la composition des phases en les- 
quelles il y a séparation (à P et T données). Les quantités relatives 
des deux phases sont déterminées par la même «loi du levier » 
mentionnée au $ 81. 

Ci-dessous nous parlerons de diagrammes T', x ; des diagrammes 
semblables sont également possibles en fonction de P et de x. La 
concentration x est portée sur l’axe des abscisses et varie de 0 à 1. 

1. 11 y a deux phases ; chacune d'elles peut avoir une concen- 
tration quelconque (c'est-à-dire que les deux composants des deux 
phases sont mélangés dans des proportions arbitraires). Dans le 
cas le plus simple, lorsque les courbes n’ont aucun maximum ou 
minimum (mis à part les points de substance pure), le diagramme 
d'état a la forme représentée sur la figure 32 (« cigare »). 

Supposons que l’une des phases soit le liquide (zone au-dessous 
du cigare) et que l’autre soit la vapeur (zone au-dessus du cigare) ; 
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la courbe supérieure du cigare est alors appelée courbe de conden- 
sation et la courbe inférieure courbe des points d’ébullition !. 

Si l'on chauffe un mélange liquide d’une certaine composition, 
pour une certaine température déterminée par l'intersection de la 
droite verticale AD (correspondant à la concentration donnée) avec 
la courbe inférieure du cigare (point B), le liquide commencera à 
bouillir. La vapeur se forme, sa 
composition est déterminée par le 
point C, c’est-à-dire que sa concen- 
tration est inférieure à celle du 
liquide. La concentration du liqui- 
de restant augmente évidemment, 
et, par conséquent, son point d'ébul- 
lition s'élève. Lors du chauffage ulté- 
rieur, le point représentant l'état 
de la phase liquide se déplacera 
vers le haut sur la courbe inférieure, 
et le point représentant la vapeur 
vers le haut sur la courbe supé- 
rieure. L'’ébullition se terminera 
pour des températures différentes, Fig. 32 
suivant la manière dont se passe le 
processus. Si l’ébullition a lieu en vase clos de telle sorte que toute 
la vapeur reste toujours en contact avec le liquide, il est évident 
que le liquide s'évaporera complètement à une température pour 
laquelle la vapeur a une concentration égale à la concentration 
primitive du liquide (point D). Ainsi, dans ce cas, le début et la 
fin de l’ébullition s'effectueront à des températures déterminées 
par l'intersection de la droite verticale AD avec les courbes infé- 
rieure et supérieure du cigare. Si au contraire la vapeur est tout 
le temps enlevée (ébullition en vase ouvert), il n'y a, à tout moment, 
à l'équilibre avec le liquide que la vapeur qui vient d’être formée. 
Il est évident que dans ce cas l'ébullition s’achèvera au point G 
d’ébullition de la substance pure, où la composition du liquide et 
celle de la vapeur sont identiques. La condensation de la vapeur 
s'effectue d’une manière analogue. 

Une situation tout à fait analogue se rencontre lorsque les deux 
phases sont le liquide (zone au-dessus du cigare) et le solide (zone 
au-dessous du cigare). 

2. Les deux composants se mélangent dans deux phases dans des 
proportions arbitraires (comme dans le cas précédent), mais il y a 
un point d’égales concentrations. Le diagramme d'état a alors la 


1 Les lois d'ébullition et de condensation des mélanges liquides ont été 
établies par D. Konovalov. 
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forme représentée sur la figure 33 (ou une forme analogue avec un 
minimum). Au point d'égales concentrations les deux courbes ont 
un maximum ou un minimum et sont tangentes l'une à l’autre. 

Le passage d’une phase à l’autre s'effectue d’une manière ana- 
logue à celle décrite dans le cas précédent, avec cette seule diffé- 
rence que le processus peut se terminer (si l’une des phases est tout 
le temps enlevée, par exemple lors de l'ébullition d'un liquide en 
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vase ouvert) non seulement au point de substance pure, mais éga- 
lement au point d'égales concentrations. Pour une composition 
correspondant à ce même point, la transition s'effectuera entière- 
ment pour une même température !. 

3. Il y a deux phases —liquide et gazeuse—dans lesquelles les deux 
composants se mélangent d’une manière arbitraire, et il y a un 
point critique. Le diagramme d'état est représenté par la figure 34 
(Æ est le point critique). La zone à droite de la courbe correspond 
aux états liquides, la zone à gauche aux états gazeux. 11 ne faut 
cependant pas oublier qu’en présence d’un point critique il ne 
faudrait, en toute rigueur, distinguer les phases liquide et gazeuse 
que lorsqu'elles se trouvent toutes les deux simultanément en 
équilibre. 

Le diagramme du type considéré conduit à l’effet curieux suivant. 
Si l’on chauffe en vase clos un liquide dont la composition est dé- 
terminée par la droite AC (passant à droite du point X), après le 
début de l’ébullition (au point B), lors d’un chauffage ultérieur 
la quantité de vapeur augmentera constamment, mais après un 
certain moment elle commencera de nouveau à diminuer, jusqu'à 
ce que la vapeur ne disparaisse complètement au point C (conden- 
sation rétrograde). 

1 Le mélange correspondant au point d’égales concentrations est également 
appelé azéotrope. 
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4. Les deux liquides ne se mélangent pas dans toutes les proportions. 
Le diagramme d'état est représenté par la figure 35. Aux tempéra- 
tures supérieures à la température du point critique À les composants 
se mélangent dans des proportions arbitraires. Au-dessous de cette 
température les composants ne se mélangent pas dans les proportions 
représentées par des points à l’intérieur de la zone hachurée. Dans 
cette zone il y a séparation en deux mélanges liquides dont les con- 
centrations sont déterminées par les points d’intersection de la droite 
horizontale correspondante avec la courbe d'équilibre. Des diagram- 
mes analogues, où le point À est un minimum, sont possibles, ainsi 


Fig. 36 Fig. 37 Fig. 38 


que des diagrammes qui ont deux points critiques : supérieur et 
inférieur, de telle sorte que le domaine de séparation en deux phases 
(deux solutions) est limité par une courbe fermée. 

5. Dans l’état liquide (ou gazeux) les deux composants se mélan- 
gent dans des proportions arbitraires, à l’état solide (ou liquide) 
dans des proportions non arbitraires (miscibilité limitée). Dans ce 
cas il y a un point triple. Suivant que la température du point 
triple est inférieure aux températures d'équilibre des phases des 
composants purs (points À et C) ou se situe entre elles (elle ne peut 
de toute évidence se trouver au-dessus, par suite de l'hypothèse 
faite selon laquelle dans la phase supérieure les composants se mé- 
langent d’une manière arbitraire), les diagrammes d'état ont la 
forme représentée respectivement sur les figures 36 et 37. Supposons, 
par exemple, que la phase de miscibilité illimitée soit liquide, et la 
phase de miscibilité limitée solide. La zone se trouvant au-dessus 
de ABC (fig. 36) ou de ADC (fig. 37) est la zone d'états liquides ; 
les zones de part et d'autre de ADF et de CEG (fig. 36) ou de ABF 
et de CEG (fig. 37) sont celles de phases solides homogènes (solution 
solide). Au point triple (dont la température se détermine par la 
droite DBE) se trouvent en équilibre le liquide et les deux solutions 
solides de concentrations différentes. Le point B sur la figure 36 
est appelé point eutectique. Un mélange liquide dont la concentra- 
tion correspond à ce point gèle complètement à cette concentration 
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(mais pour d’autres concentrations c'est le mélange solide de con- 
centration différente de la concentration du liquide qui se sublime). 
Les domaines ADB et CBE (fig. 36) et les domaines ADB et CDE 
(fig. 37) correspondent à la séparation en phase liquide et en l’une 
des phases solides, les domaines DEGF (fig. 36) et BEGF (fig. 37) 
à la séparation en deux phases solides. 

Si dans le cas du diagramme du type de la figure 36 les composants 
à l'état solide ne se mélangent pas du tout, le diagramme d'état 
prend la forme donnée sur la figure 38. Dans les zones hachurées 
au-dessus de la droite À BC se trouvent en équilibre la phase liquide 
mélangée et la phase solide de l’une des substances pures, et au- 
dessous de ABC les phases solides des deux substances pures. Lors- 
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que la température du mélange liquide diminue, l’une ou l’autre 
des substances pures se sublime, suivant que la concentration du 
liquide se trouve à droite ou à gauche du point eutectique. Au fur 
et à mesure de la diminution de la température, la composition du 
liquide varie suivant l’une des courbes DB ou EB, et le liquide 
gèle entièrement au point eutectique B. 

6. A l’état liquide, les deux composants se mélangent dans des 
proportions arbitraires. Dans l’état solide ils ne se mélangent pas du 
tout, mais forment une combinaison chimique de composition donnée. 
Le diagramme d'état est représenté sur la figure 39. La droite DE 
détermine la composition du composé chimique. Il y a deux points 
triples B et G où sont en équilibre la phase liquide, le composé 
chimique solide et la phase solide de l’un des composants purs. 
Entre les points B et G se trouve le point d’égales concentrations D 
(comparer avec la fig. 30). Il est facile de voir où et en quelles phases 
il y a séparation : dans la zone DBE en phase liquide et en composé 
chimique solide, sous la droite CE en composé chimique et en l’une 
des substances pures solides, etc. La congélation du liquide s’achève 
dans l’un des points eutectiques G ou B, suivant que la concentration 
du liquide est à droite ou à gauche de la droite DE. 
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7. Dans l’état liquide les deux composants se mélangent dans 
des proportions arbitraires, et dans l’état solide ils ne se mélangent 
pas, mais forment un composé chimique se décomposant cependant, 
à une certaine température, avant de fondre. La droite déterminant 
la composition de ce composé ne peut se terminer, comme dans le 
cas précédent, au point d'égales concentrations, car elle n’atteint 
pas le point de fusion. Ainsi, elle peut se terminer au point triple 
du type représenté sur la figure 31 dans le $ 99 (point À de la fig. 40). 
Sur la figure 40 donnant la forme possible du diagramme d'état dans 
ce cas, il est facile de voir en quelles phases il y a séparation dans 
les divers points de la zone hachurée. 

8. A l’état solide, les composants ne se mélangent pas du tout, 
et dans l’état liquide, le mélange ne peut avoir lieu dans toutes 
les proportions. Dans ce cas, il y a deux points triples pour lesquels 
se trouvent en équilibre le liquide avec les deux substances pures 
solides (point B sur la fig. 41) et l’une des substances pures avec les 
deux phases mélangées liquides de concentration différente (point D). 
Les zones non hachurées, au-dessus de ABC et de DE, représentent 
les états liquides de concentrations différentes ; la zone hachurée, 
au-dessus de CD, est le domaine de séparation en deux phases li- 
quides ; la zone DEF correspond à la séparation en liquide et en 
l’une des substances pures solides, etc. 


$ 101. Intersection des courbes singulières de la surface d'équilibre 


Les lignes de quatre types étudiées au $ 99 (critiques, à trois 
phases, d’égales concentrations et de substance pure) se trouvent sur 
une même surface (surface d'équilibre). Donc, en général, elles s’in- 
tersectent. Nous allons maintenant mentionner certaines propriétés 
des points d’intersection de ces lignes. 

On peut montrer que deux lignes critiques ne peuvent s’inter- 
secter. L'intersection de deux lignes d’égales concentrations est 
également impossible. Nous n’allons pas nous arrêter ici sur la dé- 
monstration de ces affirmations. 

Enumérons (également sans démonstration) les propriétés des 
points d'’intersection restants. Toutes ces propriétés découlent pres- 
que directement des propriétés générales des courbes d'équilibre 
étudiées au $ 99. Nous allons représenter sur les figures les projec- 
tions des lignes sur le plan P, T (voir $ 99). Leur forme est évidem- 
ment prise arbitrairement. La ligne pointillée correspond à la ligne 
critique, la ligne continue à la ligne d'équilibre des phases de la 
substance pure, la ligne à petits traits à la ligne d’égales concen- 
trations et enfin la ligne à petits traits et points à la ligne à trois 
phases. Les désignations littérales ont le même sens que sur les fi- 
gures 25-28 du $ 99. 
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La ligne critique et la ligne de substance pure (fig. 42, a) abou- 
tissent à leur point d'intersection. Même chose pour la ligne critique 
et la ligne à trois phases (fig. 42, b). Lors de l'intersection de la ligne 
de substance pure et de la ligne d'égales concentrations, seule cette 
dernière se termine (fig. 42, c). Au point d'’intersection les deux 
courbes sont tangentes. Même chose pour l'intersection de la ligne 
d'égales concentrations avec la ligne critique (fig. 42, d) et avec 
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la ligne à trois phases (fig. 42, e). Dans ces deux cas la ligne d'égales 
concentrations aboutit au point d’intersection où les deux courbes 
sont tangentes. 

Le point d'’intersection de la ligne à trois phases (fig. 42, f) 
est le point quadruple, c'est-à-dire le point d'équilibre mutuel des 
quatre phases. Au point d’intersection convergent quatre lignes à 
trois phases correspondant. à l'équilibre entre chacune des quatre 
phases trois à trois. 

Enfin le point d'’intersection de la ligne de substance pure avec 
la ligne à trois phases (fig. 42, g) doit évidemment être le point 
d'intersection de la ligne à trois phases avec toutes les trois autres 
lignes d’équilibre des phases de la substance pure (correspondant à 
l'équilibre entre chacune des trois phases deux à deux de la subs- 
tance pure) 


$ 102. Gaz et liquide 


Nous allons étudier maintenant plus en détail l'équilibre des 
phases liquides et gazeuses ayant deux composants. 

Aux températures suffisamment élevées (lorsque T7 est grande par 
rapport à l’énergie moyenne d'interaction des molécules) toutes les 
substances se mélangent dans des proportions arbitraires. Puisque, 
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d'un autre côté, pour de telles températures la substance est gazeuse, 
on peut dire que dans la phase gazeuse toutes les substances peuvent 
se mélanger dans des proportions arbitraires (d’ailleurs, s’il y a des 
lignes critiques, la différence entre le liquide et le gaz étant en un 
certain sens conventionnelle, cette formulation devient alors éga- 
lement conventionnelle). 

Au contraire, dans l’état liquide, certaines substances se mélan- 
gent dans des proportions arbitraires et d’autres seulement dans 
certaines proportions (liquides à miscibilité limitée). 


P 


Fig. 43 Fig. 44 


Dans le premier cas, lorsque les deux composants se mélangent 
d’une manière arbitraire dans les deux phases, les diagrammes d'état 
n'ont pas de points triples, car le système ne peut se composer de 
plus de deux phases (tous les états liquides sont une même phase, 
même chose pour les états gazeux). Considérons la projection des 
lignes singulières de la surface d'équilibre sur le plan P, T. Nous 
avons deux lignes d'équilibre des phases des substances pures (c'est- 
à-dire que pour les concentrations dans les deux phases r=0 ou r=1). 
L'une de ces lignes se trouve elle-même dans le plan P, T et l’autre 
dans un plan qui lui est parallèle, de telle sorte que sa projection 
lui est identique. Chacune de ces lignes se termine en un certain 
point qui est le point critique pour les phases de la substance pure 
correspondante. En ces points commence et se termine la ligne cri- 
tique (au point d'intersection de la ligne critique et de la ligne de 
substance pure, elles se terminent toutes deux ; voir $ 101). Ainsi, 
la projection de toutes ces lignes sur le plan P, T a la forme repré- 
sentée sur la figure 43 (les désignations sont les mêmes qu'aux $$ 99, 
101). Les lettres g et ! ont le même sens que les lettres a, b, c des 
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figures des $$ 99, 101 ; g désigne le gaz et / le liquide ; dans le do- 
maine g et { se projettent les états gazeux et liquides ; dans le do- 
maine g-l tant les uns que les autres, de même que des états dans 
lesquels il y a séparation en liquide et en gaz ; au-dessus de la ligne 
critique la différence entre le liquide et le gaz disparaît. 
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Si, en plus, il y a une ligne d'’égales concentrations, la projection 
sur le plan P, T a la forme représentée sur la figure 44. La projection 
des lignes d’égales concentrations se trouve au-dessus de la ligne 
allant de l'origine des coordonnées O à B (comme sur la fig. 44) ou 
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au-dessous de OC, mais non entre elles. Seuls les points À, B, C 
sont les points d’intersection des diverses lignes. Le point D ne 
correspond pas à l'intersection réelle de la ligne de substance pure 
et de la ligne critique et n’existe que sur la projection. Les lettres 
l, et L, sur le dessin indiquent les phases liquides de concentrations 
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différentes. Au-dessus de la ligne d'égales concentrations il n'existe 
qu’une seule phase liquide !. 

Toutes ces propriétés des projections des lignes singulières sur le 
plan P, T deviennent évidentes, si l’on considère les diagrammes 
d'états correspondant aux coupes de la surface d’équilibre par les 
plans des températures diverses (ou de pressions différentes). Ainsi, 


p 


Fig. 47 Fig. 48 


les coupes correspondant aux pressions jusqu'à la pression du point 
B et aux pressions entre les points À et B sur la figure 43, donnent 
des diagrammes d'états représentés respectivement sur les figures 32 
et 34. Sur la figure 45 sont représentées les coupes d’une série de 


Fig. 49 


températures successives de la figure 44 (T,, T}, T. sont les tempé- 
ratures correspondant aux points À, B, C) : le domaine de séparation 
en deux phases « se déchire » aux points d'égales concentrations, 


1 Comme nous ne nous intéressons pas aux phases solides, sur tous les dia- 
grammes P, T nous dessinons conventionnellement les lignes partant de l'ori- 
gine des courdonnées, comme si la solidification ne se produit pas du tout. 
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ce qui a pour résultat de créer deux points critiques ; d’abord l'une 
puis l’autre des zones hachurées disparaissent peu à peu se concen- 
trant en un point sur l'axe des ordonnées. Sur la figure 46 sont re- 
présentées pour le même cas les coupes pour une série de pressions 
consécutives. 

Si, dans l’état liquide, les deux composants ont une miscibilité 
limitée, ceci veut dire qu'existe une ligne à trois phases. Cette ligne 


T 


se termine en un certain point, intersectant la ligne critique issue 
de ce point. Sur les figures 47 et 48 sont représentés deux diagrammes 
très différents (des projections de P et de 7) qui peuvent avoir lieu 
dans ce cas. Ils diffèrent en ce que, sur la figure 47, la projection de 
la ligne à trois phases passe au-dessus des deux lignes de substance 
pure, ct sur la figure 48 entre elles (la ligne à trois phases ne peut 
passer sous les deux lignes de substance pure, car dans l'état gazeux, 
les deux composants se mélangent dans des proportions arbitraires). 
Dans les deux cas il y a deux lignes critiques dont l’une s'en va vers 
les pressions élevées. 

Sur les figures 49 et 50 on trouvera une série de coupes succes- 
sives par les plans P, ret T, x pour le cas représenté sur la figure 47. 

En conclusion soulignons que les exemples de diagrammes P, T 
que nous avons étudiés dans ce paragraphe ne sont que les plus 
typiques de l’équilibre des phases liquides et gazeuses, mais ils 
sont loin d'être les seuls possibles. 
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RÉACTIONS CHIMIQUES 


$ 103. Condition d'équilibre chimique 


Une réaction chimique se déroulant dans un mélange de subs- 
tances réagissantes conduit, en fin de compte, à l'établissement 
d'un équilibre tel que la quantité de chacune des substances réagis- 
santes ne change plus. Cet équilibre thermodynamique est appelé 
équilibre chimique. Toute réaction chimique se déroule générale- 
ment dans les deux sens ; avant que l'équilibre ne soit atteint l’un 
des sens de la réaction domine, tandis qu'à l'équilibre les deux réac- 
tions opposées se déroulent avec des vitesses telles que le nombre 
total de particules de chacune des substances réagissantes reste 
inchangé. La thermodynamique appliquée aux réactions chimiques 
n'étudie que l'équilibre chimique et non le déroulement de la réac- 
tion conduisant à cet équilibre. 

Ce qui est important, c'est que l’état d'équilibre chimique ne 
dépend pas de la manière (des conditions) dont s’est effectuée la réac- 
tion ! ; cet état nc dépend que des conditions où se trouve le mélange 
des substances réagissantes à l'équilibre. Ainsi, lorsque l'on déduit 
les conditions d'équilibre chimique, on peut faire n’importe quelles 
hypothèses quant à la manière dont s’est déroulée la réaction. 

Nous allons avant tout nous entendre sur la manière dont nous 
allons écrire la réaction. On sait que les réactions chimiques s’écri- 
vent sous la forme d'égalités symboliques qui ont la forme suivante 
(si tous les termes sont portés dans un même membre) : 


où À, sont les symboles chimiques des éléments réagissants, et les 
coefficients v; des nombres entiers positifs ou négatifs. Par exemple, 
pour la réaction 2H,+40,=2H,0 ou 2H,+0,—2H,0=0 les coeffi- 


! En particulier il ne dépend pas du fait que la réaction s'est passée en pré- 
sence de catalyseur ou non. 
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cients sont va,=2, Vo,—1, VH,o=—2. 


Supposons que la réaction s’est passée à température et pression 
constantes. Pour de tels processus le potentiel thermodynamique du 
système tend vers un minimum. A l'équilibre, par conséquent, le 
potentiel ® doit avoir la plus petite des valeurs possibles (à P et T 
données). Désignons par W,, N,, … les nombres de particules des 
diverses substances entrant en réaction. La condition nécessaire 
de minimum pour ® peut alors être écrite sous la forme de la dérivée 
totale deO(aPetT données) par rapport à l’un des W;, par exemple 
N, qui doit être égale à zéro : 


80 dN, , 80 dN, : 

FIN Ta t =0. 

Les variations de N; lors de la réaction sont liées entre elles par 
l'équation de la réaction : il est évident que si N, varie de v,, chacun 
des autres NW; varie de v;. En d’autres termes, on peut écrire dN = 


= an, et Ye Ainsi, l'égalité précédente peut être écrite 
1 
sous la forme 


Sun VH; = 0. (103,2) 


C'est la condition cherchée d'équilibre chimique. Pour l'écrire, 
il faut, par conséquent, dans l'équation de la réaction chimique rem- 
placer les symboles À; par les potentiels chimiques correspondants 
u,;. Dans les cas où dans le mélange plusieurs réactions sont possi- 
bles, la condition d’équilibre sera donnée par un système de plusieurs 
équations du type (103,2). Chacune de ces équations s'écrit de la 
manière indiquée en se basant sur les équations de chacune des 
réactions possibles. 

Remarquons que la condition (103,2) conserve sa forme même 
dans les cas où les substances réagissantes sont réparties sous la 
forme de solutés dans deux phases différentes en contact. Ceci dé- 
coule de ce que, à l'équilibre, les potentiels chimiques de chacune 
des substances dans les deux phases sont égaux par suite de la con- 
dition d’équilibre des phases. 
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$ 104. Loi d'action de masse 


Appliquons la condition générale d'équilibre chimique obtenue 
au paragraphe précédent aux réactions dans un mélange de gaz, 
en supposant que le gaz peut être considéré comme parfait. 

Le potentiel chimique de chacun des gaz du mélange est égal à 
(voir $ 95) 


u;=TInP;+%;(T), (104,1) 
où P est la pression partielle du i-ième gaz du mélange ; P,=c;P. 
P est ici la pression totale du mélange et = la concentration du 


gaz donné que nous déterminerons comme le rapport du nombre NW; 


de molécules du gaz donné au nombre total N—ŸN ; de molécules 
Li 
du mélange. 


Îl est maintenant facile d'écrire la condition d'équilibre chimique 
pour les réactions dans un mélange gazeux. En substituant (104,1) 
dans (103,2) on trouve : 


2va=TZviln Poi+ Zvai=0. 
où P,; est la pression partielle des gaz à l'équilibre chimique, ou 


Yviin Poi= 7 Eva 
n 


Introduisant la désignation 


_Eviu 
K,(T)=e T, (104,2) 
on obtient : 
IT Pu=Kk,(T). (104,3) 


Au lieu de P,; on peut écrire Pc,;, où c,;est la concentration des gaz 
à l'équilibre chimique ; on obtient alors : 


He =PEK (T)æ=k,(P, T). (104,4) 


La grandeur se trouvant à droite de l'égalité (104,3) ou (104,4) n'est 
fonction que de la température et de la pression et ne dépend pas des 
quantités initiales de gaz réagissants ; cette grandeur est généra- 
lement appelée constante d'équilibre chimique, et la loi exprimée 
par les formules (104,3) et (104,4) loi d'action de masse. 

La pression entre au moyen du facteur P-È" dans le membre de 
droite de l'égalité (104,4) dans la constante d'équilibre de la réac- 
tion gazeuse (par contre, si les quantités de substances réagissantes 
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sont exprimées par leurs pressions partielles, la constante d'équi- 
libre ne dépend pas du tout de la pression). Pour établir comment 
elle dépend de la température il faut faire des hypothèses supplé- 
mentaires sur les propriétés des gaz. 

Ainsi, si les gaz ont des chaleurs spécifiques constantes, en com- 
parant l'expression (104,1) avec la formule (43,3) pour le potentiel 
thermodynamique d'un tel gaz, on voit que les fonctions x,(T) ont 
la forme suivante : 


LT) =eo;—c TT MT—TE, (104,5) 


où c,,, est la chaleur spécifique, et £; la constante chimique du gaz. 
En substituant cette expression dans (104,2), on obtient la formule 
suivante pour la constante d'équilibre : 


K,(T)= € VAT Lenvie-EveuT , (104,6) 


Elle dépend de la température essentiellement d’une manière ex- 
ponentielle. 

Si l'on peut considérer la solution comme faible, la loi d'action 
de masse est également vraie pour des réactions entre les substances 
dissoutes. En effet, le potentiel chimique de chacune des substances 
dissoutes a la forme 


u=Tinc,+v,(P,T) (104,7) 


lil est obtenu en différentiant le potentiel thermodynamique (88,3) 
par rapport à n;]. La concentration c; se détermine ici comme le 
rapport du nombre de particules de la substance dissoute donnée 
au nombre de particules du solvant (c,=n;/N). En substituant (104,7) 
dans la condition d'équilibre (103,2) on obtient de la même manière 


Ilc=X(2,7T), (104,8) 
où la constante d'équilibre est 
RL 
K(P, T)=e T. (104,9) 


Contrairement aux réactions gazeuses, la constante d’équilibre dé- 
pend ici de la pression d’une manière indéterminée. 

Si, en plus des gaz et des substances dissoutes, des substances se 
trouvant dans une phase condensée pure (c'est-à-dire non mélangée 
avec d’autres substances), par exemple des corps solides purs, pren- 
nent également part à la réaction, la condition d'équilibre con- 
duit de nouveau à la loi d'action de masse. Cependant, puisque le 
potentiel chimique des phases pures ne dépend que de la pression 
et de la température, les quantités des phases pures n'entreront pas 
dans le premier membre de l’équation de cette loi, c'est-à-dire qu'il 
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faut écrire le produit des concentrations des gaz (ou des substances 
dissoutes) comme s’il n’y avait pas de corps solides. La présence de 
ces derniers n'’influe que sur la manière dont la constante d’équi- 
libre dépend de la pression et de la température. 

Si seuls des gaz et des corps solides prennent part à la réaction. 
par suite de ce que la pression des gaz est relativement faible, on 
peut supposer que le potentiel chimique des corps solides ne dépend 
pas de la pression et que la constante d'équilibre dépend de la pres- 
sion tout comme dans (104,4). La somme Ÿ'v, du numérateur es! 
alors évidemment la somme des coefficients dans l’équation de là 
réaction pour les substances gazeuses seulement. 

Enfin, la loi d’action de masse est également vraie pour des réac- 
tions dans les solutions faibles dans lesquelles prend part, en plus 
des solutés, le solvant. En effet, lorsque l’on substitue dans la con:- 
dition d'équilibre chimique des termes petits contenant la concen- 
tration peuvent être omis dans le potentiel chimique du solvant. 
ainsi celui-ci revient à une grandeur ne dépendant que de la tem- 
pérature et de la pression; nous retrouverons l'équation de la loi 
d’action de masse, dont le membre de gauche ne comprendra de 
nouveau que les concentrations des substances réagissantes dissou- 
tes, mais non celles du solvant. 


Problèmes 


1. Trouver la constante d'équilibre pour la dissociation d'un gaz diatomique 
à des températures élevées ; la molécule du gaz se compose d’atomes identiques 
et dans l’état fondamental elle n'a ni spin ni moment orbital. 

Solution. Il s’agit d'une réaction de la forme A;,—2A. Les chaleurs 
spécifiques des gaz A. et À sont égales à c,A,=9/2, c,A=5/2, et les constantes 
chimiques [voir (45,4), (46,4), (49,8)] sont 


snfe(n)" ons (2) 


où m est la masse de l'atome A (masse de la molécule A, est 2 m), $, le poids 
statistique de l'état fondamental de l'atome A [pour des températures suffi- 
samment élevées y ,—(2S+1)(2L+1), où S, L sont le spin et le moment orbital 
de l'atome]. En substituant dans (104,6) on obtient 


81 fax: 1 
KT NT 
P(N) Le) VTT" ’ 


Où E£9=2€0 1 —€04, est l'énergie de dissociation des molécules. 

2. Déterminer comment dépend la concentration de l'hydrogène se dissol- 
vant dans le métal sous la forme d'atomes H de la pression du gaz H, au-dessus 
du métal. s 

Solution. Considérant le processus comme une réaction chimique 
H:°:2H, nous écrirons la condition d'équilibre sous la forme u}} =2jh},, pi, 

+ + 
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étant le potentiel chimique du gaz parfait p,4, = T In P + x (T), ny le potentiel 
chimique de la substance dissoute dans la solution : u4,,=7 In c+1#. Comme 
y dépend très faiblement de la pression (comparer avec $ 91) on trouve que 


c—=const- VP. 


$ 105. Chaleur de réaction 


Une réaction chimique s'accompagne d'absorption ou de dégage- 
ment de chaleur. Dans le premier cas on parle de réactions endo- 
thermiques, dans le second de réactions exothermiques. Il est évident 
que si une réaction est exothermique, la réaction inverse est endo- 
thermique et inversement. 

L'effet thermique de la réaction dépend des conditions dans 
lesquelles se produit la réaction. Il faut donc distinguer les effets 
thermiques de la réaction se déroulant à volume constant ou à pres- 
sion constante (cette différence est d'ailleurs généralement insigni- 
fiante). 

Tout comme pour le calcul de la chaleur de dissolution ($ 92) 
nous déterminerons d'abord le travail maximal qui peut être 
obtenu par suite de la réaction chimique. 

Appelons « réaction élémentaire » la réaction entre un ensemble 
de molécules déterminé par l'équation de la réaction, et calculons 
la variation du potentiel thermodynamique d'un mélange de subs- 
lances réagissantes lors du déroulement d’un certain nombre petit 
ôn de réactions élémentaires ; nous supposons de plus que la réac- 
tion se déroule à température et pression constantes. On a : 


40 
De Lan DH 


La variation du nombre de molécules du i-ième corps lors de ôn 
réactions élémentaires est évidemment égale à ÔN;=—v; ôn. Ainsi, 


8D = — ôn D vus. (105,1) 


Comme il se devait 80/ôn s’annule à l’équilibre. 

La grandeur (105,1) représente l'expression générale pour le 
travail minimal qui doit être dépensé pour que se déroulent ôn 
réactions élémentaires. C’est également le travail maximal que l'on 
peut obtenir à partir de ce nombre de réactions se déroulant en sens 
inverse. 

Supposons d’abord que la réaction se produit entre gaz. En uti- 
lisant l'expression (104,1) pour pu; on trouve : 


D = —ôn (LT Pi+Bvai), 
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ou, en introduisant la constante d'équilibre : 
8O=Tôn[—Yv;lnP;+InK,(T)]= 
=Tôn[—Yv;lnc;+inK.(P,T)]. (105,2) 


Pour les réactions dans les solutions on trouve d'une manière 
analogue à l'aide de l'expression (104,7) pour pt : 


ôD = Su In c+2va), 
ou, en introduisant la constante d'équilibre AX(P, T) : 
Der Inc;+InX(P, 7}: (105,3) 


Le signe de la grandeur 8® détermine le sens de la réaction : 
puisque ® tend vers un minimum, pour 8®<<0 la réaction se déroule 
en sens direct (c'est-à-dire de « gauche à droite » dans l'équation 
de la réaction chimique), et si ôD>>0 ceci veut dire que dans le mé- 
lange la réaction se déroule en réalité en sens inverse. Remarquons 
de plus que le sens de la réaction peut être déterminé directement par 
la loi d'action de masse : formons pour le mélange donné le produit 
ILP;"'et comparons avec les valeurs des constantes d'équilibre de la 
réaction donnée ; si, par exemple, il se trouve que IL2Y>Kk , ceci 
veut dire que la réaction se déroule dans le sens direct, de telle sorte 
que les pressions partielles des substances initiales (entrant dans 
l'équation de la réaction avec v;, positif) diminuent et que la pres- 
sion des produits de réaction (pour lesquels v;<0) augmente. 

On peut maintenant déterminer la quantité de chaleur absorbée 
(ou dégagée, suivant le signe) de nouveau pour ôn réactions élémen- 
taires. Conformément à la formule (92,4) cette chaleur 6Q, pour la 
réaction à température et pression constantes est égale à 


Pour des réactions entre gaz, on a, en substituant (105,2) : 


ôinK,(T 
6Q,= — T'ôn 0. (105,4) 


D'une manière analogue, pour les solutions, on à : 
ôlnX(P, T) 
5Q, = —T'ôn GT (105,5) 


Remarquons que 8Q, est simplement proportionnel à ôn el ne dé- 
pend pas des valeurs des concentrations au moment donné ; ainsi, 
ces formules sont applicables pour tout ôr non petit. 
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Si Q,>0, c'est-à-dire si la réaction est endothermique, on a 
9 In 
oT 
l'augmentation de la température. Par contre, pour les réactions 
exothermiques (Q,<<0) la constante d'équilibre augmente avec la 
température. D'un autre côté, l'augmentation de la constante d'équi- 
libre indique que l'équilibre chimique se déplace dans le sens in- 
verse de la formation des substances initiales (la réaction se dé- 


roule de « droite à gauche ») de telle sorte que le produit [I c?; 
augmente. Inversement, la diminution de la constante d’équilibre 
indique que l'équilibre se déplace dans le sens de la formation des 
produits de réaction. En d'autres termes, on peut formuler la règle 
suivante : le chauffage déplace l'équilibre dans le sens du proces- 
sus se déroulant d’une manière endothermique, et le refroidissement 
dans le sens du processus se déroulant d’une manière exothermique. 
Cette règle se trouve en accord parfait avec le principe de Le Chatelier. 

Pour les réactions entre gaz, l'effet thermique des réactions à 
volume constant (et à température constante) est également intéres- 
sant. Cette grandeur 8 Q, est liée d’une manière simple à la chaleur 
ôQ,. En effet, la quantité de chaleur absorbée lors du processus à 
volume constant est égale à la variation de l'énergie du système, 
entre-temps 6@Q, est la variation de la fonction thermique. Comme 
E=W-—PV, il est évident que 


6Q,=6Q,—6(PV) 
ou en substituant PV=TÈN,; et ôN,—=—v;, ôn, 


60,=60,+Tôn D v.. (105,6) 


<0, c’est-à-dire que la constante d'équilibre diminue avec 


Enfin, déterminons la variation du volume d’un mélange de 
corps réagissants par suite d’une réaction se déroulant à pression (et 
température) constante. Pour les gaz cette question est triviale, on a : 


6V—7 EN = —T ôn DRE (105,7) 


En particulier, les réactions ne changeant pas le nombre total de 
particules (Sv;=—0) se dérouleront sans changement de volume. 
Par contre, pour les réactions dans les solutions faibles, on se 


sert de la formule WE &O et en substituant (105,3) on obtient : 


9InA(P.T) 


ôV -Tôn SP 


(105,8) 
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[pour les gaz cette formule, lors de la substitution À =X PT)P-ÈS 
se réduit évidemment à la formule (105,7)|. 

Ainsi, la variation du volume lors de la réaction est liée à la 
manière dont la constante d'équilibre dépend de la pression. Tout 
comme pour la dépendance de la température, il est facile de 
conclure que l'augmentation de la pression favorise les réactions 
s'accompagnant d’une diminution de volume (c'est-à-dire qu'elle 
déplace la position de l'équilibre dans le sens requis) et que la di- 
minution de la pression favorise les réactions conduisant à une 
augmentation de volume, ce qui de nouveau est en accord parfait 
avec le principe de Le Chatelier. 


$ 106. Equilibre d'’ionisation 


Aux températures suffisamment élevées, les collisions entre 
particules du gaz peuvent conduire à leur ionisation. Cette ionisa- 
lion thermique amène l’établissement de l'équilibre thermique, 
certaines parties du nombre total de particules du gaz étant plus ou 
moins ionisées. Considérons l’ionisation thermique d'un gaz mono- 
atomique ; ce cas présente le plus d'intérêt, car lorsque l'ionisation 
apparaît, les combinaisons chimiques sont habituellement complè- 
tement dissociées. 

Du point de vue thermodynamique l'équilibre d’ionisation est 
un cas particulier de l'équilibre chimique, correspondant « aux 
réactions d'ionisation » simultanées que l'on peut écrire sous la 
forme 


Aÿ—Ay+e", As As te"... (106,1) 


où le symbole A, désigne l'atome neutre, A,, A,, .… les atomes une, 
deux... fois ionisés, e” l’électron. Appliquée à ces réactions la loi 
d'action de masse conduit au système d'équations suivant 


SL PKW(T)  (n=1, 2,...), (106,2) 


où € est la concentration des atomes neutres, c;,, c, .… les concen- 
trations des ions de diverses multiplicités, c la concentration des 
électrons (chacune de ces concentrations se détermine comme le 
rapport du nombre de particules du type donné au nombre total de 
particules, y compris les électrons). 11 faut ajouter à ces équations 
l’équation exprimant la neutralité électrique du gaz en entier : 


c= C1 + 20: + Bca +... (106,3) 


Le système d'équations (106,2-3) détermine les concentrations des 
divers ions lors de l'équilibre d'’ionisation. 
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Les constantes d'équilibre A"? peuvent être calculées sans peine. 
q eA » peuve : P 
Tous les gaz prenant part à la « réaction » (gaz d’atomes neutres, 
d'ions, d'électrons) sont monoatomiques et ont des chaleurs spé- 
pe. La D] q e. . La 
cifiques constantes égales à c,—5/2, et les constantes chimiques éga- 


les à ; , 
Pa [e(r) | 


où m est la masse de la particule du gaz donné, g le poids statistique 
de son état fondamental ; pour l’électron g=2, et pour les atomes 
et les ions g=(2L+1)(25+1) (L, S sont le moment orbital et le spin 
de l’atome ou de l'ion) !. En substituant ces valeurs dans la formule 
(104,6) on obtient l'expression suivante pour les constantes d’équi- 
libre cherchées : 


mana à À 
Ko (Ty = (EE) AE (106,4) 


Ici m est la masse de l'électron, et 7,=e,,—E€,,,_, l'énergie de la 
n-ième ionisation (7-ième potentiel d'ionisation) de l’atome. 

Le degré d'ionisation (de multiplicité donnée nr) du gaz devient 
de l’ordre de l'unité, lorsqu’au fur et à mesure de l’augmentation 
de la température la constante d'équilibre X{°=PK$" diminue et 
atteint une valeur de l’ordre de l'unité. Il est important que, malgré 
que la constante d'équilibre dépende de la température d’une ma- 
nière exponentielle, ceci est atteint non pour T—1,, mais pour des 
températures bien plus basses. La raison en est dans la petitesse du 
coefficient dans le facteur exponentiel e/»/T : en effet, la grandeur 


Ph \%A N/h\A 

T (#) TV (5) 
est en général très petite — pour 7 7, elle est de l’ordre du rapport 
du volume atomique au volume V/N rapporté à un atome. 

Ainsi, le gaz peut être notablement ionisé déjà à des tempéra- 
tures petites par rapport à l'énergie d'’ionisation. Le nombre d’ato- 
mes excités sera toutefois encore très petit, car l’énergie d’excitation 
de l’atome est en général du même ordre de grandeur que l'énergie 
d’ionisation. . 

Par contre, lorsque T est comparé à l'énergie d'ionisation, le 
gaz est déjà pratiquement ionisé. Pour des températures de l’ordre 
de grandeur de l'énergie d’arrachage du dernier électron de l'atome, 


1 Pour les raisons indiquées ci-dessous, on peut supposer que même dans un 
gaz suffisamment ionisé tous les atomes et les ions se trouvent dans l’état fonda- 
mental. 

Si l'état fondamental des atomes (ou des ions) est doté d’une structure 
fine, on suppose que 7 est grand par rapport aux intervalles de cette structure. 
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on peut supposer que le gaz n'est compusé que d'électrons et de noyaux 
dénudés. 

L'énergie 7, d’arrachage du premier électron est généralement 
nettement inférieure aux énergies suivantes /, ; ainsi, il existe un 
domaine de températures où l'on peut supposer qu'en plus des ato- 
mes neutres il n'y a dans le gaz que des ions chargés une seule fois. 
En introduisant le degré d'ionisation du gaz « comme le rapport 
du nombre des atomes ionisés au nombre total d’atomes, on a : 

(2 1—a 
Ste put Co “7 


é ‘1+a’ 


l'équation (106,2) donne alors 


1—a° » 
= PK" 
a Ko 


d'où 
au = st — , (1 06,5) 
V 1+ PK 
ce qui détermine complètement le degré d’ionisation en fonction de 


la pression et de la température (dans le domaine de températures 
considéré). 


$ 107. Equilibre par rapport à la formation de paires 


Pour des températures extrêmement élevées comparables à 
l'énergie de repos de l'électron mc? !, les collisions des particules 
dans la substance peuvent s'accompagner de la formation de paires 
électroniques (électrons et positons) ; ainsi, le nombre de particules 
devient une grandeur non donnée, à déterminer par les conditions 
d'équilibre thermique. 

La formation de paires (et leur annihilation) peut être considérée 
du point de vue thermodynamique comme une « réaction chimique » 


e*+e” =, 
où les symboles e* ete” désignent le positon et l'électron, et le sym- 
bole y un ou plusieurs quanta. Le potentiel chimique du gaz de pho- 


tons est égal à zéro ($ 60). Ainsi, la condition d'équilibre par rapport 
à la formation de paires prend la forme : 


u7 +u*=0, (107,1) 
où u” et u* sont les potentiels chimiques des gaz d'électrons et de 


1 L'énergie mc®=0,51-109 eV, ce qui correspond à une température de 
mc?/k=6:10° degrés. 
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positons. Soulignons que pu est l'expression relativiste du potentiel 
chimique qui comprend l’énergie de repos des particules (comparer 
avec $ 27) jouant un rôle important dans le processus de formation 
de paires. 

Déjà aux températures 7 mc le nombre de paires électroniques 
formées (par unité de volume) est très grand par rapport à la densité 
des électrons atomiques (voir le renvoi). Ainsi, on peut estimer 
avec une précision suffisante que le nombre d'électrons est égal 
au nombre de positons. On a alors 7 =u* et la condition (107,1) 
donne 

nu = u* =0, 


c'est-à-dire qu'à l'équilibre les potentiels chimiques des électrons 
et des positons doivent être nuls. 

Les électrons et les positons sont régis par la statistique de 
Fermi ; ainsi, leur nombre s’obtient par intégration de la distribu- 
tion (55,3) avec u=0 


NY=N- = | La 10 (107,2) 


où € est déterminé par l'expression relativiste e=cV prime. 
Pour T<£mc° ce nombre est exponentiellement petit (—e-me/T). 
Dans le cas inverse TS>mc, on peut poser e=cp et la formule (107,2) 


donne : 
+_nN-_V/T sŸ 247 
nan (R) (EF 
L'intégrale figurant ici s'exprime en fonction de la fonction & (voir 
note 2, page 193), et l’on obtient ! : 


N+=N- #0 (G)v — 0,183 (L)v. (107,3) 
2x \ñe hc 
D'une manière analogue on trouve l'énergie des gaz d'électrons 


et de positons : 
2 


+ - _VT T 3 ad TT = 
Sr a (&) es 120 (%c)° é (UE 
o 
Cette grandeur est les 7/8 de l'énergie de rayonnement noir dans le 
même volume. 


1 Pour T—mc° le volume rapporté à une particule formée est de l’ordre de 
(h/mc)s, c'est-à-dire du cube de la longueur d'onde de Compton. Ce volume est 
très petit par rapport aux dimensions atomiques [par exemple par rapport au 
cube du rayun de Bohr (k2/mc°)]. 
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Problème 


Déterminer la densité d'équilibre des électrons et des positons pour Tmc°. 
Solution. A l'aide de l'expression (46,1a) pour le potentiel chimique 
(à laquelle il faut ajouter mc?) on obtient : 


sme 
2m 
ntnT = — e . 
(a) 
où n7=N"/V, nt=N+/V sont les densités des électrons et des positons. Si rs 


est la densité initiale des électrons (en l'absence de formation de paires), n7:= 
=nt+n, et on a: 


22 T\ _2mei q 1/2 
mnt [4t(ne) L T | . 


CHAPITRE XI 


PROPRIÉTÉS DES SUBSTANCES 
AUX DENSITÉS TRÈS ÉLEVÉES 


$ 108. Equation d'état d'une substance aux densités très élevées 


L'étude des propriétés de la substance pour des densités extrè- 
mement élevées est d'un intérêt considérable. Etudions qualitati- 
vement les variations de ces propriétés au fur et à mesure de l’aug- 
mentation progressive de la densité. 

Lorsque le volume rapporté à un atome devient inférieur aux 
dimensions habituelles des atomes, ceux-ci perdent leur individua- 
lité de telle sorte que la substance se transforme en un plasma 
nucléo-électronique fortement comprimé. Si la température de la 
substance n'est pas trop élevée, la composante électronique de ce 
plasma est un gaz de Fermi dégénéré. A la fin du $ 56 nous avons 
remarqué une propriété particulière d’un tel gaz : il est d'autant 
plus parfait que la densité est plus grande. Ainsi, lorsque la subs- 
tance est suffisamment comprimée, l'interaction des électrons et 
des noyaux (et leur interaction mutuelle) devient insignifiante, de 
telle sorte que l’on peut se servir des formules d'un gaz parfait de 
Fermi. Conformément à la condition (56,9), ceci se produit lorsque 
se trouve réalisée l’inégalité 


(7e 


où n, est la densité du nombre d'électrons, m, la masse de l'électron, 
Z un certain numéro atomique moyen. On en déduit l'inégalité 
suivante pour la densité totale de la masse de la substance 


où m’ est la masse pour un électron, ainsi p=n,m'!. Pour ce qui est 


1 Dans toutes les estimations numériques de ce paragraphe, on suppose 
que le poids atomique moyen de la substance est le double de son numéro atomi- 
que moyen, ainsi »’ est le double de la masse du proton. 

Indiquons que la température de dégénérescence des électrons correspon- 
dant à une densité de la substance de p—202Z? g/cm* est de l'ordre de 108Z‘/: de- 
grés. 
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du « gaz nucléaire », par suite de la masse élevée du noyau il peut 
être loin de la dégénérescence, mais sa contribution, par exemple 
dans la pression de la substance, est en tout cas insignifiante par 
rapport à la pression du gaz électronique. 

Ainsi, les grandeurs thermodynamiques de la substance, dans 
les conditions considérées, se déterminent par les formules obtenues 
au $ 56, appliquées à la composante électronique. Dans le cas par- 
ticulier de la pression, on a ! : 


Ga) e / p \sss ne 
p= (£) (108,2) 
La condition pour la densité (108,1) conduit, pour la pression, à 
l'inégalité numérique suivante : P5>5- 1087"; atm. 

Dans les formules que nous avons écrites le gaz électronique est 
supposé non relativiste. Ceci est vrai lorsque l’impulsion limite de 
Fermi p, est petite par rapport à mc (voir $ 58), ce qui conduit aux 
inégalités numériques suivantes : 


p<€2-105 g/cm°, P<1017 atm. 


Lorsque la densité et la pression deviennent comparables aux va- 
leurs indiquées, le gaz électronique devient relativiste, et lorsque 
sont réalisées les inégalités inverses, il sera ultrarelativiste. Dans 
ce dernier cas, l'équation d'état de la substance se détermine par la 
formule (58,4), conformément à laquelle on a : 


pie (eV, (408,3) 


Une augmentation ultérieure de la densité conduit à des états 
pour lesquels les réactions nucléaires où il y a « accrochage » des 
électrons par les noyaux (avec émission simultanée de neutrino) 
sont avantageuses du point de vue thermodynamique. Par suite de 
cette réaction, la charge du noyau diminue (à poids inchangé), ce 
qui conduit en général à une diminution de l'énergie de liaison du 
noyau, c’est-à-dire à une diminution du défaut de masse. Le non- 
avantage énergétique d’un tel processus pour des densités suffisam- 


1 Cette expression est le premier terme du développement suivant les puis- 
meet \5 ; 

sances de l'inverse de la densité [le paramètre petit étant} es , mais un 
critère de petitesse plus précis doit dépendre également de Z]. A l'approxima- 
tion suivante, contenant une puissance supplémentaire de p—""*, la contribution 
à l'énergie du plasma est donnée par l'interaction électrique des électrons et des 
noyaux. Cetteénergie est minimale pee les noyaux sont disposés d'une manière 
ordonnée, c'est-à-dire que les noyaux forment un « réseau cristallin s. Pour les 
calculs des corrections correspondantes de l'équation d'état voir A. Abri- 
kosso v.Journ. Phys. U.R.S.S. 39, 1797 (1960). 
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ment grandes de la substance est largement compensé par une dimi- 
nulion de l’énergie du gaz électronique dégénéré par suite de la di- 
minution du nombre d'électrons. 

On peut sans aucune difficulté écrire les conditions thermodyna- 
miques d'« équilibre chimique » de la réaction nucléaire décrite, 
celle-ci peut être écrite symboliquement sous la forme de l'égalité 
suivante : 


Az +e”— Az 1+v, 


où Az désigne un noyau de poids A et de charge Z ; e” est l’électron 
et v le neutrino. Les neutrinos ne sont pas arrêtés par la substance 
et quittent le corps ; un tel processus doit conduire au refroidis- 
sement continu du corps. C'est pourquoi l'équilibre thermique dans 
ces conditions n'a de sens que si la température de la substance est 
égale à zéro. Le potentiel chimique du neutrino ne doit alors pas 
entrer dans l'équation d'équilibre. Le potentiel chimique des noyaux 
est essentiellement déterminé par leur énergie interne que nous dé- 
signerons par —£a,z (la grandeur positive æ&1,7 est généralement 
appelée énergie de liaison). Enfin, désignons par u,(n,) le potentiel 
chimique du gaz électronique en fonction de la densité n, du nombre 
de particules de ce gaz. La condition d'équilibre chimique s’écrira 
alors sous la forme —e1,z+u(r.)—=—EA1,z-, ou, en introduisant la dé- 
signation EA,z—EA.z-1=AÀ, On a: 


ue (n.)=A. 


En utilisant la formule (58,2) pour le potentiel chimique d'un gaz 
ultrarelativiste dégénéré, on obtient : 


A3 


n, = nt(ch) . (108,4) 


Ainsi, la condition d'équilibre conduit à une certaine valeur 
constante de la densité électronique. Ceci veut dire que, lors d’une 
augmentation progressive de la densité de la substance, la réaction 
nucléaire considérée commencera lorsque la densité électronique 
atteindra la valeur (108,4). Lors d’une compression ultérieure de la 
subslance, un nombre de plus en plus grand de noyaux « attrapent » 
un électron, de telle sorte que le nombre total d'électrons diminuera, 
mais leur densité restera inchangée. En plus de la densité électro- 
nique, la pression de la substance restera également constante ; 
cette pression restera essentiellement déterminée par la pression 
du gaz électronique ; ainsi la substitution de (108,4) dans (108,3) 
donnera 

At 
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Ceci se produira jusqu'à ce que tous les noyaux n’« altrapent » un 
électron. 

Pour des densités et des pressions encore plus grandes, les noyaux 
continueront à acquérir des électrons, ce qui s'accompagnera de la 
diminution de la charge des noyaux. En fin de compte, les noyaux 
contenant trop de neutrons deviendront instables et se désintégre- 
ront. Pour la densité p—3:101! g/cmÿ (et la pression P<10°* atm) 
lenombrede neutrons dominera celui d’électrons. et pour p— 10! g/cm* 
les neutrons commenceront également à dominer par la pression 
créée. Ici commence le domaine des densités pour lesquelles la sub- 
stance peut être considérée essentiellement comme un gaz de Fermi 
dégénéré de neutrons avec addition d'électrons et de noyaux divers, 
dont les concentrations se déterminent par les conditions d'équilibre 
des réactions nucléaires correspondantes. L'équation d'état de la 
substance dans ce domaine est 

D a 2, oi] 
pr e,. (108,6) 


D “ia 
mn, 


où m, est la masse du neutron. 

Enfin, pour des densités telles que pŸ>-6-101* g/cm', le gaz de 
neutrons dégénéré deviendra ultrarelativiste, et l'équation d'état 
sera déterminée par la formule 


p-Ei(2)". (108,7) 
my 

I ne faut cependant pas oublier que, pour des densités de l’ordre 
de la densité de la substance des noyaux, les forces nucléaires spécifi- 
ques deviennent importantes (interaction forte des nucléons). Dans ce 
domaine des valeurs de la densité la formule (108,7) ne peut avoir 
qu'un sens qualitatif. L'état actuel de nos connaissances des inter- 
actions fortes ne nous permet pas non plus de tirer des conclu- 
sions exactes quant à l’état de la substance pour des densités bien 
supérieures à celle des noyaux. Remarquons simplement que, dans 
ce domaine, il faut s'attendre à l’apparition d’autres particules en 
plus des neutrons. Puisque les particules de chaque espèce remplis- 
sent leur propre série d'états, la transformation des neutrons en d’au- 
tres particules peut être avantageuse du point de vue thermodyna- 
mique vu la diminution de l'énergie limite de la distribution de 
Fermi des neutrons. 


$ 109. Equilibre des corps de masse importante 


Considérons un corps de très grande masse, dont les parties sont 
maintenues ensemble par les forces d'attraction gravitationnelle. 
Nous connaissons des corps de très grande masse tels que les étoiles 
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qui rayonnent incessamment de l'énergie et ne se trouvent, en aucune 
sorte, en état d’équilibre thermique. Cependant, l'étude des corps 
de masse importante à l'équilibre est d’un grand intérêt de principe. 
Nous allons négliger l'influence de la température sur l'équation 
d'état, c'est-à-dire que nous allons considérer un corps au zéro ab- 
solu (corps « froid »). Puisque, dans les conditions réelles, la tem pé- 
rature de la surface extérieure est bien inférieure à la température 
interne, l'étude d’un corps ayant une température constante diffé- 
rente de zéro est en tout cas dénuée du sens physique. 

Nous allons maintenant supposer que le corps ne tourne pas ; 
dans ce cas, à l'équilibre, il sera sphérique et la distribution des 
densités y sera de symétrie centrale. 

Nous déterminerons de la manière suivante la distribution d’équi- 
libre des densités du corps (ainsi que de ses autres grandeurs ther- 
modynamiques). Le potentiel gravitationnel de Newton satisfait 
à l'équation différentielle suivante : 


Ag = 4nGp, 


où p est la densité de la substance, G la constante gravitationnelle ; 
dans le cas de la symétrie centrale nous avons : 

1 d d@\ _ 

sata) = 4nGp. (409,1) 
De plus, à l’équilibre thermique, la condition (25,2) doit être rem- 


plie ; dans le champ de gravitation l'énergie potentielle des parti- 
cules de masse m' est m'@, on a ainsi : 


+ m'p= const, (109,2) 


où m’ est la masse d’une particule du corps, nous omettrons de plus 
l'indice zéro du potentiel chimique de la substance en l'absence de 
champ. En exprimant @ en fonction deu pris dans (109,2) et en sub- 
stituant dans l'équation (109,1), on peut écrire cette dernière sous 
la forme : 


1 d'f odp\ ’ 
gl œ) = — hnm'Gp. (109,3) 


Il est évident que lors de l'augmentation de la masse du corps 
en gravitation, sa densité moyenne augmente (cette circonstance 
sera confirmée par les calculs ci-dessous). Ainsi, lorsque la masse 
totale M est suffisamment grande, on peut, conformément à ce qui a 
été exposé au paragraphe précédent, considérer la substance du corps 
comme un gaz de Fermi électronique dégénéré, d’abord non relati- 
visle, puis, pour des masses encore plus grandes, relativiste. 
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Le potentiel chimique d'un gaz électronique non relativiste dégé- 
néré est lié à la densité du corps p par l'égalité 


DER he 109 
h en 2 me m'°/s p ( ,4) 
{la formule (56,3) dans laquelle on a substitué p=m'N/V, m' étant 
la masse rapportée à un électron, m, la masse électronique]. En ex- 
primant p en fonction de pu et en substituant dans (109,3), on obtient 
l'équation suivante ! 


1 d 4h : ; 2'hml1m"2G 
æg (7 R)= — pu fa, D (109,5) 


Les solutions de cette équation, ayant un sens physique, ne doivent 
pas avoir de singularité à l’origine des coordon nées : u—>-const pour 
r—0. Ceci conduit automatiquement à la condition suivante pour la 
dérivée premiére : 


dE 0 pour r=0, (109,6) 


directement de l'équation (109,5), après intégration sur dr, on ob- 
tient : 


1 ]lest facile de voir que pour un gaz électriquement neutre, composé d'élec- 
trons et de noyaux atomiques, la condition de peut ètre écrite sous 
la forme qu?) avec le potentiel chimique des électrons pour p et la masse 
rapportée à un électron pour m'. En effet, pour trouver cette condition d'équi- 
libre ($ 25), on considère le transport d'une quantité infiniment petite de subs- 
tance d’un endroit à un autre. Mais dans un gaz composé de particules chargées 
des deux signes, on doit se représenter un tel transport comme le transport d'une 
certaine quantité de substance neutre (c'est-à-dire d'électrons et de noyaux en- 
semble). La séparation des charges des deux signes n’est pas avantageuse du 
point de vue énergétique, par suite de l'apparition de champs électriques très 
intenses. Nous obtiendrons ainsi la condition d'équilibre sous la forme 


Hnoy +Zta + (Moy + Zma)p =0 


(Z électrons correspondent à un noyau). Par suite de la très grande masse des 
noyaux (par rapport à la masse des électrons) leur potentiel chimique est très 
petit par rapport à p4,. En négligeantu,., et en divisant l'équation par Z, on 
obtient 

hu +m'p=0. 


Si l'on suppose que le poids atomique des noyaux est à ur près le double 
de leur numéro, on peut supposer que m’ est égale au double de la masse du pro- 
ton (m'=2m,). 
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On peut obtenir Loute une série de résultats intéressants en ap- 
pliquant simplement à l’équation (109,5) des considérations de di- 
mensionnement. Les solutions de l’équation (109,5) ne contiennent 
que deux paramètres constants : la constante À et, par exemple, le 
rayon du corps À qui détermine d’une manière univoque, lorsqu'on 
se le donne, le choix de la solution. De ces deux grandeurs on ne 
peut former qu’une seule grandeur ayant la dimension d’une lon- 
gueur ; c’est le rayon R, et une grandeur ayant la dimension d'une 
énergie 1/A2R1 (la constante à a la dimension cm *-erg—":). Il est 
ainsi évident que la fonction u(r) doit avoir la forme suivante : 


HO =pm f(x) (109,7) 


où f est une certaine fonction ne dépendant que du rapport sans 


dimensions F- Comme la densité p est proportionnelle à p'4, la 


distribution de la densité a la forme suivante : 
const r 
p()= ( Fr) 


Ainsi, lorsque les dimensions de la sphère varient, la distribution 
de la densité dans la sphère change d’une manière analogue, la den- 
sité dans de tels points variant comme l'inverse de RS. En particu- 
lier, la densité moyenne de la sphère sera simplement inversement 
proportionnelle à ÆR°: 

. 1 

pp K° 
Quant à la masse totale M du corps, elle est, par conséquent, inver- 
sement proportionnelle au cube du rayon : 


1 
M Ps b 
Ces deux relations peuvent également être écrites sous la forme 
RHM-'":, pM!. (109,8) 


Ainsi, les dimensions d'une sphère en équilibre sont inversement 
proportionnelles à la racine cubique de sa masse totale, et la densité 
moyenne cest proportionnelle au carré de la masse. Ceci confirme 
l'hypothèse faile ci-dessus selon laquelle la densité du corps en 
gravilation augmente avec sa masse. 

Le fait qu'une sphère en gravitation composée d'un gaz de Fermi 
dégénéré non relaliviste peut se trouver en équilibre pour n'importe 
quelle valeur de la masse totale M, aurait pu être remarqué plus 
tôl. en partant des considérations qualitatives suivantes. L'énergie 
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cinétique totale des particules d'un tel gaz est proportionnelle à 
N(NiV}ÿ: [voir (56,6)] ou, ce qui est la même chose, à M°/:/R!?, 


quant à l'énergie gravitationnelle du gaz elle est négative et pro- 
2 


portionnelle à À. La somme de deux expressions de ce type peut 


avoir un minimum en fonction de R pour tout M, au point du mini- 
mum on a RM". 
En substituant (109,7) dans (109,5) et en introduisant la variable 


sans dimensions E=—, on trouve que la fonction f(E) satisfait à 
l'équation ne 
od 3 
GX (ee 4) = —fh (109,9) 
avec les conditions aux limites suivantes : f’(0)=0, f(1)=0. Cette 


équation ne peut être résolue sous forme analytique et doit faire 
l'objet d'une intégration numérique. Indiquons que 


(0) —178,2, f'(1)= —132,4. 
Ces valeurs numériques permettent de déterminer facilement la 


valeur de la constante MR3. En multipliant l'équation (109,1) 
par r‘dr et en intégrant de zéro à R on obtient : 


_ p2dp ___ RS du = f' (1) 
GM = r=R ou 7 m' dr razkR 2 m'ARS , 
d'où! 
MRS=91,9 = (109,10) 
€ 


Enfin, pour le rapport de la densité centrale p(0) à la densité moyenne 
p=3M/4nR3, on obtient : 


eo se £ 0 = 5,90. (109,11) 


Sur la figure 51 (courbe 1), on a représenté le graphique du rap- 
port p(r)/p(0) en fonction de es 


1 Dans le paragraphe précédent nous avons vu que la substance peut être 
considérée comme un gaz électronique non relativiste dégénéré à des densités 
pS20Zg/cm3. Si cette inégalité est réalisée pour les densités moyennes de la 
sphère considérée, on trouve la condition suivante pour la masse : 


MS5.10-57 0, 
où O=2:10% g est la masse du Soleil, m’ le double de la masse du proton. Ces 


masses correspondent à des rayons inférieurs à 5-104Z"/ km. 
Indiquons à titre d’information que pour m°'=2 m,, on a 


MR3=1,40-.108 g-cmÿ, 
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Passons maintenant à l’étude de l’équilibre d’une sphère composée 
d’un gaz électronique ultrarelativiste dégénéré. L'énergie cinétique 
1 
totale des particules d’un tel gaz est proportionnelle à N(?-) a [voir 
…. M“ 5 : UE 
(58,3)], autrement dit à 7 * ; l'énergie gravitationnelle, elle, est 


proportionnelle à Ainsi, ces deux grandeurs dépendent de R 


Re 
OT 02 03 804 05 06 07 08 809 1,08 
Fig. 51 


de la même façon et leur somme sera également de la forme const. R”1. 
11 s'ensuit que le corps ne peut jamais se trouver en équilibre : si 
const>=>0, le corps tendra à se dilater (jusqu’à ce que le gaz ne de- 
vienne non relativiste) ; au contraire, si const<£0, la diminution 
de l'énergie totale correspondra à R—+-0, c’est-à-dire que le corps se 
comprimera sans limites. Seulement, dans le cas particulier où 
const=0, le corps se trouvera en équilibre, cet équilibre sera indiffé- 
rent pour des valeurs de R arbitraires. 

Ces considérations qualitatives se trouvent être confirmées par 
une analyse quantitative précise. Le potentiel chimique du gaz 
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relativiste considéré est lié à la densité [voir (58,2)] par la relation 


n= (Br) ohc( 2)". (109,12) 
Au lieu de l'équation (109,5), on obtient maintenant 
1 df edu\ _4Gm'® 
Fa (eR)= M er GOSSES 


Comme À a maintenant la dimension erg”*-cm *, on trouve que le 
potentiel chimique considéré comme une fonction de r doit avoir 
la forme 


not fr) (109,14) 


et la distribution de la densité doit être 
const 
p (r )=—> A3 F(F). 


Ainsi, la densité moyenne sera maintenant inversement propor- 


tionnelle à R%, et la masse totale MR%p une constante ne dépen- 
dant pas des dimensions : 


ps, Mæconst=M. (109,15) 


M, est l’unique valeur de la masse pour laquelle l’équilibre est pos- 
sible ; pour M>M, le corps tendra à se comprimer d’une manière 
illimitée, et pour M<M, il se dilatera. 

Pour le calcul exact de la « masse critique » M,. il est indispen- 
sable d’effectuer l'intégration numérique de l'équation 


BR (F a = —F. f(0)=0, f(1)=0, (109,16) 


à laquelle doit satisfaire la fonction /(£) de (109,14). On obtient 
maintenant 


f(0)—6,897, f’(1) = —2,018. 
Pour la masse totale, on trouve : 


24 
GM, = R° . 


r=R— mVi° 


M, =>: (E)". (109,17) 
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En posant m' égal au double de la masse du proton, on obtient M,=— 
=1,450. Enfin, le rapport de la densité centrale à la densité moyenne 
sera égal à 


Fe 37 (D 


Sur la figure 51 (courbe 2), on trouvera le graphique donnant p(r)/p(0) 
dans le cas ultrarelativiste en fonction de r//?. 


0 4 6 8 10 12 


Fig. 52 


Les résultats obtenus pour la relation entre la masse et le rayon 
d’un corps sphérique « froid » à l'équilibre peuvent être représentés, 
dans tout le domaine des variations de À, sous la forme d’une courbe 
unique donnant M=M(R). Pour des valeurs de R grandes (donc des 
densités faibles du corps), le gaz électronique peut être considéré 
comme non relativiste, et la fonction M(R) décroît comme MR"3. 
Pour des R suffisamment petits, la densité est si grande qu’on se 
trouve en présence du cas ultrarelativiste, et la fonction M(R) à une 
valeur presque constante (égale à M,) [en toute rigueur, M(R)-M, 
pour R—+0]. Sur la figure 52, on trouvera la courbe M—=M(R) cal- 


ÉQUILIBRE DES CORPS DE MASSE IMPORTANTE 405 


culée pour m'—2m, '. [1 faut remarquer que la valeur limite 1,450 
n'est atteinte que très progressivement ; ceci est lié à ce que la den- 
sité décroît rapidement au fur et à mesure que l'on s'éloigne du 
centre du corps ; donc, au voisinage du centre le gaz peut déjà être 
ultrarelativiste tout en étant non relativiste dans une partie impor- 
tante du volume du corps. Remarquons également que le début de 
la courbe (R trop petits) n'a pas de sens physique réel. En effet, 
pour des rayons suffisamment petits, la densité deviendra tellement 
grande que des réactions nucléaires se produiront dans la substance. 
La pression augmentera alors, avec l’augmentation de la densité, 
plus lentement que p‘*, mais pour une telle équation d'état aucun 
équilibre n'est possible *. 

Enfin, cette courbe perd également son sens pour des valeurs 
trop grandes de R (et des M petits) ; comme nous l'avons déjà men- 
tionné (voir note, page 401), dans ce domaine, l’équation d'état 
que nous avons utilisée n'est plus applicable. [1 faut indiquer à 
ce propos qu'il y a une limite supérieure des dimensions que peut 
avoir un corps « froid ». En effet, à de grandes dimensions du corps 
correspondent, sur la courbe de la figure 52, des masses petites et 
une densité petite de la substance. Mais pour des densités suffisam- 
ment petites, la substance se trouvera dans un état « atomique » 
ordinaire et, pour des températures basses qui nous intéressent, 
elle sera solide. Les dimensions du corps formé par une telle subs- 
tance diminueront évidemment lors d’une diminution ultérieure 
de sa masse, comme on peut le voir sur la figure 52. La courbe réelle 
R=R(M) doit, par conséquent, avoir un maximum pour une cer- 
taine valeur de M. 

L'ordre de grandeur de la valeur maximale du rayon se déter- 
mine facilement si l’on remarque qu'il doit correspondre à la den- 
sité pour laquelle l'interaction des électrons avec les noyaux devient 
importante, c'est-à-dire pour 


2\3 
p- (LE) m7 
1 On construit la partie intermédiaire de la courbe par intégration numé- 


rique de l'équation (109,3), avec une équation exacte pour l’état du gaz dégénéré, 
c'est-à-dire avec un potentiel chimique lié à la densité par la relation 


Em am (Rs) 
PT ets Po ets (E mie) L 


où p, est l'impulsion limite de Fermi. 

# Si le potentiel chimique est proportionnel à une certaine puissance de 
la densité fa (et Pcop"+1), l'énergie interne du corps est proportionnelle à 
Vp"+1ou M"+1/R3% ; l'énergie gravitationnelle, elle, reste comme précédemment 


proportionnelle à + Il est facile de voir que, pour n< + la somme de deux 


expressions semblables en fonction de R a bien un extremum, mais cet extre- 
mum est un maximum et non un minimum. 
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voir (108,1)1. En utilisant cette relation et l'égalité (109,10) on 
obtient 


fe : "h 
© à à 8 
Ronax G'em,m'Z'" ” m'£'!s km (109,18) 


$ 110. Energie d’un corps en gravitation 


L'énergie potentielle gravitationnelle du corps £;r se détermine, 
comme on sait, par l'intégrale 


En =3 (pq, (110,1) 


prise sur tout le volume du corps. Cependant, il nous sera plus 
commode de partir d’une autre représentation de cette grandeur, 
que l’on peut obtenir de la manière suivante. En effet, supposons 
que le corps « se compose » d’une substance « apportée » peu à peu 
de l'infini. Soit Af(r) la masse de la substance enfermée à l’inté- 
rieur de la sphère de rayon r. Supposons que la masse M{(r) avec un 
certain r est déjà « apportée » de l'infini, le travail indispensable 
pour « apporter » une masse supplémentaire dM(r) est alors égal à 
l'énergie potentielle de cette masse (distribuée sous la forme d’une 
couche sphérique de rayon r et d'épaisseur dr) dans un champ de 
masse M(r), c’est-à-dire 
__GM(r)dM (r) 


r 


Donc, l'énergie gravitationnelle totale de la sphère de rayon R est 


M dM 
E,=—6 ("00 | (110,2) 


En différentiant la condition d'équilibre (109,2), on obtient : 
dP ,dp 
vT tm 7 =0 
[on doit dériver à température constante, (35) =v est le volume 
T 
rapporté à une particule'. La dérivée + est la force de gravi- 
lation agissant sur l'unité de masse à une distance r du centre ; 


s 


elle est égale à — GM(r)/r°. En introduisant la densité p=—, on 
obtient 
SJ (110,3) 
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GM(r)_ rdP 
Fr pr 


Conformément à cette égalité, on substitue — dans 


(110, 2), quant à dM(r), nous l’écrirons sous la forme p(r)-Axr° dr; 
ainsi 


R 
dP 
E=4n (© dr, 
(1 


enfin en intégrant par parties [en lenant compte de ce que sur la 
surface du corps P(R)=0 et que r°P—0 pour r—0]| il vient : 


R 


E=— 12n | Pre dr, 


ou finalement 
E.=—3\Pdv. (110,4) 


Ainsi, l'énergie gravitationnelle d’un corps en équilibre peut être 
exprimée sous la forme de l'intégrale de sa pression sur le volume. 

Appliquons cette formule aux corps, composés d'un gaz de Fermi 
dégénéré, étudiés au paragraphe précédent. Effectuons le calcul 
dans la forme générale, en supposant que le potentiel chimique de la 
substance est proportionnel à une certaine puissance de sa densité : 


; u=Kp". (110,5) 
Puisque du=v dP=dP, on trouve pour la pression 
K 
he 09 


Al équilibre, +g=const, la constante du membre de droite 
de l’égalité n’est rien d’autre que le potentiel sur la limite du corps, 
où u s’annule ; ce potentiel est égal à — IM=M(R) étant la 
masse totale du corps], on peut donc écrire : 

_ __H __GM 
RE ur 


Substituons cette expression dans l'intégrale (110,1) déterminant 
l'énergie gravitationnelle ; en utilisant les formules (110,5-6) on 
trouve 


= fotav See (par de. 
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Enfin, en exprimant l’intégrale du membre de droite en fonction de 
Ex, conformément à (110,4), on obtient : 


n+1 GM: 
Ex = Gr Ex 2R ? 
d'où l'on a finalement 
3n GM? = 
Er GTR (ADI 

Ainsi, l'énergie gravitationnelle du corps peut être exprimée 
au moyen d’une formule très simple en fonction de sa masse totale 
et de son rayon. 

Une formule analogue peut être obtenue également pour l'énergie 
thermique interne du corps ÆE. L'énergie interne rapportée à une 
particule est égale à u—Pv (à température et entropie nulles) ; 
ainsi, l'énergie rapportée à l'unité de volume est : 


1 
—(u—Pr)=#È—p, 


ou, en y substituant (110,5) et (110,6) : 


Aussi, l'énergie thermique interne de tout le corps sera 


1 1 1 GM: 
E=+(PpaV= LE = 2 (110,8) 
Enfin, l'énergie totale du corps est 
A 3n—1 GM° 
E=E+E, =. (110,9) 
Pour un gaz non relativiste dégénéré, on a n=+., ainsi ! 
6 GM: 3 GM® x 3 GM? ENS 
E,=—--—, Er, E=— 75. (110,10) 
Dans le cas ultrarelativiste, on a n=+. ainsi 
3 GM!? 
E,=—E=-s—, E,=0. (110,11) 


L'énergie totale est alors égale à zéro conformément aux considé- 
rations qualitatives faites au paragraphe précédent sur l'équilibre 
d’un tel corps. 

1 Remarquons que, dans ce cas, 2£=—Eygr, conformément au théorème du 


viriel bien connu en mécanique, appliqué à un système de particules interagis- 
sant selon la loi de Newton (voir « Mécanique », $ 10). 
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8 111. Equilibre d’une sphère « neutronique» 


Pour les corps de masse importante il y a deux possibilités d’équi- 
libre. L'une d'elles correspond à l'état nucléo-électronique de la 
substance, tout comme nous l'avons supposé dans les évaluations 
numériques du $ 109, et l’autre à l’état « neutronique » de la subs- 
tance, dans lequel presque tous les électrons sont attrapés par les 
protons et la substance peut donc être considérée comme un gaz 
neutronique. Pour des masses suffisamment grandes du corps la 
seconde possibilité doit en tout cas être plus avantageuse du point 
de vue thermodynamique que la première. Bien que la transformation 
des noyaux et des électrons en neutrons libres soit liée à une dépense 
importante d'énergie, pour une masse totale du corps suffisamment 
grande, cette dépense sera largement compensée par l'énergie gra- 
vitationnelle libérée, celle-ci étant liée à une diminution des di- 
mensions et une augmentation de la densité du corps (voir ci-dessous). 

Arrêtons-nous avant tout sur la question de savoir dans quelles 
conditions l’état neutronique du corps peut correspondre à un équi- 
libre thermodynamique quelconque (même métastable). Pour ceci 
partons des conditions d’équilibre : 


u+m,g=—=const, 


où u est le potentiel chimique (potentiel thermodynamique rapporté 
à un neutron), m, la masse du neutron, q le potentiel gravitationnel. 

Puisque, sur la surface du corps, la pression doit être nulle, il 
est évident que, dans une certaine couche extérieure, ia pression 
et la densité de la substance seront peu importantes et, par consé- 
quent, la substance se trouvera dans l’état nucléo-électronique.Bien 
que l'épaisseur d’une telle « couche » puisse se trouver être compa- 
rable avec le rayon du « noyau » neutronique dense interne, par 
suite de ce que la densité de cette couche est bien inférieure, on peut 
supposer que sa masse totale est petite par rapport à la masse du 
noyau !. 

Comparons les valeurs de u+m,p aux deux endroits : dans le 
noyau dense au voisinage de la limite et au voisinage de la limite 
externe de la couche. Le potentiel gravitationnel en ces points peut 
être pris égal à _ et à . ,où Ret R'sont les rayons du noyau 
et de la couche, et M la masse du noyau, coïncidant dans notre ap- 
proximation avec la masse totale du corps. Pour ce qui est du po- 
tentiel chimique, dans les deux cas, il se détermine essentiellement 
par l'énergie interne (énergie de liaison) des particules correspon- 
dantes, grande par rapport à leur énergie thermique. Ainsi, 


1 JLest évident qu’il n’y a pas de limite brusque entre le « noyau » et la 
« couche », et on peut passer d'une manière continue de l'un à l'autre. 
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la différence des deux potentiels chimiques peut être prise simple- 
ment égale à la différence de l'énergie de repos de l'atome neutre 
par unité de poids atomique (c'est-à-dire du noyau et de Z électrons) 
et de l'énergie de repos du neutron ; désignons cette grandeur par A !. 
Ainsi, en égalant les valeurs de p+m,g aux deux endroits considé- 
rés, on obtient : 
1 1 
m,MG (+7) = À, 

On voit ainsi que, quel que soit le rayon R”, la masse et le rayon du 
noyau neutronique doivent satisfaire à l’inégalité suivante 


MC À. (141,2) 


D'un autre côté, en appliquant les résultats du $ 109 à un corps 
sphérique formé par un gaz neutronique dégénéré (non relativiste), 
on trouve que M et À sont liés par la relation 


MRS 91,9 À 7,2.10% g-cm° (111,2) 
Gima 

{la formule (109,10) dans laquelle il faut remplacer m, et m’ par m,]. 
En exprimant maintenant M en fonction de À, et en substituant 
dans (111,1), on obtient une inégalité pour M. Numériquement 


ceci donne : 
M> =0,20. 


Ainsi, en prenant la valeur de A pour l'oxygène, on obtient M>0,170, 
pour le fer M>0,18O. A de telles masses correspondent des rayons 
R<26 km. 

L'inégalité obtenue détermine la limite inférieure de la masse, 
au-delà de laquelle l’état « neutronique » du corps ne peut être 
stable. Ceci n’assure cependant pas l'équilibre complet de l’état, 
qui peut se trouver mélastable. Pour déterminer les limites des 
états métastables, il faut comparer les énergies totales du corps 
dans les deux états : neutronique et nucléo-électronique. D'un 
côté, le passage de toute la masse M de l’état nucléo-électronique 
dans l’état neutronique exige une dépense d'énergie égale à 


ceci pour compenser l'énergie de liaison des noyaux. D'un autre 
côlé, il y aura libération d'énergie par suite de la compression du 


1 A/c® n'est rien d'autre que la différence des « coefficients d'assemblage » 
du noyau et du neutron, multipliée par l'unité de masse nucléaire. 
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corps ; conformément à la formule (110,10) ce gain d'énergie sera 
égal à 

3GM° / 1 1 

(Re 
où R, est le rayon du corps dans l'état neutronique, déterminé 
par la formule (111,2), et À, le rayon du corps dans l'état nucléo- 
électronique, déterminé par la formule (109,10). Puisque RSR, 
on peut négliger la grandeur 1/R,, et nous obtenons la condition 
suivante qui assure la stabilité complète de l'état neutronique du 
corps (nous omettons l'indice de R,) : 


3CMm, 
TR > A. (111,3) 


En comparant cette condition avec la condition (111,1) et en 
tenant compte de (111,2), on voit que la limite inférieure de la 
masse déterminée par l'inégalité (111,3) est (7/3)"/—1,89 fois supé- 
rieure à celle qui serait obtenue à partir de (111,2). Numériquement, 
fa limite de métastabilité de l’état neutronique correspond ainsi 
à la masse 


M =}, O 


(et au rayon Ræ22 km). 

Passons maintenant à l'étude de la limite supérieure des valeurs 
de la masse, pour lesquelles le corps « neutronique » peut se trouver 
en équilibre. Si l'on avait appliqué les résultats du $ 109 [formule 
(109,17) avec m, au lieu de m’], on aurait obtenu pour cette limite 
la valeur 6O. En réalité, cependant, ces résultats ne sont pas appli- 
cables au cas présent, ceci pour la raison suivante. Dans un gaz 
relativiste neutronique, l’énergie cinétique des particules est du 
même ordre ou supérieure à l’énergie de repos ©. Par suite, la théorie 
de la gravitation de Newton devient inapplicable et les calculs 
doivent être effectués à partir de la théorie de la relativité générale. 
On verra ci-dessous que le cas ultrarelativiste ne pourra en aucun 
cas être atteint ; aussi les calculs doivent être effectués à l’aide de 
l'équation d'état exacte d’un gaz de Fermi dégénéré (équation para- 
métrique introduite au problème 3 du $ 58). 


1 Par suite, la densité moyenne du corps est alors égale à 1,4-1018 g/cm®, 
de telle sorte que le gaz neutronique peut encore réellement être considéré comme 
non relativiste, et [l'on peut encore appliquer les formules utilisées. 

2 Par contre, dans un gaz relativisie électronique, l'énergie cinétique des 
particules est comparable avec l'énergie de repos des électrons, mais elle reste 
encore inférieure à l’énergie de repos des noyaux représentant la masse essen- 
tielle de la substance. 
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Le calcul s'effectue au moyen de l'intégration numérique des 
équations du champ de gravitation statique à symétrie centrale et 
conduit aux résultats suivants !. 

La valeur limite de la masse d’une sphère neutronique en équi- 
libre n’est égale qu'à M,,,,=0,76O, cette valeur étant atteinte pour 
un rayon fini (égal à R,,;,—9.42 km) ; la figure 53 donne la masse M 


Mo) 


PPINET IT 
THERE 
CORTE 
ÉTÉ 


8 72 16 20 24 28 32 
Rin R (km) 


Fig. 53 


88 
Max 


a6 


d4 


g2 


en fonction du rayon À. Ainsi, il ne peut exister de sphères neutro- 
niques stables de masse supérieure ct de rayon inférieur. 11 faut in- 
diquer que, par masse M, on entend ici le produit M=Nm,, où N 
est le nombre total de particules (neutrons) de la sphère. Cette 
grandeur ne coïncide pas avec la masse gravitationnelle du corps 
Ma déterminant le champ de gravitation qu'il crée autour de lui. 
Par suite du « défaut de masse gravitationnel », dans les états sta- 
bles, on a toujours M,.<<M (en particulier pour R=R,1Mgr=0,95M)°. 

Il s’agit de savoir quel sera le comportement d’un corps sphé- 
rique dont la masse dépasse M... Il est d'avance évident qu’un tel 
corps doit se comprimer infiniment (collapse gravitationnel). Pour 
trouver le caractère et la marche d’un tel processus, il faut étudier 
les solutions non stationnaires des équations de gravitation. Cette 


1 Pour le calcul détaillé voir J. Oppenheimer, G. Volkoff, 
Phys. Rev. 55, 374 (1939). 

2 Le point R=Rh;, sur la figure 53 est en réalité le point de maximum de 
la courbe M—M(R). Cette courbe se prolonge au-delà de ce maximum sous la 
forme d’une spirale s'approchant asymptotiquement d’un certain centre. La 
densité au centre de la sphère se trouve être le paramètre augmentant d'une ma- 
nière monotone le long de toute la courbe, elle tend vers l'infini pour une sphère 
correspondant au point limite de la spirale (voir N.Dmitriev,S.Kholi- 
ne, Questions de Cosmogonie, 1. 9, 1963). Toute la partie de la courbe pour la- 
quelle R <Rajn ne correspond cependant pas à un état stable de la sphère. 
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étude ne peut être effectuée sous une forme analytique que pour 
le cas simple d'une matière poussiéreuse — équation d'état P—0. 
Bien qu’une telle description de la substance ne soit évidemment 
pas adéquate pour les derniers états de compression, néanmoins la 
solution de ce problème donne certainement une représentation 
exacte du caractère du processus également dans le cas général de 
l'équation d’état exacte. Il se trouve que, du point de vue d’un 
observateur éloigné (système de référence galiléen à l'infini), la 
sphère se comprime de telle sorte que son rayon tend asympto- 
tiquement, pour t—o, vers la valeur 2M4,,G/c (rayon gravita- 
tionnel du corps). Dans le système de référence en comouvement 
avec la matière, au temps infini d’un observateur externe correspond 
un moment propre fini, au-delà duquel la substance continue à « tom- 
ber » et atteint le centre de nouveau pour un intervalle fini de temps 
propre !. 

Il faut remarquer que la possibilité de principe du collapse gra- 
vitationnel, qui est inévitable pour MA, (pour le modèle con- 
sidéré d’un corps sphérique), n'est pas limitée, en réalité, aux mas- 
ses importantes. L’état de collapse existe pour toute masse, mais 
pour M<M,., il se trouve séparé de l’état statique d'équilibre 
par une très haute barrière énergétique *. 


1 Pour plus de détail voir J.0ppenheimer, H. Snyder, Phys. 
Rez. 56. 455 (1939) ; « Théorie du champ », problème 5 du $97etE.Lifchitz 
etl.Khalatnikov.Journ. Phys. U.R.S.S. 39, 149 (1960). 

2 VoirJ.Zeldovitch.Journ. Phys. U.R.S.S. 42, 641 (1962). 


CHAPITRE XII 


FLUCTUATIONS 


$ 112. Distribution de Gauss 


Nous avons déjà maintes fois souligné que les grandeurs phy- 
siques caractérisant un corps macroscopique à l'équilibre sont 
presque toujours, avec un grand degré de précision, égales à leurs va- 
leurs moyennes. Cependant, si petits soient-ils, des écarts aux va- 
leurs moyennes ont lieu (on dit que les valeurs fluctuent), et il 
s’agit de trouver la distribution des probabilités de ces écarts. 

Considérons un système isolé quelconque, et soit x une certaine 
grandeur physique caractérisant le système en entier ou une quel- 
conque de ses parties (dans le premier cas, ce ne doit évidemment 
pas être une grandeur restant rigoureusement constante pour le 
système isolé, comme par exemple l'énergie). Dans la suite, il nous 
sera commode de supposer que la valeur moyenne Z est déjà re- 
tranchée de x, donc ci-dessous on posera toujours z—0. 

Les considérations exposées au $ 7 nous ont montré que si on 
considère l’entropie du système d’une manière formelle en fonction 
des valeurs exactes des énergies des sous-systèmes, la fonction e$ 
nous donnera la distribution des probabilités de ces énergies [for- 
mule (7,17)]. Il est cependant facile de remarquer que, dans ces 
considérations, aucune propriété spécifique de l'énergie n’a été 
utilisée. Ainsi, des considérations analogues permettent de con- 
clure que la probabilité pour la grandeur x de se trouver dans l’in- 
tervalle x et zx+-dx est proportionnelle à e$®, où S(x) est l’entropie 
qui est formellement considérée comme une fonction de la valeur 
exacte de x. En désignant par w(r)dzx cette probabilité, on a 1 


w (x) = const .eS (1. (112,1) 
Avant d'aborder l’étude de cette formule, arrêtons-nous à son 
domaine d’application. Toutes les considérations qui ont conduit 


1 Pour la première fois cette formule a été appliquée à l'étude des fluctua- 
tions par 4. Einstein (1910). 
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à la formule (112,1) supposaient d’une manière non explicite que 
la grandeur z est classique !. Il nous faut donc trouver une condition 
permettant de négliger les effets quantiques. 

En mécanique quantique, entre les incertitudes quantiques de 
l'énergie et d’une grandeur quelconque x on a la relation : 


AE Ax = hr, 


où à est la vitesse classique de variation de la grandeur x ®?. 

Soit + le temps caractérisant la vitesse de variation de la gran- 
deur x qui nous intéresse, et qui a une valeur hors d'équilibre ® ; 
on a alors r 2, donc 

hr 

AE Ax = w-S . 

Il est évident que l’on ne peut parler de valeur déterminée de la 

grandeur x qu’à condition que l'incertitude quantique puisse être 
négligée : Arr, d'où 


AE>. 


Ainsi, l'incertitude quantique de l'énergie doit être grande par 
rapport à %/t. Quant à l’entropie du système, elle peut avoir une 
incertitude égale à 


as> À. 


Pour que la formule (112,1) ait un sens réel, il est indispensable, 
de toute évidence, que l’imprécision de l'entropie soit petite par 
rapport à l'unité, soit : 


Ts, (112,2) 


C'est la condition cherchée. Aux températures trop basses ou pour 
des variations trop rapides de la grandeur x (t trop petit), les fluc- 
tuations ne peuvent pas être considérées d’une manière thermody- 
namique, et les fluctuations purement quantiques apparaissent an 
premier plan. 


1 Ceci ne veut évidemment pas dire que le système en entier doit être clas- 
sique. D’autres grandeurs que z se rapportant à ce sysième peuvent avoir un 
caractère quantique. 

2 Voir « Mécanique quantique », $ 16. 

3 Le temps + peut ne pas coïncider avec le temps de relaxation d'établis- 
sement de l'équilibre par rapport à la grandeur x, et peut être inférieur si la 
pond z se rapproche de z en fluctuant. Ainsi, s'il s'agit de variation de 

a pression dans un petit domaine du corps (de dimensions linéaires — a), t sera 
de l’ordre de grandeur de la période des oscillations sonores de longueur d'onde 
À — a, c'est-à-dire t—a/c où c est la vitesse du son. 
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Revenons à la formule (112,1). L'entropie S est maximale 
pour z=2z=(0. Ainsi 
as os 
0x ed ‘or 20 < 0: 
Lors des fluctuations la grandeur x est très petite. En développant 
S(x) en série suivant les puissances de x et en nous limitant au terme 
du second ordre, on obtient : 


S(x)=S (o—É x®, 


où B est une grandeur positive. En substituant ceci dans (112,1), 
on obtient la distribution des probabilités sous la forme 


8 à 
w(z)dr= 4e ? dx. 


La constante de normalisation À se détermine de la manière sui- 
vante : 


Bien que nous ayons utilisé l'expression de w(x) pour des valeurs 
petites de x, par suite de la décroissance rapide de l'expression sous 
l'intégrale, lorsque |r| augmente, l'intégration peut être étendue 
sur toutes les valeurs de —co à +00. En effectuant l'intégration, 
on obtient A=V/B/2x. 

Ainsi la distribution des probabilités pour différentes valeurs 
de la fluctuation de x est donnée par la formule 


no. 
side Vo de (112,3) 


Une telle distribution est appelée distribution de Gauss. Elle est 
maximale pour z=0 et décroît rapidement lorsque |z| augmente 
symétriquement des deux côtés. 

Le carré moyen de la fluctuation est égal à 


B 
= 1 
= y | ge * dr=+. (112,4) 
Ainsi, f—1/2° et l’on peut écrire la distribution de Gauss sous la 


forme suivante : 
w (x) dx = —1— exp (—-5) dz. (112,5) 
V ixrt 
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Comme il se devait, w(x) a un maximum d'autant plus aigu que 
est petit. 

Connaissant le carré moyen zx°, on peut trouver une grandeur 
analogue pour n'importe quelle fonction (x). Puisque zest petit 


d 
Ag=% 


x=0 
d'où ; 
——— 2 — 
By} — (2). ñ. (112,6) 


$ 113. Distribution de Gauss pour plusieurs grandeurs 


Dans le paragraphe précédent nous avons étudié la probabilité 
d'écart d’une grandeur thermodynamique quelconque à sa valeur 
moyenne, sans prêter attention aux valeurs que prennent les autres 
grandeurs !. D’une manière analogue on peut trouver la probabilité 
des écarts simultanés d’une série de grandeurs thermodynamiques 
à leurs valeurs moyennes ; nous désignerons ces écarts par 2, 
Lt Tee 
Introduisons l’entropie S(z:, .…, z,) comme une fonction des 
grandeurs considérées z1, ze, .…, z, et écrivons la distribution des 
probabilités sous la forme w dr, … dz,, où w est pris dans (112,1). 
Développons S suivant les puissances de zx; ; aux termes du second 
ordre près, la différence S — S, se présente sous une forme quadra- 
tique essentiellement négative 

n 


1 
S—S=—r D Pari 

ê, Rai 
(il est évident que B;,=B,;). Ci-dessous nous omettrons le signe 
somme ; ainsi lorsque nous avons deux indices consécutifs, cela 
veut dire qu’il y a sommation (pour toutes les valeurs de 1 à n). 
Ainsi, on écrit : 

1 

S—S, = 2 Bitte. (113,1) 


En substituant cette expression dans (112,1), on trouve la formule 
suivante pour la distribution des probabilités 


1 
w= Ae + PUR (113,2) 


1 Ceci veut dire que la fonction S(z) que nous avons utilisée au & 112 cor- 
respondait à la plus grande des valeurs que peut prendre l'entropie pour une va- 
leur hors d'équilibre donnée de z. 


14 X 1641 
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La constante À se détermine par la condition de normalisation sui- 


vante : 


+o +œ 1 

7 Bixixe 
AÛ..fe a... dr, =1. 

—-® -œ® 
Pour les mêmes raisons qu’au $ 112, l'intégration sur tous les zx; 
peut s'effectuer de —oo à +00. Pour calculer cette intégrale nous 
allons procéder de la manière suivante. Nous allons faire subir une 
transformation linéaire aux grandeurs z,, 22, .…., x, : 


TZ; = ;pl (113,3) 
la forme quadratique B,, r;r, se transforme ainsi en une somme de 
carrés x. Pour avoir 

Bitite = Ti, 
ce que l'on peut également écrire sous la forme suivante : 

Batite = Titi dy 
(où 6,, est égal à zéro pour ik et à l’unité pour i=k), il faut que 
les coefficients a;, de la transformation satisfassent à la relation 
Pic Gim dE (TP 


on peut facilement s’en rendre compte en substituant (113,3) dans 
B;,z;x,. Le déterminant formé par les sommes a;,b,, est, comme on 
le sait, égal au produit des déterminants |a;,| et |b;,|, de même 
pour un nombre plus grand de déterminants. Comme le déterminant 
16,41 =1, la relation écrite ci-dessus entre B;, et les coefficients de 
transformation (113,3) donne 


Bai—1, (113,4) 


où B et a désignent les déterminants |B;,| et |a;,|. 
En effectuant la transformation dans l'intégrale de normalisa- 
tion on trouve : 


+o + ES x? 
4a | — fe 2 dr, ... dr, —1, 
-œ 0 
LS 
ë : O(Z1, es Zn) , s : L 
car le jacobien —-—;—"#- est égal à a. Cette intégrale se sépare 


O(Z1, - 2h) 
alors en produit de r intégrales, en les calculant et en tenant compte 
de la relation (113,4) on trouve : 


Az (2n)-r: VB 
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Ainsi, on trouve finalement la distribution de Gauss pour plu- 
sieurs grandeurs sous la forme 


1 
_ LE xp (—+ Burst) (113,5) 
Introduisons les grandeurs 
ôS 
1 — 3, = Pate (113,6) 


et déterminons les valeurs moyennes des produits z,X, 


Pr N XX 
z;X,= HE f. [a But, M dx, ... des. 


Pour calculer l'intégrale, supposons un instant que les valeurs 
moyennes zx; ne Soient pas nulles, mais égales à certaines valeurs 
finies z;. Alors, dans (113,5), il faut écrire z;—z;, au lieu de x,;, 
et conformément à la définition des valeurs moyennes, on obtient : 


— __ VB fix Cui=xie) (rx =xie) 

= Nage er Petine Get r dr =. 

En dérivant cette égalité par rapport à x,, et en supposant de nou- 

veau que tous les z,,, .…, z,, Sont nuls, on obtient 6;, dans le membre 

de droite et, dans celui de gauche, justement l'intégrale cherchée. 
On obtient ainsi : 


ZX, = ik° (113,7) 
En substituant (113,6) (et en changeant pour plus de commodité 
les désignations des indices), on trouve : 

BaurtiTe = One 
En multipliant les deux membres de cette égalité par fix (c’est- 
à-dire par une composante de la matrice inverse à $,,) et en prenant 
la somme suivant l'indice m, on obtient : 
Bi Barrie = Bim One = Pix - 
Mais, conformément à la définition de la matrice inverse, on a 
BimBnr=Ô; ainsi on obtient ! : 
Zn, = Pix”. (113,8) 


1 La grandeur 


ZiTk 
(a) 
est appelée corrélation des grandeurs z; et z;. 


14* 
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Enfin, nous allons encore déterminer X;X,. Conformément à 


XX = Bar (113,9) 
Il est également facile de déterminer la fluctuation quadratique 
moyenne d’une fonction quelconque f(r;, .…, x,) des grandeurs 


Zis Los +, 2, Comme les écarts valeurs moyennes sont petits, on 
a Af— de; ici L est la valeur des dérivées pour z,=0, 

4 
z,=0. D' où 


d 
Gp = ze 
ou, en substituant (113,8) : 
GP = BR" (113,10) 


Si les fluctuations de deux grandeurs quelconques x; (appelons- 
les x, et r,) sont statistiquement indépendantes, la valeur moyenne 
ZT est égale au produit des valeurs moyennes z, et ZT, et, comme 
chacune de ces dernières est nulle, on a z,x,=0 ; conformément à 
(113,8), ceci veut dire quef;:=0. Il est facile de voir que pour la 
distribution des probabilités de Gauss, le théorème inverse est éga- 
lement vrai : z,r,=0 (c'est-à-dire B;;:—0), les fluctuations des gran- 
deurs z, et z, sont statistiquement indépendantes. 

En effet, la distribution des probabilités w,. pour les grandeurs 
z, et x, s'obtient par intégration de la distribution (113,5) sur tous 
les autres z; ; on obtient alors une expression de la forme 


wW,, =Cconst-exp {—7 Biati — Bitte —— 1 pi.rt À 


(où les coefficients B;, sont en général différents des composantes 
correspondantes B;,). En _appliquant à cette distribution la formule 
(113,8), on trouve que 2,7, =". Si xir,—0, on a Bi;'—0. Mais 
si la composante de la matrice inverse B;;' d’une matrice de rang 2 
s’annule, cela veut dire que la composante f;, de la matrice directe 
s'annule également !. Ceci a pour effet que w,, se sépare en produit 
de deux distributions indépendantes de Gauss des grandeurs z, et 
ï,, C’est ce qui indique leur indépendance statistique. 


1 Pour une matrice de rang 2 on a : 


1== Bie 


BE BE —bnbe 
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$ 114. Fluctuations des grandeurs thermodynamiques fondamentales 


Nous allons maintenant passer au calcul des carrés moyens des 
fluctuations des grandeurs thermodynamiques fondamentales, se 
rapportant à une petite partie du corps. Cette petite partie doit 
évidemment contenir suffisamment de particules. Cependant, pour 
des températures très basses cette condition peut se trouver être 
plus faible que la condition (112,2) conformément à laquelle il y a 
absence de fluctuations quantiques ; dans ce cas les dimensions mi- 
nimales admises des domaines du corps seront justement détermi- 
nées par cette condition 1. Pour éviter tout malentendu soulignons 
que la question de l’importance des fluctuations quantiques n’a 
rien à voir avec celle de l'influence des effets quantiques sur les 
grandeurs thermodynamiques de la substance (équation d'état) ; 
les fluctuations peuvent être purement thermodynamiques et l’équa- 
tion d'état, elle, peut se déterminer par des formules quantiques. 

Pour les grandeurs telles que l’énergie, le volume, etc., qui, en 
plus d’un sens thermodynamique, ont un sens mécanique, la notion 
de fluctuations est évidente. Cette notion doit être, cependant, 
précisée pour des grandeurs telles que l’entropie et la température, 
dont la définition est inévitablement liée à l’étude du corps durant 
des intervalles de temps finis. Soit par exemple, S(E, V) l’entropie 
d'équilibre du corps en fonction de son énergie et de son volume 
(moyens). Nous entendrons par fluctuation de l’entropie la variation 
de la fonction S(E, V) considérée formellement comme une fonction 
des valeurs exactes fluctuantes de l'énergie et du volume. 

Comme nous l’avons vu dans les paragraphes précédents, la 
probabilité w de fluctuation est proportionnelle à eSt, où S, est l’en- 
tropie totale du système isolé, c’est-à-dire du corps en entier. On 
peut également écrire que w est 


wenet, 
où AS, est la variation de l’entropie lors de la fluctuation. Confor- 
mément à la formule (20,8) on a AS,=—“nie, où R,1, est le travail 
minimal nécessaire pour effectuer d'une manière réversible la 


variation donnée des grandeurs thermodynamiques de la petite 
partie considérée du corps (par rapport à laquelle les autres parties 


1 Ainsi, pour les fluctuations de la pression la condition >} avec 


T—a/c (voir note, page 415) donne : 


ai 
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du corps jouent le rôle de « milieu »). Ainsi, 
= Rmin 
wase Te . (114,1) 


Substituons pour Rx, l'expression 
Rain = AE —TQAS + PAV, 


où AE, AS, AV sont les variations de l'énergie, de l'entropie et du 
volume de la petite partie considérée du corps lors de la fluctuation, 
et 7, et P, la température et la pression du « milieu », c’est-à-dire 
les valeurs d'équilibre (moyennes) de la température et de la pres- 
sion du corps. Ci-dessous nous omettrons les indices zéro de toutes 
les grandeurs figurant en coefficients devant les fluctuations ; par- 
tout, on sous-entend leurs valeurs d’équilibre. Ainsi, on a 


wrexp(— I PS ET ) | 


min 


(114,2) 


Remarquons qu'ainsi écrite cette formule est applicable à toute 
fluctuation tant importante que petite ; nous entendons par fluc- 
tuation importante une fluctuation telle que, par exemple, AE 
soit comparable avec l'énergie de la plus petite partie du corps, 
mais reste évidemment petite par rapport à l'énergie du corps en 
entier. Pour des fluctuations petites (elles le sont en général) la 
formule (114,2) donne ce qui suit. 

En développant AË en série on obtient (comparer avec $ 21) : 


AE—TAS+PAV = + [AS (AS) +2È5 AS AV + De + (Avy:] . 


Il est facile de se rendre compte que cette expression peut s'écrire 
sous la forme 


+ [asa (SE 3), +4 A (5 Ps] =+ (AS AT—AP AV). 


Ainsi, on obtient la probabilité (114,2) de fluctuation sous la forme 


AP AV —ATAS 
2T ; 


Cette formule générale permet de trouver les fluctuations des 
diverses grandeurs thermodynamiques. Choisissons tout d’abord, 
en qualité de variables indépendantes, V et T. On a alors 


as=(#),ar+(%), AV =$ar + (5) AV, 


w cn exp ( (114,3) 
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Ivoir (16,3). En substituant ces expressions dans l'exposant de la 
formule (114,3), on trouve que les termes en AVAT disparaissent 
et il reste : 


werexp {5e (AT) +37 (97), (AVY}. (14,4) 


Cette expression se sépare en deux facteurs ne dépendant que de 
AT ou de AV. En d’autres termes, les fluctuations de la tempéra- 
ture et du volume sont statistiquement indépendantes, donc 


AT AV =0. (114,5) 


En comparant, tour à tour, chacun des deux facteurs, en lesquels 
se sépare (114,4), avec la formule générale (112,5) de la distribution 
de Gauss, on trouve l'expression suivante pour les carrés moyens 
des fluctuations de la température et du volume : 


BTP = À (114,6) 
AVE = T (G)r (144,7) 


Ces grandeurs Re nonaniques sont positives par suite des iné- 
galités C,>0 et (% Fr), <0. 


Choisissons maintenant P et S en qualité de variables indépen- 
dantes dans (114,3). On a alors 


AV = (%). AP+ (55),45, 


ar=(À), as+(7). AP=g-AS+ (55), AP. 
Mais par suite de la formule dW=T dS+V dP, on a: 
(55) aps = (a) d 


AV = (%)s AP+ (F) AS. 


En substituant AV et AT dans (114,3). on trouve : 


wcnexp 7 (9) (AP  . asy} . (114,8) 


donc 


1 Si 7 est mesuré en degrés on a (AT)?=4T2/C,,. 
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Tout comme (114,4), cette expression se sépare en facteurs dé- 
pendant respectivement de AP et de AS. En d’autres termes, les 
fluctuations de l'entropie et de la pression sont statistiquement 
indépendantes !, par suite 


ASAP=0. (114,9) 


Pour les carrés moyens des fluctuations de l’entropie et de la pres- 
sion en trouve : 


US =C,, (114,10) 
BPR=_T (Ts : (114,11) 


Les formules obtenues montrent que les carrés moyens des fluc- 
tuations des grandeurs thermodynamiques additives — volume et 
entropie — sont proportionnels aux dimensions (volume) des par- 
ties du corps auxquelles ils se rapportent. Ainsi, la fluctuation 
quadratique moyenne de ces grandeurs est proportionnelle à la 
racine carrée du volume, et la fluctuation relative inversement 
proportionnelle à cette racine ; ceci est en accord parfait avec les 
affirmations générales faites au $ 2 [formule (2,5)]. Mais pour des 
grandeurs telles que la température et la pression, ce sont les fluc- 
tuations quadratiques moyennes qui sont inversement proportion- 
nelles à la racine du volume. 

La formule (114,7) détermine la fluctuation du volume d’une 
certaine partie du corps contenant un certain nombre de parti- 
cules. En divisant les deux membres de l’égalité par W?, on trouve 
que la fluctuation du volume pour une particule est 


(a FT) = (5). (114,12) 


Cette fluctuation ne peut évidemment pas dépendre du fait que 
l'on suppose la fluctuation pour un volume constant ou pour un 
nombre de particules constant. Ainsi, (114,12) permet de trouver 
la fluctuation du nombre de particules se trouvant dans un certain 
volume du corps. Puisque V est une grandeur donnée, il faut poser : 


V 


V 1 


1 Les considérations suivantes rendent évidente l'indépendance statistique 
des paires de grandeurs 7, Vet S, P. Si pour les grandeurs z; (dans les formules 
du $ 113) on choisit z,—=AS, z,=AV, les X; correspondants (voir $ 22) seront : 
X = » À 7 Mais z;X#,=0 pour ik [conformément à la formule gé- 
nérale (113,7)], on en déduit (114,5) et (114,9). 
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En substituant ceci dans (114,12) on trouve : 


TARTE TN? /9V 
CPE LES AS 
(AN = ()-- (114,13) 

Dans certains calculs, il est commode de présenter cette formule 
sous une autre forme. Remarquant que la dérivée (Fr )rest supposée 


être prise à V constant, on peut écrire : 


ME (FF ep (2N 
V?\6P /r.n  \9PV }r.n' 
Mais le nombre de particules N en fonction de P, T, V doit avoir 
la forme N=Vf (P, T) (comparer avec $ 24), ceci à la suite de con- 
sidérations d’homogénéité ; en d'autres termes, o n’est fonction 
que de P et de T ; ainsi, il est indifférent que l'on prenne la dérivée 


de D à N ou à V constant, on peut donc écrire : 


D (57 )ren = (7) = VB)r. v= 


nd 
OP Jr. v\au/r.v \ôp /r.v 


Inous avons utilisé l'égalité y = (5 7.v découlant de la formule 
(24,14) dQ=—VdP=—SdT—-Ndu]. Nous obtenons donc la formule 
suivante pour la fluctuation du nombre de particules ! : 


ANT (TE). : (114,14) 


1 Cette formule peut également être obtenue directement à partir de la 
distribution de Gibbs. Par définition des valeurs moyennes, on a : 


CR 
N=eT Diner Ze FT ; 
n 


En dérivant cette expression par rapport à u (à V et T constants), on obtient 1 


ou T 


ce qui donne la formule (114,14). 

En partant de la distribution de Gibbs, on aurait également pu obtenir les 
expressions correspondantes pour les fluctuations des autres grandeurs thermo- 
dynamiques. 
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En plus des grandeurs thermodynamiques considérées le corps 
est caractérisé également. par l'impulsion P de son mouvement ma- 
croscopique par rapport au milieu. A l'équilibre il n’y a pas de mou- 
vement macroscopique, c’est-à-dire que P—0. Le mouvement peut 
cependant apparaître par suite des fluctuations ; nous allons dé- 
terminer la probabilité d'une telle fluctuation. Le travail minimal 
Rain dans ce cas est simplement égal à l'énergie cinétique du corps : 

R P® Mr? 


min 24 2 ? 


s P : 3 
où M est sa masse, V=7 la vitesse du mouvement macroscopique. 


Ainsi, pour la probabilité cherchée, on trouve : 
Myi 


HÉEe ar (114,15) 


Remarquons que les fluctuations de la vitesse sont statistiquement 
indépendantes des fluctuations des autres grandeurs thermodyna- 
miques. Le carré moyen de la fluctuation de chacune des composan- 
tes cartésiennes de la vitesse est égal à : 


Se T 
Gr =; (114,16) 


il est inversement proportionnel à la masse du corps. 

Les formules trouvées montrent que les carrés moyens des fluc- 
tuations de grandeurs telles que l’énergie, le volume, la pression, 
la vitesse s’annulent au zéro absolu (proportionnellement à la tempé- 
rature). C’est une propriété générale de toutes les grandeurs thermo- 
dynamiques ayant également un sens purement mécanique, mais 
cela ne concerne, en général, pas les grandeurs thermodynamiques 
pures telles que l’entropie et la température. 

La formule (114,6) pour les fluctuations de la température peut 
également être interprétée d’un autre point de vue. On sait que la 
notion de température peut être introduite à l’aide de la distribu- 
tion de Gibbs ; mais la température est alors considérée comme un 
paramètre déterminant cette distribution. Appliquée à un corps 
isolé la distribution de Gibbs détermine complètement ses proprié- 
tés statistiques, mais donne des fluctuations de l'énergie totale diffé- 
rentes de zéro, petites, mais non nulles qui en réalité ne devraient 
pas exister (voir page 100). Par contre, si l’on suppose que l'énergie 
est une grandeur donnée, on ne peut attribuer au corps une tempé- 
rature tout à fait déterminée, et il faut supposer que cette dernière 
a des fluctuations définies par la formule (114,6), où C, sera la 
chaleur spécifique du corps en entier. De toute évidence, cette 
grandeur caractérise la précision avec laquelle on peut déterminer 
la température d’un corps isolé. 
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Problèmes 


1. Trouver le carré moyen de la fluctuation de l'énergie (V et T étant les 
variables indépendantes). 
Solution. On a 


_{6E .. (6E . 8P , 
are (gr );a1 +) Fe [r (æ),-"] dé 


En élevant au carré et en prenant la moyenne on obtient : 
3 aP 2,.(9V à 
GER [r(èr), —?| TS) +. 


2. Trouver (AW)° (en utilisant les variables P et S). 
Solution. 


Gi rye (9) 47e, 


3. Trouver ATAP (en utilisant les variables V et T). 


Solution. Er 
BTP = Gr)v 
4. Trouver AVAP (en utilisant les variables V, T). 
Solution. 
AVAP=-—T, 


5. Trouver ASAV (en utilisant les variables V, T). 


Solution. ; 
——— (] 


6. Trouver ASAT (en utilisant les variables V, T). 
Solution. 


AS AT =T. 


7. Trouver le carré moyen de la déclinaison fluctuationnelle d'un pendule 
mathématique suspendu verticalement. 

Solution. Soit / la longueur du pendule, m sa masse, l'angle de dé- 
clinaison de la verticale. Dans ce cas, le travail R,11 est simplement Île travail 
mécanique contre la force de pesanteur lors de la déclinaison du pendule ; pour 


de petits @ on a Rain = mg-lq*. D'où 


8. Trouver le carré moyen de la déclinaison fluctuationnelle des points 
d'une corde tendue. 

Solution. Soit { la longueur de la corde, F la force de tension. Consi- 
dérons un point se trouvant à la distance z de l’une des extrémités de la corde, 
et soit y son déplacement transversal. Pour déterminer y? nous devons considérer 
la forme d'équilibre de la corde pour un déplacement y donné du point z ; ce 
sont deux segments de droites entre les points de fixation de la corde et le point 
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z, y. Le travail dépensé lors d'une telle déformation de la corde est égal à : 


Rain PVR 2) + PVR a] = ÉÉ (LE). 


z  dl—z 
Le carré moyen est donc 


9. Trouver la valeur moyenne du produit des déplacements fluctuationnels 
pour deux points différents de la corde. 

Solution. Soit y,, y. les déplacements transversaux des points se trou- 
vant à des distances z,, z, de l'une des extrémités de la corde (r,>z,). La forme 
d'équilibre se ce de trois segments de droites pour des y, et y, donnés 
et le travail est égal à 

F ZT e l—z 1 
Ras + (ns a): 
Lu ( #} Z1(22—21) +ys (l— 2e) (22 —7) 2viVa (ze — 2) 


D'après la formule (113,8) on trouve : 
— T 
YiYa = FI 1 (— 2e). 


$ 115. Fluctuations dans les gaz parfaits 


Pour calculer le carré moyen de la fluctuation du nombre de 
particules d’un gaz parfait ordinaire se trouvant dans un certain 


volume relativement petit, on substitue vit dans la formule 


(114,13), ce qui donne le résultat simple suivant : 
(AN =N. (115,1) 


La fluctuation relative du nombre de particules est, par conséquent, 
simplement égale à l’inverse de la racine carrée du nombre moyen de 
particules : 
VaNr __1 
N 0 VN d 

Pour calculer la fluctuation du nombre de particules dans un 
gaz parfait de Bose ou de Fermi, il faut se servir de la formule (114,14) 
en y substituant l'expression (55,5) pour Ÿ comme une fonction de 
u, 7, V, obtenue par intégration de la fonction de distribution cor- 
respondante. Nous n'allons pas écrire ici les expressions assez com- 
pliquées que l'on obtient ainsi. Soulignons seulement que, comme 
nous l’avons vu, pour un gaz de Bose aux températures T<T, 
(voir $ 59) la pression ne dépend pas du volume ; en d’autres termes, 
sa compressibilité devient infinie. Conformément à la formule 
(114,13), il s'ensuivrait que les fluctuations du nombre de parti- 
cules deviendraient également infinies. Ceci veut dire que, lors 
du calcul des fluctuations dans les gaz régis par la statistique de 
Bose, aux températures basses on ne doit pas négliger l'interaction 
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de leurs particules, si faible soit-elle ; si l’on avait tenu compte de 
cette interaction qui doit exister dans tout gaz réel, on aurait ob- 
tenu des fluctuations finies. 

Considérons maintenant les fluctuations dans la distribution des 
particules d'un gaz suivant les divers états quantiques. Prenons de 
nouveau en considération les états quantiques des particules (cette 
notion incluant également les divers états de leur mouvement de 
translation), et soit n, leurs nombres de remplissage. 

Considérons l’ensemble de #7, particules se trouvant dans le 
k-ième état quantique ; par suite de l’indépendance statistique com- 
plète de ce système de particules des autres particules du gaz (com- 
parer avec $ 37), on peut appliquer à ce système la formule (114,14) : 


An =T Fe (115,2) 


Pour un gaz de Fermi il faut y substituer : 
D se 1 
d'u etex-n)/T +1 L 


En différentiant, on obtient : 
An} =n,({1—n). (115,3) 
D'une manière analogue, on obtient pour un gaz de Bose : 
Ann, (1 +). (115,4) 


Pour un gaz de Boltzmann, après la substitution %,=eh—#)/T, on 
obtient tout naturellement la formule 


(An) =n,, (115,5) 


tant (115,3) que (115,4), pour n,<€1, se transforment en (115,5). 

Prenons la somme de l’une des formules (115,3) ou (115,4) sui- 
vant un groupe de G, états voisins contenant en tout W,— 
particules. Par suite de l’indépendance statistique déjà mentionnée 
des fluctuations des divers »r, on obtient : 


ET _ =Ad.rs N 
BNP -cn Ur), (174), (115,6) 


où n, est la valeur commune des n, voisins, et N,=n,G,. 

Les formules obtenues peuvent être appliquées, en particulier, 
au rayonnement noir (gaz de photons de Bose en équilibre), pour 
cela il faut poser u—0 dans (115,4). Considérons l’ensemble des états 
quantiques des photons (dans le volume V) avec des valeurs voisines 
des fréquences se trouvant dans un petit intervalle Aw, ; le nombre 
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de tels états est égal à 

Vow:Aw 
Dotnet Les / 
G;= nc 

[voir (60,3)]. L'énergie totale des quanta dans cet intervalle de fré- 
quences est Esv,=N ho, En multipliant la formule (115,6) par 
(Ro) et en omettant l'indice j, on obtient l'expression suivante 
pour la fluctuation de l'énergie £44 du rayonnement noir dans l'in- 
tervalle de fréquences considéré Aw (Einstein, 1924) 


a? (Esw)? 


BE) = ho. Eso+ es 


(115,7) 


Problème 


Déterminer (AN)* pour un gaz électronique, pour des températures basses 
par rapport à la température de dégénérescence. 


(4 
Solution. Lors du calculde ee Tv. On peut utiliser l'expression 
(56,3) pour u au zéro absolu. Un calcul simple donne 


— _3"mT /N \' 
2 | 
(AN) x'sh2 ( V ) Fi 


$ 116. Formule de Poisson 


Connaïissant le carré moyen des fluctuations du nombre de par- 
ticules dans un volume de gaz donné (115,1), on peut écrire la dis- 
tribution de Gauss correspondante des probabilités des fluctuations 
de ce nombre : 


N)aN = exp ANT on. 
w(N) 7] 7 | (116,1) 


Cependant cette formule n’est applicable que pour de petites 
fluctuations, c’est-à-dire que l'écart N — N doit être petit par rap- 
port au nombre . 

Si le volume V du gaz que nous avons choisi est suffisamment 
petit, le nombre de particules le composant n'est pas grand, et il 
est intéressant de considérer également les fluctuations importantes 
pour lesquelles N — N devient comparable avec N. Remarquons 
que cette question n’a de sens que pour un gaz de Boltzmann, car 
dans les gaz de Fermi et de Bose, la probabilité de telles fluctuations 
ne peut être notable que dans des volumes suffisamment petits 
pour que les fluctuations quantiques deviennent importantes. 

Pour résoudre le problème posé le plus simple est de procéder 
de la manière suivante. Soient V, et N, le volume total du gaz et 
le nombre de particules, et V la partie du volume petite par rapport 
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à V,. Par suite de l'homogénéité du gaz, il est évident que la proba- 
bilité pour une certaine particule de se trouver dans le volume V 


est simplement égale au rapport r , et la probabilité qu’il contienne 


: A ie A SÉVAN Pa 
N particules déterminées est égale à(.) . D'une manière analogue, 
0 
la probabilité pour une particule de ne pas se trouver dans le volume 
: VV: 
V est égale à 


et la même probabilité pour N,—N particules 


Vo—V \NoN 


déterminées simultanément est ( . Ainsi, la probabilité 


0 
w, pour que, dans le volume V, il y ait en tout N molécules quelcon- 
ques est donnée par l'expression : 


où l’on a introduit un facteur déterminant le nombre de manières 
possibles de choisir N parmi W, particules. 
Dans le cas qui nous intéresse V<&V,, et le nombre #W, quoiqu'il 


puisse se distinguer notablement de la valeur moyenne , est évi- 
demment petit par rapport au nombre total N, de particules du gaz. 


On peut alors poser NEW —N)INS et négliger N dans l’exposant, 
ce qui donne : 
1 (No \N [y _ V \ve 
em) (5) 


Mais NV/V, n'est rien d’autre que la valeur moyenne Ÿ du nombre 
de particules dans le volume V. Ainsi, on écrit 


NY 1 N No 


Enfin, en tenant compte de la formule bien connue 
lim (1 —£)"=e, 
n 


n + © 


Ne F : ; 
en remplaçant (1%) avec un Ÿ, grand par e”#, on obtient fi- 


N° 
nalement la distribution des probabilités cherchée sous la forme ! 
Ne" 
y = NI . (116,3) 


1 Pour des fluctuations petites (N—NWI<€N, N est grand) cette formule 
sse tout naturellement en la formule (116,1). 11 est facile de s'en rendre compte 
a l’aide de la formule asymptotique de Stirling pour la factorielle d'un grand 


nombre N , : 
Ni= Vann NY es 
et en développant lu w,, en série suivant les puissances de N —N. 
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C'est la formule de Poisson. Il est facile de se rendre compte qu'elle 


satisfait à la condition de normalisation Sw,=1. 


Nz=0o 
Calculons à l’aide de cette distribution le carré moyen de la 
fluctuation du nombre de particules. On a 


Ce qui donne pour la fluctuation cherchée la valeur primitive: 
(AN =Ni NN. (116,4) 


Ainsi, le carré moyen de la fluctuation du nombre de particules 


est égal à N non seulement pour des valeurs grandes de N, mais 
également pour toutes les valeurs. 

Remarquons que la formule (116,3) peut être obtenue directe- 
ment à partir de la distribution de Gibbs. Conformément à cette 
dernière, la distribution de N particules du gaz, prises simultané- 
ment, suivant différents états quantiques se détermine par l'ex- 


pression : 
exp {24m Ze) , 


où >e, est la somme des énergies des diverses particules. Pour ob- 
tenir la probabilité cherchée w,, il faut prendre la somme de cette 
expression suivant tous les états des particules rapportés au volume 
donné V. En prenant la somme suivant les états de chaque particule 
indépendamment, on doit simultanément diviser le résultat par V1! 
(comparer avec $ 41), on obtient ainsi : 


UN 

Q/T <= . 

wy=< de T : < 
N! k 


Mais la somme figurant ici n’est rien d'autre que la valeur moyenne 
du nombre de particules dans le volume considéré : 


ue 
e T =N. 


Ainsi, on trouve : 
N\ 
Wn= Const. , 
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la condition de normalisation donne alors const=e-"1, donc on 
revient de nouveau à la formule (116,3). 


$ 117. Fluctuations dans les solutions 


Les fluctuations des grandeurs thermodynamiques dans les 
solutions peuvent être calculé s de la même manière que, au $ 114, 
les fluctuations dans les corps composés de particules identiques. 
Les calculs correspondants se simplifient si l’on tient compte du 
fait suivant. 

Considérons une petite partie de la solution contenant un nombre 
donné N de molécules du solvant, et calculons la fluctuation moyenne 
du nombre r» de particules de la substance dissoute dans cette partie, 
ou, ce qui est la même chose, la fluctuation de la concentration 
c=nr/N. Pour cela, nous devons considérer l'équilibre le plus com- 
plet possible pour la valeur de nr hors d'équilibre (comparer avec la 
note, page 417). Le fait de se donner la concentration n'empêche 
pas l'équilibre entre la partie petite donnée et le reste de la solu- 
tion, tant par rapport à l’échange d'énergie entre eux que par rap- 
port aux variations de leurs volumes. La première condition veut 
dire que (voir $ 9) la température reste constante le long de toute 
la solution, et la seconde la même chose pour la pression ($ 12). 


Ainsi, pour le calcul du carré moyen (Ac)?, il suffit de considérer 
les fluctuations de la concentration, à température et pression 
constantes. 

Ceci signifie que les fluctuations de la concentration, d’une part, 
et les fluctuations de la température et de la pression, de l’autre, 


sont statistiquement indépendantes ; en d’autres termes ? 
AT Ac=0, AcAP =0. (117,1) 


Le travail minimal nécessaire pour que le nombre nr change de An 


s 


1 C'est-à-dire Q——PV—=—NT conformément à l'équation d'état d'un 
gaz parfait. 

* Une méthode plus rigoureuse est donnée dans la note de la page 424. A 
l'aide de l'identité thermodynamique dE=TdS—PdV-+u'dn (pour N=const) 
on écrit la formule (98,1) sous la forme : 


dRomin =(T —To) dS —(P Po) dV +(u°—u0) dn. 


On voit ainsi que si l’on choisit pour z; les grandeurs r, =AS, r,=AV, r;=An, 
pour les X; correspondants on aura : 

AT ,, AP Au” 

TOR me 


Les égalilés (117,1) découlent alors de z,X1=0, r,X,=0. 


X,= 
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à pression et lempérature constantes, est, conformément à (98,1), 


égal à 
Rain = AD—p An, 


où u’ est le potentiel chimique du soluté. En développant AO sui- 
vant les puissances de An, on a : 


min 


aos(). ant (ér), Sieuant(E), SE. 


n P.T 
ainsi 
1 /ou’ 
Ron = 3 (), 7 An: 
En substituant cette expression dans la formule générale (114,1) 


et en comparant avec la distribution de Gauss (112,5), on obtient 
pour le carré moyen de la fluctuation du nombre n : 


T 
ou” ? 
(Eh. T 
ou, en divisant par N°, pour le carré moyen de la fluctuation de la 


concentration 
ôp” d 
. (). T 


Ce dernier, comme il se doit (comparer avec les pages 424-425), est 
inversement proportionnel à la quantité de substance (W) dans la 
partie petite donnée de la solution. 


(117,2) 


(Ac) = (117,3) 


Pour les solutions faibles Her, et la formule (117,2) donne : 
(AnŸ = n. (117,4) 


Remarquons l’analogie complète (à laquelle il fallait s’attendre) 
avec la formule (115,1) donnant les fluctuations du nombre de 
particules dans un gaz parfait. 


$ 118. Corrélation des fluctuations 


L'affirmation selon laquelle dans un corps isotrope homogène 
(gaz ou liquide) toutes les positions des particules dans l’espace 
sont équiprobables, est vraie pour chaque particule à condition que 
toutes les autres particules puissent occuper des positions arbitrai- 
res. Cette affirmation ne se trouve évidemment pas en contradiction 
avec le fait qu’il y a une certaine corrélation entre les dispositions 
mutuelles des diverses particules, par suite de leur interaction ; ceci 
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veut dire que si, par exemple, on considère simultanément deux 
particules et que la position de la première particule est donnée. 
celle de la seconde n'est pas équiprobable. 

Pour simplifier les formules ultérieures nous nous limiterons 
au cas d’une substance monoatomique, dans laquelle la position de 
chacune des particules est complètement déterminée par trois coor- 
données. 

Désignons par n dV le nombre de particules se trouvant (à un 
moment donné) dans l’élément de volume dV. Puisque l'élément de 
volume dV est infiniment petit, il ne peut contenir qu’une particule ; 
la probabilité qu'il contienne simullanément deux particules est 
une grandeur infiniment petile d'ordre supérieur. C'est pourquoi 
le nombre moyen de particules ndV est en même temps la probabilité 
pour la particule de se trouver dans l'élément dV. 

Considérons la valeur moyenne 


(ni —n)(ne ne) = nine —(n}, (118,1) 
où #,, #, sont les valeurs de la densité du nombre de particules n(r) 
dans deux points différents de l’espace, et n est la valeur moyenne 
de la densité, qui est, par suite de l’homogénéité du corps, la même 
en tous ses points (n,=n;=n). Si entre les positions des diverses 
particules il n’y avait aucune corrélation, on aurait nn, =nin,—(n)?, 
et la valeur moyenne (118,1) s'annulerait. Ainsi, cette grandeur 
peut servir de mesure de la corrélation. 

Désignons par r#,.dV, la probabilité pour une particule de se 
trouver dans l’élément de volume dV, à condition que chaque par- 
ticule se trouve dans l'élément dV, ; n,, est une fonction de la va- 
leur absolue r—fr,—r,| de la distance relative des deux éléments. 

Puisque, comme nous l’avons déjà remarqué, le nombre # dV 
est 0 ou 1, il est évident que la valeur moyenne est 


mdV,n;dV,=ndV,-n, dV, 
ou 


Nulle = Not. 


Dans cette relation, qui est vraie pour r,=£r,, on ne peut cependant 
pas passer à la limite r,—>r,, car nous n'avons pas tenu compte du 
fait que si les points Z et 2 coïncident, la particule se trouvant dans 
dV, se trouvera également dans dV,. 11 est facile de voir que la re- 
lation qui en tient compte a la forme 


Rule = No + RO (re — 7). (118,2) 


En effet, choisissons un certain volume petit AV et après avoir 
multiplié (118,2) par dV, dV, intégrons sur ce volume. Le terme %n, 
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donnera une grandeur petite du second ordre [proportionnelle à 
(AŸV}?] ; le terme contenant la fonction Ô donnera AV, c’est-à-dire 
une grandeur du premier ordre, par conséquent : 


({ ndv) =nAV, 
av 


comme il se devait, tenant compte du fait que, aux grandeurs du 
premier ordre près, il peut se trouver dans le petit volume O ou 1 
particule. En substituant (118,2) dans (118,1), on trouve : 


Gin) (nn) =nô(r,—r,)+nv (r), (118,3) 
où nous avons introduit la fonction 
v(r)=ns—R2, (118,4) 


que nous appellerons fonction de corrélation. Il est évident que la 
corrélation doit disparaître lorsque la distance r augmente d’une 
manière illimitée, c’est-à-dire 
V (00) = 0. (118,5) 
Choisissons dans le corps considéré un certain volume fini V, 
multipliant l'égalité (118,3) par dV, dV,, intégrons sur dV, et dV.. 
En tenant compte de 


\ (n,—n,)dV, = \ (n—n,)dV,=N—N=AN, 


où NV est le nombre total de particules dans le volume V (de sorte 
que nV=N), on trouve 


[hooav av, = By. 
n 


En passant de l'intégration sur dV, et dV, à l'intégration, par exem- 
ple, sur dV, et les coordonnées relatives r—r,—r, (dont le produit des 
éléments différentiels est désigné par dV) et sans oublier que v ne 
dépend que de r, on obtient finalement l'expression suivante pour 
l'intégrale de la fonction de corrélation : 


fvav-6M 4. (118,6) 


Ainsi, l'intégrale de la fonction de corrélation sur un certain 
volume est liée au carré moyen de la fluctuation du nombre total 
de particules dans ce volume. En utilisant pour ce dernier la 
formule thermodynamique (114,13) on peut exprimer cette inté- 
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grale en fonction des grandeurs thermodynamiques suivantes : 


TN {d 
| frar-—T(),—1 (118,7) 
Dans un gaz classique parfait on a : 
[vay =0, 


comme il se devait. Il est évident que dans un gaz parfait considéré 
du point de vue de la mécanique classique, il n’y a aucune corré- 
lation entre les positions des diverses particules, les particules d'un 
gaz parfait étant supposées sans interaction. 

Au contraire, dans un liquide (à des températures qui ne sont 
pas voisines du point critique), le premier terme de l'expression 
(118,7) est petit par rapport à l'unité par suite de la faible compres- 
sibilité du liquide. Dans ce cas, on peut écrire : 


[vavæ—1. 


Cette valeur de l'intégrale de la fonction de corrélation correspond 
en un certain sens à la non-pénétrabilité réciproque des particules 
du liquide qui sont considérées comme des boules solides assemblées 
d’une manière compacte. 

Puis multiplions les deux membres de l'égalité (118,3) par 
e—ikr=e—ik(rr"1) et intégrons de nouveau sur dV,dV,. On obtient : 


[QG —n) (Rs ne tro dV,dV,=N+N (ve-ur dv, 


ou finalement 
[[G@—n)e av] env (1+Tve-ar dV). (118,8) 


Cette relation détermine les composantes du développement de Fou- 
rier de la fonction de corrélation en fonction des carrés moyens des 
composantes du développement de Fourier de la densité n. 


$ 119. Fluctuations au point critique 

Au point critique la compressibilité de la substance (%), et 
la chaleur spécifique C, deviennent infinies ($ 84). Les expressions 
(114,7) et (114,10) pour les fluctuations du volume (c’est-à-dire de la 
densité) et de l’entropie deviennent alors formellement infinies ; 
quant aux fluctuations de la température et de la pression elles 
restent finies. Ceci veut dire qu’au point critique les fluctuations 
de la densité et de l'entropie deviennent anormalement grandes, 
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et pour leur calcul il est indispensable de développer Æ,,, dans la 
formule (114.1) jusqu'à des termes d'ordre supérieur au second, 
les termes du -econd ordre s’annulant ici'. Nous allons étudier 
ici en détail les fluctuations de la densité au voisinage du point 
critique (Ornstein et Zernike, 1917). 

Puisque les fluctuations de la densité et de la température sont 
statistiquement indépendantes, lorsque l’on considère les fluctua- 
tions de la densité, la température peut être supposée constante. 
Par définition le volume total du corps doit être constant. Dans ces 
conditions, le travail minimal R,;, est égal à la variation AF, 
de l'énergie totale libre du corps lors de la fluctuation, de telle 
sorte que la probabilité de cette dernière peut s'écrire sous la forme 

ar, 
we T. (119,1) 

Ecrivons l'énergie libre totale du corps sous la forme de l'inté- 

grale suivante : 


F,= | Fav, 


prise sur tout le volume du corps, F désignant l'énergie libre rap- 


portée à l’unité de volume. Soit F la valeur moyenne de F, qui est 
constante le long du corps. Par suite de la fluctuation F devient, 
tout comme la densité, une grandeur variant d’un point à l'autre du 
corps avec 


AF,=\(F—F)av. (119,2) 


Désignons par r la densité du nombre de particules (sa valeur 
moyenne est n) et développons F — F en série suivant les puissances 
de nr — n à température constante. 


Le premier terme du développement est proportionnel à nr — nr 
et il s’annule lors de l'intégration sur le volume par suite du fait 


que le nombre total de particules du corps est constant : fr dv = fra. 


a Lex « 
Le terme du second ordre a la forme -(n — n}°, où a est un 


coefficient positif qui s’annule au point critique et est une valeur 
petite à son voisinage ?. Le coefficient du terme du troisième ordre 


7 1 Mème chose pour les a de de la concentration dans les solutions ; 
aux points de la ligne critique (),.,=0 ($ 98) et l’expression (117,3) de- 
vient infinie. . 

? La dérivée %) est le potentiel chimique. Aussi, la dérivée secunde est 


RER LR PR en 
_ Von? =(% T nn \on/r" 


Le 
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est également petit au voisinage du point critique (non seulement es 


mais également = s’annulent au point critique) de telle sorte qu'il 


faudrait tenir compte du terme du quatrième ordre. En réalité, 
cependant, dans le développement de F — F il y a des termes plus 
importants de caractère tout à fait différent. 

En effet, jusqu’à présent, nous avons toujours considéré les 
grandeurs thermodynamiques des corps homogènes. Dans un corps 
hétérogène, le développement de F peut contenir non seulement 
les diverses puissances de la densité, mais également ses dérivées 
d'ordre divers par rapport aux coordonnées. Par suite de l’isotropie 
du corps les dérivées premières ne peuvent entrer dans le dévelop- 
pement suivant la densité que sous la forme de la combinaison sca- 
laire (Yn)°, et les dérivées secondes sous la forme de la combinaison 
An (A est l'opérateur de Laplace). L'intégrale sur le volume du terme 
de la forme const-An se transforme en une intégrale sur la surface 
du corps, représentant un effet de surface qui nous importe peu. 
Quant à l'intégrale du terme de la forme nAn, elle se transforme en 
l'intégrale de (Vn)°. Ainsi, sans restrictions, on peut poser : 


F—F=S (nn +2 (nr), (119,3) 


où b est une grandeur constante positive (pour b<O0 l'énergie libre 
ne saurait avoir de minimum correspondant à n=const) ; cette 
grandeur ne peut s’annuler au point critique, donc elle n'est pas 
petite à son voisinage. 

Le calcul des fluctuations moyennes de la densité pour certains 
domaines petits du corps n’a pas beaucoup d'intérêt ; par suite de la 
présence dans (119,3) d’un terme contenant des dérivées de la den- 
sité, ces fluctuations dépendront non seulement du volume, mais 
également de la forme du domaine !. Les fluctuations des compo- 
santes de Fourier de la densité au voisinage du point critique pré- 
sentent bien plus d'intérêt. 


1 Au point critique même a=0 et dans ges) il ne reste que le second ter- 
me. Si la densité a des fluctuations dans le domaine de dimensions linéaires 
= Re 2 Æ 
-l,onaF—F-—b (= et AFi—b (n—n)°l. Le carré moyen de la fluctuation 
de la densité sera par conséquent inversement proportionnel à ! : 


(An)? - ; 


c'est-à-dire inversement proportionnel à la racine cubique du volume du domai- 
ne (en dehors du point HUE le carré moyen de la fluctuation de la densi- 
té décraît comme l'inverse du volume), 
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Développons nr — n en série de Fourier dans le volume du corps 
V, nous le présenterons sous la forme 


n—n— > nueikr, (119,4) 
k 


les composantes du vecteur k prenant tant des valeurs positives 
que négatives, quant aux coefficients 


LS =+{ (n—n)e-ik dV 
ils sont liés par les relations 


L 1 
Rx = ls 


dues au fait que r — n est réel. En substituant (119,4) dans (119,3) 
et en intégrant sur le volume, on obtient : 


AF,= EE (a+ bk*)| mx |?. (119,5) 
k 


Chacun des termes de cette somme ne dépend que d’un des nx ; 
ainsi, les fluctuations des divers rx sont statistiquement indépen- 
dantes. Chacun des carrés | r4|? entre dans la somme (119,5) deux 
fois (+k), de telle sorte que la distribution des probabilités de ses 
fluctuations est donnée par l'expression 


wenexp {7 (a+ bK) ja 12} : 


Comme | nrj |? est la somme des carrés de deux grandeurs indépen- 
dantes (nr, est complexe), on a pour le carré moyen de la fluctuation : 


QUE T 
Pa = ps (119,6) 
Il faut souligner que ces formules ne sont applicables que pour des 
valeurs du vecteur d'onde k qui ne sont pas très grandes ; pour des k 
supérieurs on ne peut plus se limiter, dans le développement (119,3), 
aux termes ne contenant que les dérivées inférieures de la densité 
par rapport aux coordonnées. 

Le résultat obtenu permet de calculer la fonction de corrélation 
v(r) ($ 118) au voisinage du point critique. Conformément à la for- 
mule générale (118,8), on a 


fe ikr dV = 4 


T 


D nn +. 
RSS 7 (a+ dk?) : 


|| 


Le premier terme de droite est en général grand par rapport à l'unité, 
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car tant a que k sont supposés petits. Ainsi, on peut écrire 


( veste dv = TT (119,7) 
A n (a+ bk?) 
D'où, par transformation de Fourier inverse on trouve ! : 
a \i/, 
ie CO 
v(r) Sr ; (119,8) 


Le coefficient devant r dans l'exposant est petit puisque a l’est. 
Au point critique a=0, et le facteur décroissant exponentiellement 
disparaît : 

se (119,9) 

&nnb 7. ! 

Ainsi, au voisinage du point critique la corrélation entre les posi- 
tions des diverses particules de la substance décroît très lentement 
avec la distance, c'est-à-dire qu'elle devient bien plus forte que 
dans les conditions ordinaires où elle disparaît pratiquement déjà 
à des distances de l'ordre des distances intermoléculaires. 

Pour la théorie des fluctuations au voisinage du point critique 
exposée dans ce paragraphe, il est indispensable de faire les mêmes 
réserves qu’au $ 84 ; tout comme dans ce paragraphe, les démons- 
trations faites ici supposent que les grandeurs thermodynamiques 
n’ont pas de singularité au point critique, ainsi on ne peut pas affir- 
mer que les résultats obtenus sont exacts. 


$ 120. Corrélation des fluctuations dans un gaz parfait 


Comme nous l'avons déjà remarqué au $ 118, dans un gaz clas- 
sique parfait il n’y a en général aucune corrélation entre les posi- 
tions des diverses particules. En mécanique quantique cependant, 
une telle corrélation a lieu, les particules identiques d’un gaz par- 


1 Si 
ke y 
pe dV= Th (1) 
la fonction œ est égale à 
e”*r 
P=—;: (2) 


Pour s’en rendre compte le plus simple est de remarquer que la fonction (2) 
satisfait à l'équation différentielle suivante : 


Ap— x? = — 4nô (r). 
En multipliant cette équation des deux côtés par e ik et en intégrant sur tout 
l'espace (l'intégrale de e—*“"Aq étant prise deux fois par parties) on obtient (1). 
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fait « interagissant » indirectement par suite du principe de symé- 
trie des fonctions d’onde (la question de la corrélation dans un gaz 
de Fermi a été étudiée pour la première fois par V. Foursov en 1937 
et la corrélation dans un gaz de Bose par À. Galanine en 1940). 

Pour simplifier les formules nous commencerons par négliger la 
présence possible de spin, ceci n’ayant pas une influence de principe 
sur les résultats oblenus. 

Pour calculer la fonction de corrélation le plus simple est d'uti- 
liser la méthode de seconde quantification. Conformément à cette 
méthode 1 introduisons un système de fonctions d'onde normalisées 


1 x 
VŸk =7r Cu (120,1) 
décrivant les états d'une particule d’impulsion p=Âk d'un gaz se 
déplaçant librement à l’intérieur du volume V (dans ce paragraphe 
nous utiliserons les vecteurs d’onde k au lieu des impulsions p). 
Dans le cas d’un volume fini V, le vecteur d’onde k prend une infi- 
nité de valeurs discrètes dont les intervalles sont cependant assez 
petits pour des V suffisamment grands. 
Puis, on introduit les opérateurs âk et â,*, diminuant et augmen- 
tant respectivement d’une unité les nombres rx de particules dans 
les divers états quantiques YŸ%, , ainsi que les opérateurs 


Ÿ (r) = Zn (r) au,  Ÿ*(r) = 2 (r)a, 


« ôtant » et « ajoutant » respectivement au système une particule 


au point r. On sait que W*(r)Ÿ(r)dŸ est l'opérateur du nombre de 
particules dont les coordonnées se trouvent dans l'intervalle 
dx dy dz=dV. Ainsi, Y*W peut être considéré comme l'opérateur À 
qui, dans la méthode de seconde quantification, représente la den- 
sité de distribution des particules du gaz dans l’espace : 


n = Ÿ+ (r) Ÿ (r) = ZZD ai ap (120,2) 


La somme suivant k et k’ est prise ici pour toutes leurs valeurs 
possibles. Il est facile de voir que les termes « diagonaux » de la 


somme (k=k) donnent justement la densité moyenne n. En effet, 


puisque l'opérateur aka, est simplement le nombre de particules nx 
dans l’état quantique donné, et que, conformément à (120,1), on a 
lhxf=1/V, ces termes sont égaux à 


DCE mer, 


1 Voir « Mécanique quantique », $$ 64, 65. 
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où N est le nombre total de particules dans le volume Ÿ. 
Ainsi, on peut écrire 


n—n= ZE ar au bebe, (120,3) 


où l'accent du signe somme signifie que le terme avec k’=k doit 
être omis. À l’aide de cette expression on peut calculer facilement la 
valeur moyenne qui nous intéresse, soit 


(n,—n)(n, —n). 


Le calcul de la valeur moyenne s'effectue en deux étapes. Il faut 
tout d'abord prendre la moyenne quantique, c'est-à-dire prendre 
la moyenne sur l’état quantique des particules. Cette moyenne cor- 
respond, comme on le sait, à l'élément matriciel diagonal correspon- 
dant de la valeur donnée. En multipliant les deux opérateurs (120,3), 
se rapportant à deux points différents r, et r, nous obtiendrons la 
somme des termes contenant divers produits des opérateurs & , at 
pris quatre à quatre. Mais de tous ces produits n'ont d'éléments 
matriciels diagonaux que ceux qui contiennent deux paires d’opéra- 
teurs à ,at de même indice, c'est-à-dire les termes 


247 +7 * * 
22 ‘ai Axa ax Yu (F3) Du” (ri) PK (re) Yu (re). (120,4) 
Ces termes sont des éléments matriciels diagonaux, avec 
at =1TFne, Ga = ns 


(ici comme partout ci-dessous le signe supérieur correspond au cas 
de la statistique de Fermi et le signe inférieur à la statistique de 
Bose). En substituant également les fonctions #ÿ, de (120,1), on 
obtient : 


= Sy (1 F Pi) Pi el (Mk) (rar), 


k k° 


On doit maintenant prendre la moyenne de cette expression au 
sens statistique, c’est-à-dire prendre la moyenne suivant la distri- 
bution d'équilibre des particules pour tous les états quantiques. 
Puisque les particules se trouvant dans divers états quantiques se 
conduisent d’une manière tout à fait indépendante, les moyennes des 
nombres n£ et n&w sont prises d’une manière indépendante, c'est- 
à-dire : 

(1 F NK') 7% ={1T lK') rx 


Les valeurs moyennes #, sont déterminées soit par la fonction de 
distribution de Fermi, soit par celle de Bose. 
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Ainsi, nous obtenons l'expression suivante pour la valeur moyenne 
qui nous intéresse : 


Ga—n)(n-n)=; DDC F nue) ngeitk-k sr), (120,5) 
k k°’ 

Comme pour un volume V, qui n'est pas trop petit, le vecteur 
d'onde k passe pratiquement par une série continue de valeurs, on 
peut, dans cette expression, passer de la somme à l’intégration, en 
la multipliant par 

V dk V dk’ 

Qn)s (2) 
L'intégrale de l’expression (120,5) se sépare en deux parties, la 
première d’entre elles est ? : 


NE nyeitk=k")(ri=n) d8k' dk = 


a | eik Min) 6 (r, —r,) dk = 


Fe n)s 
= ss Ô(re —r) (E rx dk = nô (r,—r,). 


C'est justement le premier terme de la formule (118,3). Ainsi, pour 
la fonction de corrélation [second terme de la formule (118,3)], 
nous obtiendrons l'expression suivante : 


_ kr n 
Fe \je di 


Si, dès le début, on tient compte du spin des particules, la for- 
mule (120,2) de l'opérateur de la densité spatiale du nombre de 
particules doit être écrite sous la forme 


ES = + = * 
n= 225 Axoûk'o ŸkoŸk'o 
TRE 


(120,6) 


(a étant la projection du spin). Dans l’expression (120,4) on doit 
également prendre la somme sur la variable de spin ©. Les membres 
de droite des formules (120,5) et (120,6) se trouvent être multipliés 


par g=2s+1, n; étant le nombre moyen de particules dans l’état 
quantique avec une valeur déterminée de 0, c’est-à-dire 


= 1 
LA T'ee-EVT 44 . (120,7) 


1 Ici on a utilisé la formule bien connue 


\ er dk = (2n}* 6 (r). 
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On obtient finalement la formule suivante pour la fonction de 


corrélation : 
2 


. £ eixr dk 
V (r) =T% HET Î ET Li . (120,8) 
Si l’on intègre sur les directions de k, on trouve 
œ 2 
— £ sin kr-k dk 
v)=T Arnr? ( ee-n/T+4|" (120,9) 
0 


Nous allons également donner la formule des carrés moyens des 
composantes du développement de Fourier des fluctuations de la 
densité; on peut obtenir facilement cette formule en substituant 
v(r) de (120,8) dans la formule générale (118,8) et en intégrant sur 
les coordonnées : 


[f@—n)e-mav fe Es (um) dk. (120,10) 

Les formules (120,8) montrent avant tout que pour un gaz de 
Fermi v(r)<<0, et pour un gaz de Bose v(r)>0. En d'autres termes, 
pour un gaz de Bose la présence d’une particule en un certain point 
augmente la probabilité pour une autre particule de se trouver au 
voisinage de ce point, c’est-à-dire que les particules accusent une 
sorte d’« attraction » mutuelle ; au contraire, dans un gaz de Fermi 
il y a une « répulsion » analogue (comparer avec la page 188). 

Si l’on effectue le passage à la limite à la mécanique classique 
(h—-0), la fonction de corrélation s'annule en vertu de ce qui a été 
dit au début de ce paragraphe [en effet, pour À—0, la fréquence du 
facteur oscillant eïkr—eipr/h dans l'expression sous l'intégrale dans 
(0e augmente d'une manière infinie et l'intégrale tend vers 
zéro) 1. 

Pour r—0, la fonction v(r) tend vers une limite finie. Puisque 

| ri dSk =n, 
(120,8) nous donne 


v(0)=+F L. (120,11) 


« 


Appliquons les formules obtenues à un gaz de Fermi dégénéré 
au zéro absolu. Dans ce cas, la fonction de distribution #; —1 pour 


k<k, et ni =0 pour k>k,, où k,=p,/h=(6n°n/g)": est l'impulsion 


1 Pour éviter tout malentendu [on aurait pu croire que À a disparu complè- 
tement des expressions (120,8-9)], rappelons que e=p°2m = A®k/2m. 
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limite de la distribution de Fermi. Ainsi, de (120,9) on tire 
ke 2 
v(r) =— #5 J'£sin kr. dk 


Aännir® 
0 


Nous n’allons considérer que des distances qui ne sont pas trop pe- 
tites, plus exactement nous allons supposer que k,r> 1. Conformé- 
ment à cette hypothèse, calculons l'intégrale en ne conservant que 


le terme de la plus petite puissance 1 et l’on obtient : 


v(r)=— cos? kr. (120,12) 


3 
2n?kort 
Si l’on prend la valeur moyenne du carré du cosinus variant très 
rapidement, on trouve : 


3 
7 Antkoré * 


v(r) = (120,13) 


Ainsi, la fonction de corrélation décroît comme l'inverse de la 
quatrième puissance de la distance. 


Problèmes 


1. Déterminer les carrés moyens des composantes de Fourier (de petits vec- 
teurs d'onde) des fluctuations de la densité d'un gaz de Fermi au zéro absolu. 

Solution. L'expression sous l'intégrale dans (120,10) ne diffère de zéro 
(et est égale à l'unité) qu'aux points en lesquels rx =1, n,,=0, c'est-à-dire 
aux points appartenant à la sphère de rayon k, dont le centre est à l'origine des 
coordonnées, et n'appartenant pas à la sphère de même rayon dont le centre se 
trouve au point f. Le calcul du volume de cette zone pour f<k, donne 


Re ns 
fc) ei ar 2, 3 


= — iŸ. 


_ (rÿ 4ka 


2. Déterminer la fonction de corrélation pour un gaz de Fermi pour des 
températures petites par rapport à la Lempérature de dégénérescence. 

Solution. Dans l'intégrale de (120,9) on pose =e,= Â*kè/2m et l'on 
effectue les transformations suivantes : 


œ æ œ 
1= ksin kr-dk à cos kr.dk à {sin kr 1 
_J ét-e)T y ôr ne CA r ee eT + 4] 
0 0 0 


On introduit la variable z= h°k(k—ko)/mT et en tenant compte du fait que T 
est pelite et que l'expression sous l'intégrale décroit rapidement lorsque |z| 
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augmente, on peul écrire 


x=< X=® 
_a1 re [1 \ 0 fsinker ne 1 | 
ne US | Sin (har+hand (Er) = 3 | — \ e dr) 


X=-® X=-®@ 
(où À=mT/h°ko) En posant CE Es dans l'intégrale obtenue, on trouve 
l'intégrale d'Euler ; on a finalement : 

_9 nÀ 

_ ôr {x (rar) 


sin or } 5 
Pour des distances telles que r>1/k,, on prend la moyenne sur les carrés des 
cosinus qui varient très rapidement ; on obtient finalement : 


3(mTY sh”® Fe) 
4ksk3r2 Es | 


v(r)=— 


Pour T0 cette formule devient (120,13). 


$ 121. Corrélation des fluctuations dans le temps 


Soit une grandeur physique quelconque caractérisant un certain 
corps en équilibre thermodynamique (ou une de ses parties). Dans 
le temps, cette grandeur subit des petites variations en fluctuant 
autour de sa valeur moyenne. Désignons de nouveau par z(t) la 
différence entre cette grandeur et sa valeur moyenne (de telle sorte 
que z=0). 

Entre les valeurs de xt) aux divers moments il y a une certaine 
corrélation ; ceci veut dire que la valeur de x à un certain moment { 
influe sur la probabilité de ses diverses valeurs à un autre moment 
t+t. Tout comme pour la corrélation spatiale étudiée aux para- 
graphes précédents, on peut caractériser la corrélation temporelle 
par la valeur moyenne du produit z(t)r(t+-t). On attribue à la 
moyenne le sens statistique habituel, c’est-à-dire que c'est la moyenne 
prise sur les probabilités de toutes les valeurs que peut prendre la 
grandeur x au moment { et au moment t+t. Comme nous l'avons 
déjà indiqué au $ 1, une telle moyenne statistique est équivalente 
à une moyenne temporelle, ici sur le temps { à t donné. 

La grandeur ainsi obtenue n’est fonction que de + ; désignons-la 
par (T) : 


ph=2ztzt+T. (121,1) 


Lors d'une augmentation illimitée de + la corrélation disparaît 
évidemment et la fonction (rt) tend donc vers zéro. 
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Déterminons la composante de Fourier de la grandeur z{t) par ! 
1 c : 
Ze 7e \ z (4) eivt dt (121,2) 


et par la relation inverse 
z(t)= | ze ict do. (121,3) 


Substituant cette dernière relation dans la définition œ(t’—t)= 
=zg(t)r(t"), on obtient : 


œo 
pie —n= fete du au. 
-æ 


Pour que l’intégrale du membre de droite de l'égalité ne soit fonc- 
tion que de la différence t=t{'—1, l'expression sous l'intégrale 
doit contenir la fonction à de w+&"’, c’est-à-dire que l’on doit avoir 


Zu = (1°),0 (& + w’). (121,4) 


Cette relation doit être considérée comme définissant la grandeur 
désignée ici symboliquement par (1°). Bien que la grandeur 2x, 
soit complexe, (1°), est évidemment réelle. [11 suffit de remarquer 
que l'expression (121,4) n’est différente de zéro que pour w'=—0, 
et le passage aux grandeurs complexes conjuguées signifie que w 
change de signe, c’est-à-dire que l'on interchange © et w'.] 

En substituant (121,4) dans (x) et en intégrant sur do’, on 
trouve 

ptr)= À (z)e- ir do. (121,5) 
En particulier, (0) est justement le carré moyen de la grandeur qui 
fluctue : 
C2 

mi = ( (x), du. (121,6) 


Nous voyons que la « densité spectrale » de la fluctuation quadra- 
tique moyenne coïncide justement avec la grandeur (z°),, [ou 2(:°),, 
si l'intégrale ne s'étend que sur les valeurs positives de w]. Cette 


1 L'intégrale écrite est en fait divergente, car z(t) ne tend pas vers zéro 
pour ||. Ceci n'est cependant pas très important pour les conclusions for- 
melles ultérieures destinées au calcul de carrés moyens qui sont évidemment 
finis. 

Nous utilisons la méthode de S. Rytoz pour l'introduction des composantes 
de Fourier. 
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grandeur est, conformément à (121,5), la composante de Fourier 
de la fonction de corrélation. Inversement, 


= 1 q(r) ef dr. (121,7) 


Considérant la grandeur x({) comme une fonction du temps, nous 
supposons par là même qu'elle se conduit d'une manière classique. 
Les formules écrites peuvent facilement être présentées d’une façon 
telle qu'elles puissent être appliquées à des grandeurs quantiques. 
Pour cela. au lieu de la grandeur x, il faut prendre l’opérateur z(t) 
de la mécanique quantique et ses composantes de Fourier 


Tue z (tb) ect dt. (121,8) 


Les opérateurs z(t) et z(t’) se rapportant à divers moments ne 
sont en général pas commutatifs, et la fonction de corrélation doit 
maintenant être définie comme 


pu—n=5 fr (4z4)+:6)26), (121,9) 


le trait indiquant que fa moyenne est prise sur les probabilités 
exactes de la mécanique quantique !. La grandeur (zx°),, est intro- 
duite de la manière suivante : 


+ Gate +8) = (rt), 8 (0 +0; (121,10) 


les relations (121,5-7) conservent leur forme. 

Supposons que la grandeur x est telle qu'en donnant une 
valeur déterminée (qui est nettement différente de sa fluctuation 
moyenne), on caractérise un état déterminé de l'équilibre incomplet. 
En d'autres termes, le temps de relaxation d'établissement de 
l'équilibre incomplet, pour une valeur donnée de x, est supposé 
ètre bien inférieur au temps de relaxation d'établissement de la 
valeur d'équilibre de la grandeur x elle-même. Cette condition est 
remplie pour un grand nombre de grandeurs présentant un intérêt 
physique. Les fluctuations de telles grandeurs sont appelées fluctua- 


1 Rappelons de nouveau que, conformément aux principes fondamentaux 
de la statistique, la moyenne peut Gtre prise soit mécaniquement, à l'aide de la 
fonction d'onde exacte de l’état stationnaire du système, soit d’une manière 
statistique, à l'aide de la distribution de Gibbs. La seule différence est que dans 
le premier cas le résuliat s'exprime en fonction de l'énergie du corps, et dans le 
second, en fonction de sa température. 


15 M 1641 
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lions thermodynamiques. Ci-dessous, dans ce paragraphe tout comme 
dans les $$ 122-124, nous allons considérer des fluctuations de ce 
type, nous supposerons de plus que les grandeurs zx sont classiques !. 

Nous allons également supposer ci-dessous dans ce paragraphe 
que lorsque l'on se rapproche de l'équilibre total, il n'apparaît 
dans le système aucun autre écart à l'équilibre, qui exigerait, pour 
pouvoir être décrit, l'introduction de nouvelles grandeurs. En 
d’autres termes, à tout moment, l'état du corps est complètement 
déterminé par la valeur de x (un cas plus général sera étudié au $ 124). 

Supposons que la grandeur zx(t) à, à un moment donné {, une va- 
leur grande par rapport à la fluctuation moyenne. On peut alors 
affirmer qu'aux moments suivants, le corps tendra à revenir à 
l'état d'équilibre, ainsi la grandeur x tendra à diminuer. Par suite 
des hypothèses faites ci-dessus, la vitesse x de sa variation sera, à 
tout moment, entièrement déterminée par la valeur de x à ce même 
moment : z=zx{r). Si x est quand même relativement petit (petit 
par rapport à tout l'intervalle de ses variations possibles), on peut 
développer x(x) en série suivant les puissances de x et se limiter au 
terme linéaire 

Æ= Az, (121,11) 
où À est une constante positive. 

Introduisons alors la grandeur E,(t) en la définissant comme la 
valeur moyenne de la grandeur zx({) au moment {+7 à condition 
qu’au moment précédent t, elle avait une certaine valeur donnée x ; 
une telle valeur moyenne est en général différente de zéro. La fonc- 
tion de corrélation œ(t) peut évidemment être écrite à l’aide de la 
fonction :,(t) sous la forme 


q(r) = 26, (r). (121,12) 


où la moyenne ne s'étend que sur les probabilités des diverses va- 
leurs de x au moment initial t. 

Pour les valeurs de £, grandes par rapport à la fluctuation 
moyenne, il découle de la formule (121,11) que 


dE, (T) us 
à (x). (121,13) 
Il faut considérer que cette relation est également exacte pour des 
petits E.(t) arbitraires. Intégrant la relation (121,13) sans oublier 


1 Le résultat définitif pour les fluctuations thermodynamiques d’une gran- 
deur quantique se distingue du résultat pour une grandeur classique par un chan- 
gement simple des formules, qui sera indiqué au & 127 [voir (127.22)]. 
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que par définition E,(0)=zx, on trouve : 
ëx (x) = zen 


et enfin, en substituant dans (121,12). on obtient une formule dé- 
terminant la fonction de corrélation temporelle : 


qpÜr)= ze À. 


Il ne faut cependant pas oublier qu'’ainsi écrite cette formule ne 
concerne que le cas 1>>0, car dans la démonstration précédente [équa- 
tion (121,13)], on supposait que le moment {++ vient après {. D'un 
autre côté, on a identiquement : 


p=zzt+o=z(—1z0-p(—0), 


car cette transformation se réduit à un simple changement de dé- 
signation (changement de ?{ en t—7+) de la variable par rapport à 
laquelle on prend la moyenne. En d'autres termes, (rt) est une 
fonction paire de +. 

On peut donc écrire la formule définitive : 


p{r)=ze-kltl, (121,14) 


applicable tant pour des + positifs que négatifs. Cette fonction a 
pour t=0 deux dérivées distinctes. Ceci est dû au fait que nous 
avons considéré des intervalles de temps grands par rapport au 
temps d'établissement de l’équilibre incomplet (équilibre pour une 
valeur donnée de zx). Si l’on considérait des temps inférieurs, ce 
qui est impossible dans le cadre de la théorie thermodynamique, 
ceci conduirait évidemment à ce que, pour t=0, on aurait égale- 
ment 0, comme il se devait pour toute fonction paire de +. 

Une intégration élémentaire donne l'expression suivante pour 
les composantes de Fourier de la fonction (+) définies conformément 
à (121,7) : : 

ut ji 
Ge To Po 

[2 est pris dans (112,4)]. 

On peut encore présenter les résultats obtenus sous une autre 
forme qui se trouve souvent être plus commode pour des appli- 
cations concrètes. 


La relation z=—hr pour la grandeur x (et non pour sa valeur 
moyenne Ë,) n'est exacte, comme nous l'avons déjà remarqué, 
que pour des valeurs de x grandes par rapport à la fluctuation 


moyenne. Pour x arbitraire, on écrira x sous la forme : 
z=—Àz +}, (121,16) 


(121,15) 


15° 
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qui est la définition d’une nouvelle grandeur y(t). Bien qu'en va- 
leur absolue l’envergure des oscillations de la grandeur y ne change 
en aucune sorte son caractère dans le temps, pour des valeurs de zx 
grandes (dans le sens indiqué précédemment), c'est une grandeur 
relativement petite que l’on peut négliger dans l'égalité (121,16). 

En multipliant cette égalité par dot et en intégrant sur dt de O 


2 


à T (le terme ze”! étant intégré par parties), on obtient : 


— _ How 
Tw Es À — io x 


En utilisant maintenant les formules (121,4) et (121,15), on obtient 
G == À. (421,17) 


Faisons une remarque intéressante selon laquelle cette grandeur 
se trouve être indépendante de la fréquence. 

La grandeur (121,17) est en même temps la composante de Fou- 
rier de la valeur moyenne y(t)y(t+T) [tout comme (rx), est une 
composante de Fourier de la valeur moyenne z{t}r(t++)l. Mais la 
fonction dont les composantes de Fourier ne dépendent pas de la 
fréquence est proportionnelle à la fonction 6 ; il est facile de voir que 


y (1) y HT) = 2Ax°6 (x). (121,18) 


Le fait que cette expression s'annule pour t-£0 signifie que les 
valeurs de la grandeur y(t) à divers moments ne recèlent aucune 
corrélation entre elles. En réalité, cette affirmation est évidemment 
approchée et signifie seulement que les valeurs de la grandeur y(t) 
sont corrélées durant des intervalles de temps de l’ordre du temps 
d'établissement de l'équilibre incomplet (équilibre à x donné), 
supposé ici négligeable. À ce propos remarquons que toutes les 
formules obtenues dans ce paragraphe pour les composantes de Fou- 
rier des diverses grandeurs ne sont applicables que pour des fré- 
quences petites par rapport à l'inverse du temps d'établissement de 
l'équilibre incomplet. 


$ 122. Symétrie des coefficients cinétiques 


Considérons un système isolé ne sc trouvant pas en état d’équi- 
libre statistique, toute une série de grandeurs thermodynamiques 
Zi , 2, Caractérisant le système en entier ou ses parties et prenant 
simultanément des valeurs hors d'équilibre (dans le premier cas 
cela ne doit pas être des grandeurs qui restent en général constantes 
pour le système isolé. comme par exemple l'énergie ou le volume). 
Tout comme au $ 113, il nous sera commode de supposer que l’on 
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a déjà retranché de ces grandeurs leurs valeurs d'équilibre, de tel- 
le sorte que r,, x,, .… montrent à quel point les systèmes sont hors 
d'équilibre. 

Les grandeurs z,, .…, x, varieront dans le temps. Nous allons 
supposer que l’ensemble de ces grandeurs est tel qu'il caractérise 
complètement le processus d'approche de l'équilibre, et qu'il n’y a 
aucun autre écart à l'équilibre complet dans ce processus (comparer 
avec le paragraphe précédent). La vitesse x; de variation de la 
grandeur z; est alors, dans chaque état hors d’équilibre, une fonc- 
tion des valeurs x,, .…, x, dans cet état : 


T=zi(tn -.., 2). (122,1) 


Supposons que le système se trouve dans un état qui est relative- 
ment près de l'équilibre ; ceci veut dire que les grandeurs z; peuvent 
être supposées petites. Développant les vitesses x; suivant les puis- 
sances de z;,, ..…, z,, on peut se limiter aux termes du premier ordre, 
c’est-à-dire Îles présenter sous la forme de somme linéaire de la forme : 


où À ;, sont des coefficients constants. Dans ce développement, il ne 
saurait y avoir de terme d'ordre zéro, car à l’équilibre (c'est-à-dire 
pour z,=0, zr,=0, .…) toutes les vitesses zx, doivent également 
s’annuler. Ci-dessous, tout comme au $ 113, nous allons omettre 
le signe somme ; pour tous les indices se répétant deux fois on sous- 
eutendra une sommation de À à n. Ainsi !, 


Introduisons maintenant les dérivées 
as 
2:00 29 
Ge (122,3) 


de l’entropie S du système. A l'équilibre, l’entropie est maximale, 
de telle sorte que 


X,=0, X,=0, ..…., X,=0, (122,4) 


1 Dans les applications on rencontre des cas où l'équilibre complet dont on 
s'approche dépud, de paramètres extérieurs quelconques (par exemple du vo- 
lume, d'un champ extérieur, etc.) qui eux-mêmes varient lentement dans le 
temps ; les valeurs d'équilibre (valeurs moyennes) des grandeurs considérées 
varient simultanément. Si cette variation est suffisamment lente, on peut comme 
précédemment utiliser toutes les relations données, avec cette seule différence 
que les valeurs moyennes z; ne peuvent être supposées nulles tout le temps ; 


désignons-les par z{0), ainsi, au lieu de (122,2), on doit écrire : 
ä =—his (2 ). (122,2a) 
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pour des zx; petits on peut écrire, en nous limitant de nouveau aux 
termes du premier ordre, 


À ;= Pate (122,5) 


où B;, sont des constantes. Les cocfficients B;, sont les dérivées 
premières de X;, c’est-à-dire les dérivées secondes de S ; ainsi 


Be = Br (122,6) 


c'est-à-dire que ces coefficients sont symétriques par rapport aux 
indices i et 4, il n’en est pas de même des coefficients À ;, dans (122.2). 
Si on exprime les grandeurs x; de (122,5) en fonction des gran- 
deurs X ; et si on les substitue dans (122,2), les vitesses x. se trou- 
veront être exprimées comme des combinaisons linéaires de X;, 
c'est-à-dire que l’on obtient des égalités de la forme 
Zz;,=—7Y;À,. (122,7) 
Appelons les grandeurs y;, coefficients cinétiques. Nous allons main- 
tenant démontrer le principe de symétrie des coefficients cinétiques 
(L. Onsager, 1931) conformément auquel 


Vie Yi (122,8) 


Pour cela supposons que les grandeurs x; ne sont pas égales à 
leurs valeurs moyennes par suite des fluctuations subies par le sys- 
tème. Considérons une valeur quelconque de la grandeur x; à un 
certain moment { et la valeur d’une autre grandeur x, au moment 
t+r et prenons la moyenne du produit x;(t)r,(t+7) dans le temps 
t (à + positif donné). Les équations de la mécanique décrivant le 
mouvement des particules du corps (en l'absence de champ ma- 
gnétique extérieur) sont symétriques par rapport au changement du 
signe du temps. Il est donc tout à fait indifférent de prendre la 
moyenne de la grandeur x, en un moment ultérieur ou de la grandeur 
zx; en un moment antérieur ou inversement. Par conséquent, les 
valeurs moyennes des produits z(t)z,(t+7) et z(t+t)z,(t) doivent 
être égales : 


z,(t)z(t+t)=zx;(t +7), (t). (122,9) 


Prenons la dérivée de cette égalité par rapport à + et posons t—=0. 
On obtient alors : 


Lt = Tee (122,10) 


Pour éviter tout malentendu il est indispensable de faire la re- 
marque suivante concernant la démonstration ci-dessus. Si l'on 
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désigne de la variable { par rapport à laquelle on a pris la moyenne 
par t—7, on obtient identiquement 

z,(0)z(t+Tt)=z;(t—7T)zx, (t), 
ce que l’on peut écrire sous la forme 


PT = Pat), (122,11) 
où l’on a introduit la désignation : 
Paltrt)=z;(t-+T) x, (6). (122,12) 


A première vue, on pourrait croire qu’en dérivant (122,11) par 
rapport à t et en posant ensuite t=—0, on peut obtenir ®;,(0)=0. 
En réalité, cependant, comme nous l’avons déjà remarqué au $ 121, 
à l’approximation considérée ici les fonctions @;,(t) [tout comme 
(tr) dans le $ 121] ont au point t=0 deux dérivées différentes : 
pour t—++0 et pour 7—>—0. 

Substituons maintenant dans (122,10) l'expression (122,7) pour x, : 

Nu VX ty. 
Mais, conformément à (113,7), on a z,X,—6;, donc 
Vi Vi Yi = Vin 
ce qui démontre la relation (122,8). 

Il est nécessaire de faire certaines réserves sur cette relation. 
Pour démontrer cette relation nous nous sommes essentiellement 
basés sur la symétrie des équations de la mécanique dans le temps. 
Cette symétrie se formule d'une manière un peu différente dans le 
cas de fluctuations dans un corps en rotation uniforme ou se trou- 
vant dans un champ magnétique extérieur. Dans ces cas, la symé- 
trie par rapport au changement du signe du temps n'a lieu que si 
l’on change simultanément le signe de la vitesse angulaire de la 
rotation @ ou du champ magnétique H. Aussi, pour les coefficients 


cinétiques, qui dans ces cas dépendent de & ou de H comme de para- 
mètres, on aura les relations suivantes : 


Vik (Q) = Vi (—9), (122,13) 

Vi (M) = vs; (—H). ’ 
Lors de la démonstration nous avons supposé que les grandeurs 
z; sont telles que lorsque l’on change le signe du temps elles restent 
inchangées. Cependant, si ces grandeurs sont proportionnelles aux 
vitesses de mouvements macroscopiques quelconques, elles changent 
elles-mêmes de signe lorsque le temps change de signe. Il est facile 
de voir que si deux grandeurs quelconques x; et x, changent toutes 
les deux de signe, la relation (122,10) restera en vigueur, on aura 
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donc également y;,=7Y,,;. Mais si l’une des grandeurs Ti, Z, Change 


de signe et que l’autre reste inchangée, on aura x; TR =—T; x, et pour 
les coefficients cinétiques correspondants on aura la relaLion : 


Vi Yi (122,14) 


De (122,7) et (122,8) il découle que les vitesses r; peuvent être 
présentées sous la forme des dérivées 


. â 

= (122,15) 
d’une certaine « fonction génératrice » / qui est une forme quadratique 
des grandeurs X'; construile au moyen des coefficients y;, : 


= vaX Xe (122,16) 
Cette fonction est importante car elle permet de définir la dé- 
rivée de l’entropie S par rapport au temps. En effet, on a 
s __0S 7. CEE 9f L 
== À; 
et puisque f est une fonction quadratique de X';, conformément au 
théorème d'’Euler on a : 


$ = 2}. (122,17) 


Au fur et à mesure que l’on se rapproche de l'équilibre l’entropie S 
doit augmenter, tendant vers un maximum. Ainsi, la forme quadra- 
tique f doit être essentiellement positive ; ceci implique certaines 
conditions aux coefficients y;,. 

D'une manière Lout à fait analogue à la démonstration de la 
relation (122,8), ou peut montrer que si les dérivées des grandeurs 
ZX ; par rapport au temps sont exprimées sous la forme de fonctions 
linéaires de x; : 


Xi=— Lits (122,18) 
les coefficients &;, sont symétriques : 
Lie = Gui (122,19) 
On peut donc présenter X, sous la forme de dérivées : 
Kia FL (122,20) 


de la fonction quadratique 


1 - ‘)e L 
= Lurite. (122,21) 
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En utilisant la formule (122,5) et en se souvenant que B;,=B,, 
on a: 
dS=—X,dz,=—$;z;dr, =—zxd(B,x,) =—z;dX,;, 
d'où l'on voit que 


os 
8Y,; 


=z, (122,22) 


l'entropie étant maintenant supposée être exprimée sous la forme 


d’une fonction des grandeurs X;. Ainsi, la dérivée S peut également 
s'écrire sous la forme suivante: 


où f est pris dans (122,21). En comparant avec (122,17), on voit que 
les deux fonctions f (122,16) et (122,21) correspondent à une même 
grandeur exprimée en fonction de variables différentes. 

Pour des systèmes composés de corps se trouvant dans un milieu 
extérieur, on peut transformer la formule (122,17) en tenant compte 
du fait que la variation de l’entropie d’un système isolé, lursque l'on 
s'écarte de l'équilibre, est égale à —R,,,/7,, où R,4, est le travail 
minimal nécessaire pour faire passer le système de l’état d’équi- 
libre dans l’état donné [voir (20,8)] !. En posant également R,,,,= 
=AE-—TAS + P,AV (où E, S, V se rapportent au corps, et T,, P, 
sont la température et la pression du milieu), on obtient 


ÊÉTS+PV=—2fTe. (122,23) 


En particulier, si l'écart à l'équilibre a lieu à température et pres- 
sion (égales à 7, et P,) constantes, on a 


D=——2/T, (122,24) 


et à température et volume constants : 


É=—2/T. (122,25) 


1 Par suite de cette relation entre les variations de l'entropie et Run, la 
définition de X}; peut également s'écrire sous la forme 


di=r ——, (122,3a) 


dont il est parfois plus commode de se servir que de (122,3) [comparer avec 
(22,7)]. 
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$ 123. Fonction dissipative 


Le mouvement macroscopique des corps plongés dans un milieu 
cxtéricur est en général accompagné de processus irréversibles de 
frottement conduisant en fin de compte à l'arrêt du mouvement. 
L'énergie cinétique des corps se transforme alors en chaleur ou, 
comme on dit, elle se dissipe. 

Il est évident que l’on ne peut étudier du point de vue purement 
mécanique un tel mouvement ; comme l'énergie du mouvement 
macroscopique se transforme en énergie de l'agitation thermique 
des molécules du corps et du milieu, il faudrait pour une telle étude 
écrire les équations du mouvement pour toutes ces particules. I] 
faut donc s'adresser à la statistique pour écrire les équations du mou- 
vement dans le milieu de telle sorte que celles-ci ne contiennent que 
les coordonnées « macroscopiques » des corps. 

Ce problème ne peut cependant pas être résolu sous une forme 
générale. Comme le mouvement interne des atomes du corps dépend 
non seulement du mouvement du corps au moment donné, mais 
également de l’histoire de ce mouvement, les équations du mouve- 
ment comprendront non seulement les coordonnées « macroscopi- 
ques » des corps Q,, @, .…., Q,et leurs dérivées premières et secondes 
par rapport au temps, mais également toutes les dérivées d'ordre 
plus élevé (plus exactement, un certain opérateur intégral des coor- 
données). La fonction de Lagrange pour le mouvement macrosco- 
pique du système n'existe alors évidemment pas et les équations 
du mouvement pour différents cas auront des caractères tout à fait 
différents. 

Les équations du mouvement peuvent être établies sous une 
forme générale dans le cas où l’on peut supposer qu’il suffit de se 


donner les coordonnées Q; et les vitesses Q; pour connaître complè- 
tement l'état du système au moment donné et que l’on peut né- 
gliger les dérivées d'ordre plus élevé (il faut dans chaque cas établir 
le critère conformément auquel ces dérivées sont petites). Nous 


allons de plus supposer que les vitesses Q; sont suffisamment peti- 
tes, ce qui permet de négliger leurs puissances supérieures. Enfin, 
supposons que le mouvement, dont il est question, consiste en de 
petites oscillations autour de certaines positions d'équilibre, c'est 
le cas auquel on a généralement à faire; de plus nous supposerons 
que les coordonnées Q; sont choisies de telle sorte qu'à l'équilibre 
on ait Q;,—0. L'énergie cinétique du système ÆX(Q;) sera alors une 
fonction quadratique des vitesses Q; ne dépendant pas des coordon- 
nées Q; ; l'énergie potentielle U(Q;) qui elle est liée à l’action des 
forces extérieures, sera une fonction quadratique des coordon- 
nées ©. 
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Introduisons les impulsions généralisées P;, que l'on définira 
comme d'habitude de la manière suivante : 


ôk (0; 
Le Qu, (123,1) 

90; 
Ces égalités déterminent les impulsions sous la forme de combinaisons 
linéaires des vitesses. En exprimant à l’aide de ces égalités les vi- 
tesses en fonction des impulsions et en substituant dans l'énergie 
cinétique, on obtient cette dernière sous la forme d'une fonction 
quadratique des impulsions, on aura alors les égalités suivantes : 
Q;= "0. (123,2) 

P; 

Si l'on néglige complètement les effets de dissipation, les équa- 
tions du mouvement seront les équations habituelles de la méca- 
nique, conformément auxquelles les dérivées des impulsions par 
rapport au temps sont égales aux forces généralisées, soit : 


(123,3) 


Remarquons tout d’abord que les équations (123,2-3) se trou- 
vent en accord formel avec le principe de symétrie des coefficients 
cinétiques établi au $ 122, si les grandeurs z,, 2, ..…., z+, qui y ont 
été introduites sont les coordonnées Q; et les impulsions P;. En 
effet, le travail minimal indispensable pour amener le corps de 
l'état de repos aux positions d'équilibre dans les positions Q; d'im- 
pulsions P; est Rnin=K(P;)+U(Q;). Ainsi, les dérivées 


1 6Rmin _ 1 OÙ 
Xo=T 760; ToQ;' 
Xp, = 2 2Rmin _ 1 2K 


joueront le rôle des grandeurs X,, X,, …, X., (voir note page 457), 
et les équations (123,2-3) correspondront aux relations (122,7) ; 
de plus 


Yo». =—T=—1Yr,0, 


en accord avec la règle (122,14) Inous avons ici affaire au cas où 
l’une des grandeurs (Q;) reste inchangée lorsque l'on change le 
signe du temps, et l’autre (P;) change de signe]. 

Conformément aux relations générales (122,7), on peut mainte- 
nant écrire les équations du mouvement compte tenu des processus 
de dissipation, en ajoutant aux membres de droites des égalités 

(123,2-3) certaines combinaisons linéaires supplémentaires des 
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grandeurs X os XP, de telle sorte que la symétrie requise des coeffi- 
cients cinétiques soit respectée. Il est cependant facile de voir que 
les égalités (123,2) doivent rester inchangées ; en effet. ces égalités 
sont simplement la conséquence de la définition des impulsions 
(123,1), ce qui n’a rien à voir avec la présence ou l'absence de pro- 
cessus de dissipation. On établit ainsi, qu’aux égalités (123,3) on 
ne peut ajouter des combinaisons linéaires que des grandeurs X», 
75 sr . + +. OK : ne 
‘c'est-à-dire des dérivées 5P: ) à dans le cas contraire, la symétrie 
des coefficients cinétiques serait rompue. 
On.obtient ainsi un système d'égalités de la forme 


où les coefficients constants y;, sont liés par les relations 


Vin = Ver (123,4) 
S : ôK : PS à 
En substituant Me —=Q,, on peut écrire finalement 


s 
. oU . 
BY VixQ»- (123,5) 
@ k=1 


C'est le système d'équations du mouvement cherché. Nous voyons 
que la présence de processus de dissipation conduit, à l'approxi- 
mation considérée, à l'apparition de forces de frottement supplé- 
mentaires, dépendant linéairement des vitesses du mouvement. Par 
suite des relations (123,4), on peut écrire ces forces sous la forme de 
dérivées de la fonction quadratique par rapport aux vitesses cor- 
respondantes 


1 e . 
Î=5Y VixQ iQ (123,6) 
ik 
on appelle cette fonction fonction de dissipation. On a alors 
ps nn. (123,7) 
2Q; 20; 


En introduisant la fonction de Lagrange L=K—U, on peut écrire 
les équations du mouvement sous la forme 
LRO PRO ER 123,8 
dt oQ; 20: 8Q: ” LS 
qui se distingue de la forme ordinaire des équations de Lagrange 
par la dérivée de la fonction de dissipation se trouvant dans le 
membre de droite. 
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La présence du frottement conduit à une diminution de l'énergie 
mécanique totale (X-U) des corps en mouvement. Conformément 
aux résultats généraux du $ 122, la vitesse de cette diminution est 
déterminée par la fonction de dissipation. Comme les désignations 
ici et au $ 122 sont différentes, nous allons le démontrer de nouveau. 
On a 


L(K+U) D) Core Pitag 01) = Zi (Bi+ 30) » 


ou, en substituant (123,7) et en tenant compte du fait que la fonc- 
tion de sr est quadratique : 


LUK4+U)=— ie 2h, (123,9) 


ce qu'il fallait démontrer. 
En conclusion indiquons qu’en présence de champ magnétique 


extérieur, les équations du mouvement ont toujours ïa forme (123,5), 
avec cette seule différence qu’au lieu de (123,4) on aura : 


Vie CH) = Ya: (— H). 


Par conséquent, il n’y aura cependant pas de fonction de dissipation, 
dont les dérivées déterminent des forces de frottement ; ainsi, les 


équations du mouvement ne pourront pas être écrites sous la forme 
(123,7). 


$ 124. Corrélation temporelle des fluctuations de plusieurs grandeurs 


Les résultats obtenus au $ 121 pour la fonction de corrélation 
temporelle pour une grandeur fluctuante peuvent être généralisés 
pour les fluctuations, où plusieurs grandeurs thermodynamiques 
Ts Tes +, Z, S'écartent de leurs valeurs d’équilibre. 

D'une manière analogue à la définition (121,1), on introduit 
les fonctions de corrélation 


Pa(r)=r;(+T)x, (0). (124,1) 
Elles satisfont identiquement aux relations 
Pin (T) = Pxi(— 7) (124,2) 


{voir (122,11)]. 
Au lieu de (121,7) on a maintenant 


(rire = 5 | que" dr, (124,3) 
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sont déterminées de la manière suivante : 


Lio Tkw’ —= (z ze ô (© + oo”). (124,4) 


où les grandeurs (r;x,) 


Considérons la valeur moyenne x;(t)X,(1+71). En substituant X,— 
=$,,r,, on obtient : 


LE) À (+ T) = Burpr; (r). 


D'un autre côté, en introduisant les valeurs moyennes E,(t) des 
grandeurs X, et les valeurs moyennes &,(Tt) des grandeurs z, à l’ins- 
tant {++ pour des valeurs données de tous les x,. r,, … à l'instant ?, 
on peut écrire [comparer avec (121,12)] : 
z,(t) X,(t+Tr) = x E, (Tr). 
Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport à t, 
dE 


puis, pour les dérivées . . Substituons les expressions : 


E, EI Crbr 


avec les mêmes coefficients que dans (122,18). Comme rë,(t)=,(r), 
on obtient le système d’équations 


Bar DE = — tirs (t>0), (124,5) 


déterminant ®;, en fonction de + ; il ne faut pas oublier que sous 
cette forme ce système ne concerne que le cas où T=>0 (comparer avec 
le $ 121). 

Pour calculer les composantes de Fourier des fonctions @;, on 
multiplie les deux membres de l'égalité (124,5) par e“ et on intègre 
sur dr de O à l’o. En intégrant par parties et en ayant en vue 
que @;,(00)=0, on trouve: 


— BurPri (0) — ioBs Qritrheintdr=—t,, Pis x) ei dr. 


Mais conformément à (113,8) : 


si qui (0)=zx, = Bar, 
ainsi 


(Eur — IOB4r) \ Qui (T) et dt = 6er. 
D'où l’on a: 


œo 
Équeto dr = (E— ioB}z!, 
LL 
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où (£—iwB);;' sont les composantes de la matrice inverse de la matrice 
(£—iwB),;. En remplaçant & par —7, © par —w et en utilisant la 
relation (124,2) on obtient : 


0 
Ÿ quite) eur dr = (+ ina". 
+ 
Enfin, en ajoutant les deux égalités, on obtient la formule suivante : 
+ 
Lqutr)eïvt dr = (E—iup)x"+(G+iop)z', (12,6) 
-@ 
donnant les composantes de Fourier cherchées et généralisant ainsi 
la formule (121,15) !. 

La matrice des grandeurs $,; est toujours symétrique. En l'ab- 
sence de champ magnétique &,; sont également symétriques, donc 
la matrice &,;+iof,; ainsi que son inverse le sont également ?. 

Tout comme au $ 121 les résultats obtenus peuvent être présen- 
tés sous une autre forme après l’introduction des nouvelles grandeurs 
Y', conformément à 


Li —taurs + (124,7) 


lorsque z, devient supérieur à ses fluctuations moyennes, on peut 
négliger ces grandeurs. Tout comme au $ 121, après un calcul 
simple on obtient la formule : 


Yo = 7e (Eir+ Ed. (124,8) 


Ces grandeurs sont de nouveau indépendantes de ©. 
Pour les grandeurs y; déterminées conformément à 


Li = — YA y + Yh (124,9) 
1 Si l’on a seulement une grandeur z, on a : 
1 1 2£ 


Fe Eu FE of Fo: 


Par définition des grandeurs À,6, £, on a simplement dans le cas présent : 
À =fz, À=— br, 2=— hz. 


Ainsi, &—=AB et l'on revient à (121,15). 

3 Si l’une des parade x; (par exemple z,) change de signe lorsque l'on 
inverse le temps, les éléments de la matrice correspondants (124,6) doivent 
être antisymétiques. 11 en est réellement ainsi, car dans ce cas {:y==—t,: [com- 

rer avec (122,14)], et les coefficientsB ;,—0. Cette dernière égalité découle du 
ait queB;, sont les coefficients du produit z;r, de la forme quadratique, déter- 
minant la variation de l'entropie lorsque l'on s’écarte de l'équilibre. Puisque 
l'entropie reste invariante lorsque l'on inverse le temps, et le produit z;r; change 
de signe, l'entropie ne peut contenir un tel terme, c est-à-dire queB ;,=0. 
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on a une formule analogue 


Gao = 5 (vint Ve. (124,10) 
Cette formule est évidente sans calculs supplémentaires, si l’on 
remarque qu’on a une certaine relation entre les grandeurs z; et 
les grandeurs X ; : tout comme X ; sont les dérivées de l’entropie par 
rapport à z,;, inversement, les grandeurs x; sont égales aux dérivées 
de l’entropie par rapport à X.. 

Notons également la formule suivante : 


vu C+T)= (vaut Ya) Ô(), (124,11) 


correspondant à la formule (124,10) ; d’une manière analogue (121,18) 
correspond à (121,17). 

Pour les applications pratiques les formules (124,8) et (124,10) 
ont l’avantage de contenir les composantes des matrices £,, et y,, 
et non de leurs inverses. 

A titre d'exemple d'application des formules obtenues, considé- 
rons les fluctuations d’un oscillateur à une dimension. En d’autres 
termes, considérons un corps se trouvant au repos à l’état d’équi- 
libre (@=0), mais pouvant effectuer de petites oscillations suivant 
une certaine coordonnée macroscopique Q. Par suite des fluctuations 
la coordonnée Q s’écartera de la valeur Q=0. Le carré moyen de cet 
écart se détermine directement suivant le coefficient de la force 
quasi-élastique agissant sur le corps lors de sa déclinaison. 

Ecrivons l'énergie potentielle de l’oscillateur sous la forme 
suivante : 


où m est sa « masse » (c’est-à-dire un coefficient de proportionnalité 
entre l'impulsion généralisée P et la vitesse Q : P=mQ). et wo, 
la fréquence des oscillations libres (en l'absence de frottement). 
La fluctuation quadratique moyenne sera alors égale à 


73 T 
F = 
moi 


(comparer avec le problème 7 du $ 114). 

Il est cependant très intéressant de calculer les « composantes 
de Fourier » des fluctuations de la coordonnée. Nous allons le faire 
pour le cas général, lorsque les oscillations de l’oscillateur s’accom- 
pagnent. de frottement. 
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Les équations du mouvement d’un oscillateur avec frottement 
sont : 


£ P 
o=1, (124,12) 


P=—moiQ—Yy£, (124,13) 


où —yP/m—=—yQ est la « force de frottement ». Comme nous l'avons 


mentionné au paragraphe précédent, si l’on considère Q et P comme 
2 
mu) 

les grandeurs z, et r,, les X,et X, correspondants seront ; 7e t 


_e . Les équations (124,12-13) jouent alors le rôle des relations Z,= 


=—"7Y;,X,, de telle sorte que 
Yu =0, Ve =—Ya=—T, Ye = YT. 


Pour appliquer ces équations aux fluctuations, écrivons (124.13) 
sous la forme suivante : 


P=—moiQ — YF + (124,14) 


quant à l’équation (124,12) qui est la définition de l'impulsion, il 
faut la laisser inchangée, Conformément à la formule (124,10), on 
obtient directement 


a 1 TT 
Go = 7 V2 _ . 


Enfin, pour trouver les (Q:),, cherchés, on substitue P=m@ dans 
(124,14), on a alors ! : 


mQ + y + moëQ =y. (124,15) 


En multipliant cette égalité par d°’ et en intégrant sur le temps, 
on trouve : 


(— mo? — iwy + moi) Qo = Yw 


d'où finalement 
ne 
ñ |m? (w? — w?)?+ w*y®| < 


(Qu = (124,16) 


1 Considérant (124,15) comme « une équation du mouvement » de l'oscil- 
Heur DUCRUARE la grandeur y est appelée parfois force aléatoire agissant sur 
‘oscillateur. 
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$ 125. Susceptibilité généralisée 

Il est impossible d’obtenir une formule générale donnant la dis- 
tribution spectrale des fluctuations non thermodynamiques, qui 
serait l’analogue de la formule (121,15) pour les fluctuations ther- 
modynamiques. Cependant, dans certains cas, il se trouve possible 
de relier les propriétés des fluctuations non thermodynamiques 
avec des grandeurs caractérisant le comportement du corps soumis 
à certaines actions extérieures. 1] peut ici être question de fluctua- 
tions tant de grandeurs classiques que de grandeurs de nature quan- 
tique. 

Les grandeurs physiques de cette catégorie ont la propriété sui- 
vante : pour chacune d'elles il existe une action extérieure condui- 
sant à l’apparition dans l’hamiltonien du corps d’un opérateur de 
perturbation de la forme 


= — 7j (1), (125,1) 


où £ est l'opérateur quantique de la grandeur physique donnée, 
et la « force de perturbation » f est une fonction donnée du temps !. 

En présence d’une telle perturbation la valeur quantique moyenne 
x est différente de zéro (à l'équilibre, en l'absence de perturbation, 
æz=—0) et peut être présentée sous la forme af, où & est un opérateur 
intégral linéaire dont l’action sur la fonction j(t) se détermine au 
moyen de la formule suivante : 


z()=af = K(x)f(6—+) dx, (125,2) 


où X(T) est une fonction du temps dépendant des propriétés du corps. 
La valeur x à l'instant { ne peut évidemment dépendre de la 
valeur de la « force» f qu’aux instants antérieurs (et non posté- 
rieurs) ; l’expression (125,2) satisfait à cette condition. 

Toute perturbation dépendant du temps peut, au moyen du dé- 
veloppement de Fourier, se réduire à un ensemble de composantes 
monochromatiques dépendant du temps comme e”“’. Pour une telle 


perturbation la relation entre zx et f prend la forme 
z=a(o)f, (125,3) 
où la fonction a(w) se délermine de la manière suivante : 


a (w) -- Ü & (x) efer dr. (125,4) 


1 Ainsi, / peut être le champ électrique extérieur, et z le moment dipolaire 
électrique acquis par le corps dans ce champ. 
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Si l’on se donne cette fonction, on délermine complètement le com- 
portement du corps sous l'influence de la perturbation donnée. 
Nous appellerons & la susceptibilité généralisée. Elle joue un rôle 
essentiel dans la théorie exposée ci-dessous, car c’est en fonction 
d'elle que s'expriment, comme nous le verrons, les fluctuations 
de la grandeur ri. 

La fonction a(w) est en général complexe. En désignant par &’ et 
a” ses parties réelle et imaginaire, on a 


aa" +ia”. (125,5) 
De la définition (125,4), il découle immédiatement que: 
a( —-w)—a* (ow). (125,6) 
En séparant les parties réelle et imaginaire, on trouve: 
a'(—m)=a" (wo), &’(—w) =— a" (w), (125,7) 


c'est-à-dire que &’(w) est une fonction paire et a” (6) une fonction 
impaire de la fréquence. Pour w=—0, la fonction &”(w) change de 
signe, passant par zéro (ou, dans certains cas, par l'infini). 

11 faut souligner que la propriété (125,6) exprime simplement le 


fait que la relation opératorielle z=af doit conduire à un Z réel 
pour tout f réel. Si la fonction f({t) est donnée par l’expression réelle 


1 ; * . 
f=+ (foe-ist + ferai), (125,8) 
en appliquant l'opérateur & à chacun des deux membres, on obtient : 
z = [@ (0) fort + @ (— w) foeiv']: (125,9) 


la condition faisant cette expression réelle coïncide avec la condition 
(125,6). 

A la limite 6—o la fonction æ&(w) tend vers une limite finie 
réelle &... Nous allons supposer ci-dessous, pour plus de précision, 
que cette limite est nulle ; pour que &. soit différent de zéro, il faut 
introduire dans certaines formules ci-dessous des changements évi- 
dents et peu importants. 


1 Dans l'exemple donné a est la polarisabilité électrique du corps. 
La grandeur à ainsi obtenue se trouve être plus commode que la grandeur 


souvent utilisée AUS appelée impédance généralisée qui est lo cocfficient 
Lil 


dans la relation /=Zz. 
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Le changement d'état du corps sous l'influence de la «force » f 
s'accompagne d’une absorption (dissipation) d'énergie ; l’action 
sert de source d'énergie, celle-ci, après l'absorption par le corps, s'y 
transforme en chaleur. Cette dissipation peut également s'exprimer 
en fonction de la grandeur &. Pour cela, nous allons utiliser l'égalité 


dE _0H 
dd & 


conformément à laquelle la dérivée de l’énergie moyenne du corps 
par rapport au temps est égale à la valeur moyenne de la dérivée 
partielle par rapport au temps de l’hamiltonien du corps (voir $ 11). 
Puisque dans l’hamiltonien seule la perturbation V dépend explicite- 
ment du temps, on a : 


(125,10) 


Cette relation joue un rôle important dans les applications de la 
théorie exposée. Si l’on connaît l’expression de la variation de l’éner- 
gie dans l’un ou l’autre des processus, on peut, en la comparant avec 
(125,10), établir quelle est la grandeur qui joue le rôle de la «force » f 
par rapport à la variable zx qui nous intéresse. 

La dissipation moyenne d'énergie (par seconde) Q peut être 


obtenue à partir de (125,10) en substituant x de (125,9) et en prenant 
la moyenne par cycle de la perturbation extérieure. Les termes con- 
tenant et+?it s’annulent et l'on trouve : 


o 


o=rta"—0)lf Pr = lol. (125,11) 


On voit ainsi que la partie imaginaire de la susceptibilité détermine 
la dissipation d'énergie. Puisque tout processus réel s'accompagne 
d'une certaine dissipation (Q>>-0), nous arrivons à la conclusion fort 
importante, selon laquelle pour toutes les valeurs positives de la 
variable w la fonction &” est différente de zéro et positive. 

Il se trouve qu’il est possible d'obtenir certaines relations très 
générales pour la fonction &(w) en utilisant l'appareil mathématique 
de la théorie des fonctions de la variable complexe. Supposons que 
w est une variable complexe (w—=w’+iw”) et étudions les propriétés 
de la fonction æ«(w) dans le demi-plan supérieur de cette variable. 
Conformément à (125,4) et par suite du fait que X(t) est fini pour 
tous les t positifs, «(w) est une fonction univoque dans tout le demi- 
plan supérieur et n’y devient jamais infinie, c’est-à-dire qu’elle n’a 
pas de points singuliers. En effet, pour w”>>0 dans l’expression sous 
l'intégrale dans (125,4) on a un terme décroissant exponentiellement 
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e-w", et comme la fonction ÆX(t) est également finie dans tout 
le domaine d'intégration, l’intégrale converge. La fonction «(w) 
n'a également pas de singularités sur l'axe réel (w”—0) sauf peut- 
être à l’origine des coordonnées. II est utile de remarquer que la 
conclusion selon laquelle la fonction & (w) n° a pas de points singuliers 
dans le demi-plan supérieur est la conséquence physique du principe 
de causalité. Ce dernier se manifeste en ce que l'intégration dans 
(125,2) ne s'effectue que sur le temps antérieur à l'instant t ; ainsi, 
dans la formule (125,4), le domaine d'intégration s'étend de 0 à l’o 
(et non de —o à +0). 
De par la définition (125,4) il est évident que 


a (— w*) = a* (w). (125,12) 


C'est la relation (125,6) généralisée se rapportant aux valeurs réelles 
de w. En particulier, pour les valeurs purement imaginaires de w 
on a : a(iw”)}=a*(iw”), c'est-à-dire que sur l'axe imaginaire la fonc- 
tion a(w) est réelle. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : la fonction a(w) 
ne prend pas de valeurs réelles dans aucun point fini du demi-plan 
supérieur, excepté les points de l’axe imaginaire ; sur ce dernier 
a(w) décroît d’une manière monotone à partir d’une certaine valeur 
positive a >>0 pour w=—i0 jusqu’à zéro pour @—ico. Il s’ensuit, en 
particulier, que la fonction æ(@) n’a pas de zéro dans le demi-plan 
supérieur. 

Pour démontrer ce théorème ? nous allons nous servir du théorème 
bien connu de la théorie des fonctions de la variable compiexe, con- 
formément auquel l'intégrale 
1 Pda(w) do 
=) do œ(o)—a ? 


(125,13) 


prise sur le contour fermé C, est égale à la différence entre le nombre 
de zéros et le nombre de pôles de la fonction «(w)—a dans le domaine 
limité par ce contour. Soit a un nombre réel, pour C nous allons 
choisir le contour formé par l’axe réel et le demi-cercle infiniment 
éloigné dans le demi-plan supérieur (fig. 54). Supposons d'abord que 
a, est fini. Puisque dans le demi-plan supérieur la fonction a(w), 
donc également œ(w)—a, n'a pas de pôles, l'intégrale mentionnée 
donne simplement le nombre de zéros de la différence œ«—a, c'est-à- 
dire le nombre de points pour lesquels «(w) prend une valeur réelle a. 


: La définition (125,4) est inapplicable dans le demi-plan inférieur, cur 


Hintgrel diverge. Ainsi, la fonction æ&(w) dans le demi-plan inférieur ne peut 
être définie que comme le prolongement analytique de l'expression (125,4) du 
demi-plan supérieur. Dans ce domaine la fonction &(w) a en général des points 
singuliers. 

? La démonstration donnée appartient à N, Meiman 
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Pour le calcul de l'intégrale, nous allons l'écrire sous la forme 


A da 
on ja—a" 


£ 


l'intégration étant prise sur le contour C” dans le plan de la variable 
complexe &, qui est l’image du contour € du plan w. Tout le demi- 
cercle infiniment éloigné se reproduit au point «=0, et l’origine des 
coordonnées (6 —=0) dans un autre point #, également réel. Les demi- 
axes réels de droite et de gauche © se reproduisent dans le plan & en 
certaines courbes assez compliquées (qui s'intersectent en général), 
se trouvant donc complètement dans les demi-plans supérieur et 
inférieur. |l est important que ces courbes n’intersectent jamais (sauf 


’ © 2 @ 


a 7] +00 0 %o 


Fig. 54 


au point «=0 et «=«,) l'axe des abscisses, car « ne prend pas de va- 
leurs réelles pour aucune (sauf ©6—0) valeur réelle finie de w. Par 
suite de cette propriété du contour C’ la variation totale de l'argument 
du nombre complexe «—a, lorsqu'on le contourne, est égale à 2x 
(si le nombre « se trouve entre 0 et a,, comme sur la figure 54) ou à 
zéro (si a se trouve en dehors de cet intervalle) indépendamment 
du nombre d’auto-intersections du contour. Il s'ensuit que l’expression 
(125,13) est égale à 1 pour O<a<a, el à zéro pour toute autre valeur 
de a. 

Ainsi, nous arrivons à la conclusion que la fonction œ(®) dans 
le demi-plan supérieur & ne prend qu'une fois toute valeur réelle de a 
se trouvant dans l'intervalle donné (et pas une seule fois les valeurs 
se trouvant hors de cel intervalle). On peut tout d'abord en conclure 
que la fonction &(w) ne peut avoir ni de maximum ni de minimum 
sur l’axe imaginaire, où elle est réelle : dans le cas contraire elle 
prendrait certaines valeurs au moins deux fois. Par conséquent, sur 
l'axe imaginaire la fonction a&{w) varie d'une manière monotone, en 
prenant ici et seulement ici une fois seulement toutes les valeurs 
réelles de &, à zéro. 
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Si «= [c'est-à-dire que a(w) a un pôle au point w=—0], la dé- 
monstration donnée ne change qu'en ce sens que lors du mouvement 
(dans le plan ©) le long de l’axe réel, il faut contourner l’origine des 
coordonnées par-dessus, suivant un demi-cercle infiniment petit. 
On peut se représenter la variation du contour C” sur la figure 54 


à © 


-c 0 y + 


Fig. 55 


comme l'éloignement de a, à l'infini. La fonction &(w) sur l'axe ima- 
ginaire décroît dans ce cas d’une manière monotone de “-œ à 0. 

Introduisons la formule reliant les parties réelle et imaginaire 
de la fonction æ(w). Pour cela choisissons une valeur quelconque 
positive et réelle w=o, et intégrons l’expression &/(o—w,) sur le 
contour représenté sur la figure 55. Ce contour va le long de l’axe réel, 
en contournant par-dessus le point w6—w,>0 [ainsi que le point 
w =0 si ce dernier est un pôle de la fonction æ(w)l. Le contour se ferme 
par un demi-cercle infiniment éloigné. A l'infini «—0, ainsi la fonc- 
tion æ/(w—w,) tend vers zéro plus rapidement que 1/w. Ainsi, l’in- 
tégrale 


AE do 


C 6 — Wo 


est convergente ; puisque œ(w) n’a pas de points singuliers dans le 
demi-plan supérieur et que le point w=w, est exclu du domaine 
d'intégration, la fonction &/(&—w,) est analytique dans tout le 
domaine à l’intérieur du contour C et l'intégrale écrite est nulle. 

L'intégrale sur un demi-cercle infiniment éloigné s’annule d'elle- 
même. Quant au point &,, nous le contournerons sur un demi-ccrcle 
infiniment petit (de rayon p—0). On contourne dans le sens des 
aiguilles d'une montre, ce qui donne, dans l'intégrale, une contri- 
bution égale à —ina(w,). Sia, est fini, il est inutile de contourner l’ori- 
gine des coordonnées et l'intégration le long de tout l'axe réel donne 


œ 


Do 
ee \ ar do + == de\ —inu (o,) — 0. 
> 9 +2 
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Le premier terme est l’intégrale de —oo à +00, ceci dans le sens 
de la valeur principale. En notant ceci, comme il est d'usage, 
par une intégrale barrée, on a 


œ 


ina (0e) = À _ do. (125,14) 


© —09 
© 

La variable d'intégration w© ne prend ici que des valeurs réelles. 

Désignons-la par la lettre £ et par © la valeur réelle donnée de «, ; 

écrivons également la fonction œ«(w) de la variable réelle w sous la 

forme a=a"’+-ix". En séparant dans (125,14) les parties réelle et 

imaginaire, on trouve finalement les deux formules suivantes : 


a’(w)=+ eÈ 48, (125,15) 
a" (w)=—À Ç 2 dx. (125,16) 


Elles ont été obtenues pour la première fois par H. Kramers et R. Kro- 
nig (1927). Soulignons que la seule propriété importante de la fonc- 
tion a(w) utilisée pour trouver ces formules est l’absence de points 
singuliers dans le demi-plan supérieur !. Ainsi, on peut dire que les 
formules de Kramers-Kronig [tout comme la propriété indiquée de la 
fonction æ(w)l sont la conséquence directe du principe de causalité. 

Puisque la fonction &” (£) est impaire, on peut écrire (125,15) 
sous la forme 

œ œ 

: 1 ça ® 1Ça"@ y 
a (o)= TES de + VER dE 
0 


ou 


Et—w? 


a’ (w) = À CE © de. (125,17) 


Si la fonction æ(w) a un pôle au point w=0 au voisinage duquel 
æ=iA /w, lorsque l’on contourne ce pôle suivant un demi-cercle, on 
a dans l'intégrale un terme réel supplémentaire — A/w, qui doit 
êlie ajouté dans le membre de gauche de l'égalité (125,14). Dans la 


1 En ce qui concerne la propriété 0 pour w— w , elle n'est pas importante: 
si la limitec, était différente de O, il aurait fallu considérer simplement la diffé- 
rencez — a. au lieu dea, avec les changements correspondants dans les formules 
(125,15-16). 
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formule (125,16), il apparaîtra donc un terme analogue : 
atu)=—1 € EE. (125,18) 


Quant aux formules (125,15) ou (125,17), elles resteront inchangées. 

Introduisons une formule exprimant les valeurs de a(w) sur le 
demi-axe imaginaire supérieur en fonction des valeurs de &”(w) sur 
l'axe réel. Pour cela considérons l'intégrale 


DRRinp 
w? +05 


prise sur le contour composé de l’axe réel et du demi-cercle infiniment 
éloigné dans le demi-plan supérieur (w, est un nombre réel). Cette 
intégrale s'exprime en fonction du résidu de l'expression sous l’in- 
tégrale par rapport au pôle w=iw,. D’un autre côte, l'intégrale sur 
le demi-cercle infiniment éloigné disparaît, on obtient donc 


œ 


wa (w) d : . 
——— do = ina (io). 
. w? + oi 
Dans le membre de gauche de cette égalité la partie réelle de l’in- 
tégrale s’annule car la fonction intégrée est impaire. En remplaçant 
également les désignations w, et & par w et E. on obtient finalement 


( Eu” (E) 


FE 
0 


a (iw) = À dE. (125,19) 


En intégrant les deux membres de cette relation sur do, on ob- 
tient : 


[a (io) du = Vu” (w) de. (125,20) 


$ 126. Fluctuations non thermodynamiques d’une grandeur 


Soit un corps auquel se rapporte la grandeur x et supposons que 
ce corps se trouve dans un état stationnaire déterminé quelconque 
(n-ième état). La valeur moyenne (121,10) se calcule comme l’élé- 
ment matriciel diagonal correspondant de l'opérateur : 


. (ES + ERA nn =+ >. (CHR (w')nn + (  ÉPe (x, Jan} (126, 1) 
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où la sommation s'étend à tout fe spectre des niveaux d'énergie (com- 
me l’opérateur x, est complexe, les deux termes entre crochets ne 
coïncident pas). 

Le fait que l’opérateur £ dépend du temps signifie que le calcul 


de ses éléments matriciels doit s'effectuer à l’aide de fonctions d'onde 
dépendant du temps. Ainsi, on a 


œ 


Eudun = gg | Lane niet dt 2,6 (0, +0) (126,2) 


où z,, est un élément matriciel ordinaire ne dépendant pas du temps 


de l'opérateur x exprimé en fonction des coordonnées des particu- 
E,—E é BP 
les du corps, et ©, = ntm) la fréquence de transition entre 


deux états n et mm. Ainsi 
Â A nn A a 
72 (xs Tu Ka Lo Ton Æ 
Fe + > | Tom F [ô (o,, Su ©) ô (On ES @') + ô (©,, + ©) ê (Or + ©)] 


’ NP 
(comme x est réel, on doit avoir z,,—z1*,,, ce dont on a tenu compte). 


Les produits des fonctions Ô entre crochets peuvent évidemment 
être écrits sous la forme suivante : 


ô (©,,, + @) ë (w +0’) +6 (©, + &) ê (© + w'). 


En comparant avec (121,10), on obtient la formule suivante : 
1 « d 
= Dir lo (o+o,) +5(0+0,,)] (126,3) 


Nous allons faire la remarque suivante concernant cette expres- 
sion. Bien que les niveaux d'énergie d’un corps macroscopique soient 
en toute rigueur discrets, ils sont disposés d'une manière si dense 
qu’en fait ils forment un spectre continu. La formule (126,3) peut 
être écrite sans les fonctions 6 si l'on prend la moyenne par rapport 
à tous les intervalles de fréquence petits, mais contenant néanmoins 
beaucoup de niveaux. Si l(£) est le nombre de niveaux d'énergie 
inférieurs à Æ, on a: 


2 ñ [ar dr 
(r°),, Te EI | Tom F Lars +. , (126 ,4) 


où E,=E,+ho. E,=E,—ho. 
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Supposons maintenant qu'une perturbation périodique (de fré- 
quence w) décrite par l’opérateur 


D fr — À (fée-iut + fact) 2 (126,5) 
agisse sur le corps. Sous l’action de la perturbation le système 


effectue des transitions. la probabilité de transition r—m (par unité 
de temps) est donnée par la formule suivante ! : 


Dm = ous Piô(o+o,,)+8(0+0,)} (126,6) 


Deux termes dans cette formule proviennent respectivement de deux 
termes de (126,5). Lors de chaque transition le système absorbe (ou 
émet) un quantum Aw. La somme 


Q = >» D On 


donne l'énergie moyenne dissipée par le corps (par unité de temps) ; 
la source de cette énergie est la perturbation extérieure. En substitu- 
ant (126,6) on obtient : 


Erin 160 +0,,) +8 (+0,10, 


ou, si l’on tient compte du fait que les fonctions 6 ne sont différen- 
tes de zéro que lorsque l'argument est nul : 


Q=Holh Pr Lim F5 (+) —5(+w,,)} (126,7) 
Comparant (126,7) avec (125,11) on trouve : 


a" (w) =: n Drum {80 +0,m) —6(0 +w,,)}. (126,8) 


Les grandeurs (x), et &”, calculées ainsi, sont liées entre elles 
par une relation simple. Elle n’apparaît cependant qu'après que ces 
grandeurs sont exprimées en fonction de la température du corps. 
Pour cela prenons la moyenne à l’aide de la distribution de Gibbs 
(comparer avec la note de la page 449). Pour (=), on a 


ë 1 à , ‘ 
(x), TT > Pa | Tim l {ô (© + Om) Se ô (o Lu Onn)}s 


nm 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 42. 
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où, pour plus de brièveté, on a introduit la désignation 


F- En 
p,=eT, 


E, sont les niveaux d'énergie du corps, F son énergie libre. Puisque la 
sommation s'effectue maintenant par rapport aux deux indices /"n 
et n, on peut les interchanger. En ouvrant les accolades et en inter- 
changeant dans le second terme m et n, on obtient : 


1 2 
(eh, = 7 2 (a+ Pa) | Zum F0 (0 +%,u) = 
nn 
1 2 
ou, par suite de la présence de la fonction 6 dans l'expression sommée, 
kw 
e 1 TT a & 
COTE +e F) > Pa | Tam F à (@ + Om) 
mn 


D'une manière analogue, on obtient : 


kw 
a” =+ (a _ e7) > Pa The Ê ô (w + &,m)- 


En comparant ces deux expressions, on trouve : 


ha” how ha’ 


tas _ 1 1 
EE 


Quant au carré moyen de la grandeur fluctuante, il est donné par 
l'intégrale 


= k 
si \ a (w) cth 5 du. (126,10) 
0 


Ces formules importantes (obtenues par G. Callen et T. Welton en 
1951) relient les fluctuations des grandeurs physiques avec les proprié- 
tés dissipatives du système lors d’une action extérieure. Il faut re- 
marquer que le facteur entre accolades dans (126,9) est formellement 
l'énergie moyenne (en unités wo ) lorsque la température de l’oscil- 
lateur de fréquence w est T ; le terme 1/2 correspond aux oscillations 
nulles. 

Les résultats obtenus peuvent être mis sous une autre forme, 
en considérant formellement les fluctuations spontanées de la gran-. 
deur x, comme le résultat de l’action de certaines « forces aléatoires » 
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fictives f. [1 est commode d'écrire les formules en introduisant les 
« composantes de Fourier» x,et f,, tout comme si x était une grandeur 
ordinaire (non opératorielle). Elles sont liées par la relation 


z, =a(w)f,, (126,11) 


les fluctuations quadratiques moyennes s’écrivent alors sous la forme 
suivante : 


TZ, Tu = @(w) & (w') f fe = (2°),,6 (w + w’) =|a | (f?),,6 (© + w'). 


Pour la densité spectrale du carré moyen de la force aléatoire on a, 
par conséquent, à partir de (126,9) : 
: ha” h 
= tan 37 - (126,12) 

Cette interprétation des fluctuations peut présenter un certain avan- 
tage lors des applications concrètes de la théorie. 

Pour des températures telles que Tàhw, on a cth(fw/27)&2T/ho, 
la formule (126,9) prend alors la forme 


(22), = La (w). (126,13) 


La constante quantique disparaît de cette formule, car, dans ces con- 
ditions, les fluctuations sont classiques. 

Si l'inégalité TSho est vraie pour toutes les fréquences importan- 
tes [fréquences pour lesquelles &” (w) est nettement différent de zéro], 
on peut également passer à la limite classique dans la formule in- 
tégrale (126,10) : 


s_Hfee. 
F4 o 
0 


Mais conformément à (125,17), cette intégrale s’exprime en fonction 
de la valeur statistique &’(0)=«(0), ainsi 


1? = Ta (0). 


Mais a«(0)=1/BT lvoir ci-dessous la formule (127,20)] et nous revenons 
au résultat (112,4) que nous connaissons déjà. Ce n’est pas étonnant, 
car ce dernier n’est lié qu’au fait que la grandeur zx est classique, 
sans supposer que les fluctuations soient thermodynamiques. 


Problème 


Obtenir la formule (125,17) par un calcul quantique direct de la valeur 
moyenne de x dans le système perturbé. 

Solution. Soit Y ns les fonctions d'onde du système perturbé. En 
utilisant la méthode générale ! on cherche les fonctions d'onde du système non 


1 Voir « Mécanique quantique », $ 40. 
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perturbé en première approximation sous la forme : 
0 S 
Y,= yo F2 LA DL 


où les cocfficients a, satisfont aux équations : 


4 da “, Guy 1 né cd «à 
RO me mt (for TÉOE + fo chat), 


D'où 


2 + tuwt 
cmt foe "ist fe ) 
m NNREESERR US ES TEROEERT ENPTON À 


On = O On FO 


on suppose de plus que |w| ne coïncide avec aucune des fréquences w,,,. A l'aide 
de la fonction obtenue Ÿ,, on calcule la valeur moyenne de la grandeur z comme 


l'élément matriciel diagonal correspondant de l'opérateur z ; à la même approxi- 
mation, on a : 


T= \ Var V'adq =} (antnme + an Emi om) ai 
m 


LE Tm ln _ Tmrln =iwt ° iwt) 
_ LE [ares + Emun | queiot + jreiot) 


2 RE 
1 Y 2m | Tam | (foe + feu). 
h me Din — 0? 
En comparant cette expression avec la définition (125,3), on trouve 
) 2 
a’ (w)= _ y Sa | Zum | (1) 
RO Lun —w 


(lors de ce calcul, la partie imaginaire de @ disparaît naturellement, car nous 
avons supposé que [w|£#w,,). En substituant (1) et (126,8) dans la formule 
(125,17) il est facile de se rendre compte que cette dernière est identiquement 
satisfaite [il faut remarquer que lors de l'intégration sur Îcs E positifs, dans 
a” (£) seule une des fonctions à peut être différente de zéro]. 


$ 127. Fluctuations non thermodynamiques de plusieurs grandeurs 


Les résultats exposés peuvent facilement être généralisés au cas 
où l’on considère simultanément les fluctuations de plusieurs gran- 
deurs z;. Nous allons donner cette démonstration sans répéter le 
détail des calculs qui sont tout à fait analogues à ceux du paragraphe 
précédent. 

Soient z; et x, deux quelconques des grandeurs physiques considé- 
récs. Introduisons les valeurs moyennes quantiques des produits 
opératoriels symétrisés : 


4 = ; 
3 (LiuTko + Tro' Liu) = (T;T4) Ô (O + &'), (127,1) 
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c'est une généralisation de l'expression (121,10). Le calcul, qui est 
analogue à la démonstration de la formule (126,3), couduit au ré- 
sultat suivant : 


1 
Ge = 5 Dan FdnnS (+ Oum) + 
+ (um nd (O + Oun)}e (127,2) 
La perturbation agissant sur le système sera écrite sous la forme 
suivante : 
Phi — 5 (foie + foeiol) 3. (127,3) 
Un calcul analogue à la démonstration de (126,7) donne l’expres- 


sion suivante pour la quantité d'énergie absorbée par le système par 
seconde : 


Q = oÀ 7° pe À faifar [(& on (Z) nm d (© + Om) = 


E— (Zum (Ze) mn Ô (@ + @un)}- (127,4) 
La définition (125,9) se généralise comme suit : 


Zi (aifose "+ Gin font) (127,5) 
ou 

T;=Gyfsr (127,6) 
si toutes les grandeurs sont exprimées sous forme complexe (—e”“*!). 


Quant à la variation de l'énergie, elle s'exprime en fonction de la 
perturbation extérieure comme : 


Ê=— jf. (127,7) 


Cette dernière formule tout comme (125,10) sert, dans les applica- 
tions concrètes de la théorie, à établir la correspondance existant en 
fait entre les grandeurs z; et f.. 

En substituant (127,5) dans (127,7), et en prenant également 
la moyenne par cycle de la perturbation extérieure, on obtient, au 
lieu de (125,11), l'expression suivante pour l'énergie dissi pée : 


Q= Te (air — Ai) foifou- (127,8) 


La es avec (127,4) donne : 


ain di — & 2 [(z; mn (Tk) m0 (o d Oum) (x Ti)um (Zu) and (o Æ On)]. 
(127,9) 
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En prenant la moyenne de cette expression et de (127,2) suivant 
la distribution de Gibbs, comme dans le paragraphe précédent, on 
trouve la formule suivante généralisant la relation (126,9) : 


ik , ñ L 
(Cri)e = 7x (Gti — x) cth TT: (127,10) 


Tout comme les formules (126,11-12) la formule (127,10) peut 
également être exprimée en fonction de « forces aléatoires » fictives 
dont l’action donnerait un résultat équivalent aux fluctuations spon- 
tanées de la grandeur zx;. Ecrivons pour cela 


T;w = Cgf pu fo = Lik Tu (127,11) 
puis 
(CEA = air ! Gxm (LT mue 
En substituant ici (127,10), on trouve : 


ifuw = à (ax —aù"")cth . ; (127,12) 


Les formules obtenues permettent de faire certaines conclusions 
quant aux propriétés de symétrie des grandeurs &;,(&) !. Supposons 
tout d’abord que les grandeurs z;, x, sont telles qu'elles restent in- 
changées lorsque l’on inverse le temps ; les opérateurs correspondants 


z;, x, Sont donc réels. Supposons de plus que le corps n’a pas de « struc- 
ture magnétique » (voir note, page 485) et ne se trouve pas dans un 
champ magnétique extérieur ; les fonctions d’onde de ses états sta- 
tionnaires sont alors réelles 2. Les éléments matriciels des grandeurs 
zx seront également réels, et par suite de l’hermiticité des matrices 
ON aZ,y—=Tmn Zn: ON VOit alors que le membre de droite, donc celui 
de gauche également, de l'égalité (127,9) est symétrique par rapport 
aux indices ài, k. Ainsi, ah—a@,,=au—@;, où a; tan =@; ta, 
nous en concluons donc que la partie réelle de &;, est symétrique. 
Mais les parties réelles (&œ) et imaginaire (&;,) de chacune des 
grandeurs &;, sont liées par une relation intégrale linéaire — formu- 
les de Kramers-Kronig. Aussi, la symétrie de a;, entraîne celle de 
ax, donc lasymétrie de &;, en entier. Ainsi, nous arrivons au résultat 
final suivant : 
Lip = Age (127,13) 


1 Les résultats énoncés appartiennent à G. Callen, M. Barash, J. Jackson et 
R. Green (1952). 

? Les niveaux d'énergie exacts d’un système de particules en interaction ne 
peuvent être dégénérés que par rapport aux directions du moment lotal du systè- 
me. Cette source de dégénérescence peut être exclue, si l'on suppose que le corps 
se trouve enfermé dans un récipient à parois immobiles. Les niveaux d'énergie 
du corps ne seront donc pas dégénérés, donc les fonctions d'onde exactes corres- 
pondantes peuvent être choisies réelles. 
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La forme de ces relations change quelque peu si le corps se trouve 
dans un champ magnétique extérieur constant H. Les fonctions 
d'onde du système dans un champ magnétique ne sont pas réelles, 
elles ont la propriété suivante : 


p* (H) = (—H). 
Pour les éléments matriciels des grandeurs x on aura : 
Zym (MH) =27,, (— MH), 


et l'expression dans le membre de droite de (127,9) ne change pas 
lorsque l’on interchange les indices à et & qu’à condition de changer 
simultanément le signe de H. Nous arrivons donc à la relation 


aix (H) — a4;(H) = ax; (— H)—@;, (—H). 


La formule de Kramers-Kronig (125,14) conduisant à une expres- 
sion de la forme 


as = il (as), 
où J est un opérateur linéaire réel, donne encore une relation. En 
ajoutant cette relation à l’égalité hermitiquement conjuguée a}, — 
= —iJ(a;}), on obtient : 


ik + a; = — i] (œix — Gi) 


(toutes les valeurs de a&;, sont évidemment prises ici pour une même 
valeur de H). On voit ainsi que si la différence a, —a, ; a une propriété 
quelconque de symétrie, la somme a;,+a, ; est douée de la même pro- 
priété, s'étendant également aux grandeuis @;,. Ainsi 


aie (H) =; (—H). (127,14) 


Supposons enfin que parmi les grandeurs x, il en est qui changent 
de signe lorsque l’on change de signe le temps. L'opérateur quantique 
an nn à une telle grandeur est purement imaginaire, donc 
Tam =Tmn = —Tyn- Si les deux grandeurs z;, x, ont cette propriété, 
la démonstration et les relations (127,13) restent inchangées. Si seule 
l'une des grandeurs change de signe lors de l’inversion du temps, 
quand l'on interchange les indices i, k, le membre de droite de l’éga- 
lité (127,9) change de signe. Au lieu de (127,13), on a alors 


Lip = — Age (127,15) 


D'une manière analogue dans un champ magnétique au lieu de 
(127,14) on aura: 


Gi (H) = — ay; (— H). (127,16) 


Toutes ces relations peuvent évidemment être obtenues à partir 
de la formule (127,10) en tant que conséquence de la symétrie des 


16 X 1641 
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fluctuations par rapport au temps. Pour les composantes de Fourier 
l'inversion du temps équivaut au changement de w en — (si la 
grandeur z est elle-même invariante par rapport au changement de 
signe du temps). Dans les expressions (127,1) (qui ne sont en fait 
différentes de zéro que pour w’=—w), ceci équivaut au changement 
de w en &w”, ou, ce qui est la même chose, de l'indice i en k et inverse- 
ment. Ainsi, la symétrie des fluctuations dans le temps signifie que : 


(ze — (z,T us 


<’est-à-dire que le membre de gauche (donc également celui de droi- 
te) de l'égalité (127,10) est symétrique par rapport aux indices à 
<et k, et nous arrivens de nouveau aux relations (127,13). La démons- 
tration de cette propriété de symétrie des grandeurs &;, est analogue 
à celle du principe de symétrie des coefficients cinétiques d’Onsager ; 
nous allons voir ci-dessous que les formules (127,13-16) peuvent être 
considérées comme une généralisation de ce principe. 

Nous allons maintenant montrer le lien qui existe entre la théo- 
rie générale exposée et la théorie des fluctuations thermodynamiques. 
Les grandeurs dont les fluctuations peuvent être considérées comme 
thermodynamiques, sont caractérisées par le fait qu'elles sont ré- 
gies par des équations de la forme : 


Ti=— Vds 


décrivant le comportement d’un système isolé ne se trouvant pas en 
<quilibre. Si le système n’est pas isolé, mais est soumis à l’action de 
forces extérieures, dans le membre de droite de ces équations on doit 
introduire des forces supplémentaires que nous désignerons par y; : 


Z=—YyÀs+Y; (127,17) 


1l est facile d'exprimer y; en fonction des grandeurs f; caractérisant 
la perturbation donnée !. 

Nous allons pour cela supposer que des forces statiques agissent 
sur le corps, c’est-à-dire que f; sont constants. Cette action conduit 
à un « déplacement » de l’état d'équilibre, dans lequel les valeurs 
moyennes des grandeurs X ; ne seront plus égales à zéro. Ces nou- 
velles valeurs moyennes peuvent être exprimées en fonction de f; de 
la manière suivante. L'énergie d’un corps soumis à l’action d’une 
perturbation constante est égale à : 


E=E,—f;z, 


1 Soulignons que l'équation (127,17) peut avoir un autre sens : les grandeurs 
y; (ou j;) peuvent être considérées non comme le résultat d’une certaine action 
extérieure sur un système loin de l'équilibre, mais comme « des forces aléatoires » 
dont l'introduction dans l'équation permet d’appliquer celle-ci aux grandeurs 
fluctuautes z; dans un système isolé. Cette interprétation correspond au cas où 
l'on met la formule principale suus la forme (127,12). 
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où E, est l'énergie du corps en l’absence de perturbation. Sa dif- 
férentielle est : 


dE=T dS + df,. 


Mais conformément à la formule générale (11,4) : 


ôE 0H = 
of of 6 À 
ainsi 
dE =d(E,—1#)=TdS—z;df, 
ou 


dE,=TdS+},dz, 


On trouve ainsi la valeur d'équilibre 
EX) f; 
X=—(—) =. 
] (Æ É ë 


D'un autre côté, à l’équilibre le membre de droite des équations 
(127,17) doit s'annuler. Nous voyons, par conséquent, qu’à l’aide des 
grandeurs f, ces équations peuvent s'écrire sous la forme : 


2 = —Yy (x, —#) (127,18) 


On peut maintenant relier les susceptibilités généralisées a;, et 
les coefficients cinétiques y;,. Pour cela, introduisons z, de (127,5) 
dans (127,18), quant à X ; nous le présenterons sous la forme de combi- 
naisons linéaires 


X;=Pire. (127,19) 
Pour les termes de (127,18) contenant ee“ et e*!, on obtient 1 
. 1 
OA; nf 0m = VirBeiGral om TT Vimfom 


d'où, par suite du fait que f,,, est arbitraire, on obtient les relations 
suivantes entre les coefficients : 


E 1 
OR 7 — VirBe im = TT im 


ou 
x = (Ba —iove Ts (127,20} 


où—1 dans les exposants signifie que l’on prend la matrice inverse. 
Ce sont les relations cherchées. 


16° 
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Les grandeurs ;, sont par définition symétriques par rapport à 


leurs indices | car Ba=— eg) Ainsi, la symétrie de a;, conduit 
{ 


à celle de y;,, c’est-à-dire qu’on a le principe habituel de symétrie 
des coefficients cinétiques. 
En substituant (127,20) dans (127,12), on obtient : 


hoT , - - Ë 
(f 8) + Fri (vx + Va) cth ST 
ou, pour les grandeurs y,=—";,f,/T, 
ñ ñ 
G Bo = ET (Vie Vu) cthor : (127,21) 


Cette relation se distingue de la formule (124,10) se rapportant aux 
fluctuations de la grandeur classique x par la présence du facteur 


ho ho 

5T 57 ; (127,22) 
A la limite du cas classique (4w<T), ce facteur devient égal à 1, ainsi” 
(127,21) coïncide avec (124,10). 


CHAPITRE XIII 


SYMÉTRIE DES CRISTAUX 


$ 128. Symétrie de la disposition des particules dans le corps 


Les propriétés de symétrie les plus courantes des corps macros- 
copiques sont la symétrie de la disposition des particules dans ces 
corps. 

Les atomes et les molécules en mouvement n’occupent pas dans 
le corps des positions bien déterminées, pour une description statis- 
tique rigoureuse de leur disposition, il faut introduire la « fonction de 
densité » p(x, y, z) déterminant les probabilités des diverses posi- 
tions des particules : p dV est alors la probabilité pour une particule 
de se trouver dans l’élément de volume dV. Les propriétés de symétrie 
de la disposition des particules se déterminent par les transformations 
des coordonnées (translations, rotations, réflexions) laissant la fonc- 
tion p{x, y, z) inchangée. L'ensemble de toutes ces éransformations 
de symétrie pour un corps donné constitue son groupe de symétrie. 

Si le corps se compose d’atomes différents, la fonction p doit 
être déterminée pour tous les types d’atomes ; cependant, ceci nous 
importe peu, car toutes ces fonctions dans un corps réel auront, en 
fait, la même symétrie. A cette fin, on pourrait se servir de la fonc- 
tion p déterminée comme la densité électronique totale, créée par 
tous les atomes en chaque point du corps !. 

Les corps isotropes ont la symétrie la plus élevée — ce sont des 
corps ayant les mêmes propriétés dans toutes les directions ; tels 
sont les gaz et les liquides (ainsi que les corps solides amorphes). 
Il est évident que, pour un tel corps, toutes les positions de toutes les 
particules dans l’espace doivent au moins être équiprobables, c’est- 


1 Les électrons en mouvement peuvent non seulement créer une densité 
moyenne de charge (ep), mais cgalement une densité moyenne de courant 
ji (x, y, z). Les corps de courants différant de zéro sont les corps ayant eune struc- 
ture magnétique », la symétrie de la fonction vectorielle j (x, y, :) déterminant 
la symétrie de cette structure. Celle-ci fait l’nbjet d'une étude particulière dans 
le volume « Electrodynamique des milieux continus », $ 28. 
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à-dire que l'on doit avoir p—=const. En effet, si certaines positions 
des particules étaient plus probables que d'autres, les propriétés 
du corps suivant différentes directions (par exemple suivant la di- 
rection passant par deux maxima quelconques de probabilités, et 
suivant la direction ne passant pas par ces maxima) seraient diffé- 
rentes. 

Au contraire, dans des cristaux solides anisotropes la fonction 
de densité n’est pas constante. C’est une fonction tripériodique (dont 
les périodes sont égales aux périodes du réseau cristallin) ; elle a des 
maxima accentués aux points correspondant aux nœuds du réseau. En 
plus de la symétrie de translation, le réseau [c’est-à-dire la fonction 
p(x, y, 2)] est également, en général, dotée d'une symétrie par rap- 
port aux différentes rotations et réflexions. Les nœuds qui peuvent 
coïncider les uns avec les autres au moyen d’une transformation quel- 
conque de symétrie, sont appelés équivalents. Les différents types 
de symétrie des cristaux seront étudiés en détail aux $$ 130-134. 

Ilest d’un grand intérêt de principe de savoir s'il peut exister 
des corps dont la fonction de densité dépend non pas des trois, mais 
seulement d’une ou de deux coordonnées (R. Peierls, 1934, L. Lan- 
dau, 1937). 

Ainsi, on peut se représenter un corps avec p=p(x) comme étant 
composé de plans parallèles (perpendiculaires à l’axe x) disposés 
d’une manière régulière les uns par rapport aux autres ; cependant, 
dans chacun de ces plans les atomes sont disposés d'une manière 
désordonnée. Pour p=p (r, y), les atomes seraient disposés d’une 
manière désordonnée le long de droites parallèles à l'axe z, ces droi- 
tes étant disposées d’une manière régulière les unes par rapport aux 
autres. 

A cette fin, considérons des déplacements, dus à des fluctuations 
incessantes, de petits domaines du corps. Il est évident que de tels 
déplacements augmentent infiniment avec les dimensions du corps, 
on aura automatiquement un « étalement» de la fonction p, ce qui 
est en contradiction avec l’hypothèse faite. En d’autres termes, seu- 
les peuvent être réalisées des distributions de p, pour lesquelles le 
déplacement moyen reste fini pour des dimensions du corps aussi 
grandes que l'on veut. 

Vérifions tout d’abord que pour un cristal ordinaire cette condition 
est réalisée. Désignons par u (x, y, z) le vecteur du déplacement 
fluctuationnel d'une petite région de coordonnées x, y, z et repré- 
sentons u sous la forme d’une série de Fourier 


u= Zu eikr; (128,1) 


cette série ne contiendra que des termes avec des vecteurs d'onde 
qui ne sont pas trop grands (k£1/d, où d sont les dimensions li- 
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néaires de la région se déplaçant). Etudions les fluctuations de u à 
température constante : leurs probabilités se déterminent alors 
par les formules (119,1-2). 

Pour calculer AF, on doit développer F — F suivant les puis- 
sances du déplacement. Le développement contiendra non pas la 
fonction u (x, y, z), mais ses dérivées (comparer avec le $ 119), car 


F — F doit s’annuler pour u = const, ce qui correspond à un sim- 
ple déplacement du corps en entier. En ce qui concerne les différen- 
tes dérivées de u par rapport aux coordonnées, il est avant tout évi- 
dent que les termes linéaires par rapport à ces coordonnées ne doi- 
vent pas figurer dans le développement : s’il n’en était pas ainsi F 
ne pourrait avoir de minimum pour u = 0. 

Les vecteurs d’onde k étant petits, dans le développement de 
l'énergie libre, on peut se limiter aux termes quadratiques par rap- 
port aux dérivées premières de u, négligeant les termes contenant 
des dérivées d'ordre plus élevé. Ainsi, AF, a la forme suivante : 


AFi=V lu Fou, &, k.), 


où p,, (X,, k,, k_) est une fonction quadratique des composantes du 
vecteur k. 
Il s'ensuit que le carré moyen des fluctuations de u, sera : 


pret 
MR ATTIITENS 


et pour le carré moyen du déplacement total u on obtient : 


= Zrur-rfff (128,2) 


1 (Es Kyo Kz) 


(au lieu de prendre la somme suivant les k, on multiplie par 
—Vdk, dk, dk. et l'on intègre).Cette intégrale pour la limite inférieure 
(k — 0) converge comme &. Ainsi, le carré moyen du déplacement 
fluctuationnel se trouve être, comme il se devait, une grandeur finie 
ne dépendant pas du volume du corps. 

Considérons maintenant un corps de fonction de densité p = p (x). 
Puisque dans les directions des axes y et z, pour un tel corps, p = 
—const, aucun déplacement le long de ces axes ne peut « étaler » la 
fonction de densité, donc un tel déplacement ne présente pas d’in- 
térêt pour nous. Nous ne devons, par conséquent, considérer que les 
déplacements u.. Il est ensuite facile de voir que les dérivées premiè- 

dux du, 

“dy ? © 
gie libre. En effet, si l’on fait tourner le corps en entier autour de 


16** 


ne peuvent pas entrer dans le développement de l’éner- 
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l’axe y ou z, ces dérivées changeront, l’énergie libre entre-temps de- 
vant évidemment rester inchangée. Ainsi, dans le développement de 
F — F on doit considérer les termes quadratiques par rapport au 


déplacement 
du, \2 du, Le Me Ou, , 0°u,\2 
0x J * x \ ôy? T 8: J° CCE 071 


(les dérivées par rapport à y et à z doivent entrer en combinaison 
symétrique par suite de la symétrie totale dans le plan y, z). Lorsque 
l’on substitue (128,1) ils donneront respectivement des termes de 
la forme 


Fun PRE, Aux P(REH ADR  Luax [P (KE + RP. 


Bien que les deux dernières expressions contiennent des composan- 
tes du vecteur d’onde de puissance supérieure à celle de la première, 
elles peuvent être du même ordre de grandeur, car nous ne savons 
rien à l’avance de la valeur relative de k,, k, et k,. Ainsi, la 
variation de l’énergie libre aura la forme 


AF, =V 2 Uk F ri (Æ,, k, + k?), (128,3) 


où ,, est une fonction quadratique de deux variables : k, et k5 + ki. 
Au lieu de (128,2) on aura maintenant : 


dk,dk,dk, 
He [ fl | Pur CHA) (128,4) 


Mais il est facile de voir que cette intégrale diverge logarithmique- 
ment pour k# — 0. 

La divergence de la fluctuation moyenne du déplacement u, 
signifie que le point auquel se rapporte une valeur déterminée de 
p(x) peut se déplacer à de très grandes distances ; en d'autres ter- 
mes, la densité p(z) « s’étalera » sur tout le corps, de telle sorte 
qu'aucune fonction p = p (x) (sauf la fonction triviale p = const) 
ne se trouve être possible. 

Des considérations analogues dans le cas du corps avecp = p (x, y) 
conduisent à l’expression suivante pour les carrés moyens des dépla- 


cements u,, lu, : 
dk,dk,dk, 
E, m-r(|| 128,5 
SÉ tre ky k3) ( 


Cette intégrale, comme il est facile de s'en rendre compte, est con- 
vergente, les fluctuations restent donc finies. Ainsi, avec une telle 
fonction de densité le corps pourrait en principe exister ; cependant 
on ne sait pas si, en fait, de tels corps existent. 


SYMÉTRIE SUIVANT L'ORIENTATION DES MOLÉCULES 489 


$ 129. Symétrie suivant l'orientation des molécules 

La condition p = const est nécessaire, mais non pas du tout suf- 
fisante, pour que le corps soit isotrope. On peut s’en rendre compte 
par l’exemple suivant. Considérons un corps composé de molécules 
de forme allongée, toutes les positions de la molécule entière (de son 
centre d'inertie) dans l’espace sont équiprobables, mais les axes des 
molécules sont de préférence orientés dans un même sens. Il est 
évident qu’un tel corps sera anisotrope, bien que pour chacun des 
atomes entrant dans la molécule on ait p = const. 

La propriété dont on étudie la symétrie peut être appelée corré- 
lation des positions des divers atomes. Soit p,,dV, la probabilité 
de trouver l’atome 2 dans élément de volume dV, à position donnée 
de l’atome / (il est habituellement question d’atomes de sortes diffé- 
rentes) ; p,. est une fonction du rayon vecteur r,, entre les deux ato- 
mes, et les propriétés de symétrie de cette fonction déterminent la 
symétrie du corps (pour lequel p = const). 

Le fait que la fonction de densité p soit constante signifie que le 
déplacement des parties du corps les unes par rapport aux autres (sans 
changement de leur volume) ne conduit pas à un changement de 
l’état d’équilibre du corps, c'est-à-dire à une variation de ses gran- 
deurs thermodynamiques. C'est justement la propriété caractérisant 
un liquide (tout comme un gaz). Ainsi, il faut penser que les corps 
avec p = const et une fonction p,, (r;.) anisotrope sont des cristaux 
liquides — corps fluides anisotropes. 

Lors de la variation de la longueur du vecteur r,., sa direction 
restant inchangée, les fonctions p,, n’accusent évidemment aucune 
périodicité (bien qu’elles puissent avoir des oscillations). En d’autres 
termes, ces fonctions ne peuvent avoir de symétrie de translation, et 
leurs groupes de symétrie ne peuvent être composés que de rotations 
et de réflexions diverses, c’est-à-dire que ce sont des groupes ponc- 
tuels 1. 

Si l’on considère les cristaux liquides comme des corps de corré- 
lation anisotrope p,,, on peut donc dire que les types de leur symé- 
trie possibles se classifient suivant des groupes ponctuels. L'ordre des 
axes de symétrie entrant dans ces groupes peut être arbitraire. En 
particulier, on peut avoir des cristaux liquides ayant un axe de sy- 
métrie axiale totale (groupes C,., Cox Cor D. D.) ; habituelle- 
ment, on suppose que tous les cristaux liquides connus se rapportent 
justement à ces types, bien que l’on ne doive pas oublier que les ob- 
servations optiques ne permettent pas de distinguer l’axe de symé- 
trie axiale totale de l’axe d’ordre nr > 2. 


! Voir « Mécanique quantique », $ 93. 
* Rappelons qu'en qualité de groupe de symétrie pour une molécule ne peu- 
220) ètre réalisés que les groupes C., et Dn (voir « Mécanique quantique », 
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Enfin, rappelons que les liquides isotropes ordinaires ont égale- 
ment deux types de symétrie. Si le liquide se compose d’une subs- 
tance n'ayant pas de sléréo-isomères, il est complèlement symétri- 
que non seulement par rapport à la rotation d’un angle arbitraire 
autour d’un axe quelconque, mais également par rapport à la ré- 
flexion dans un plan quelconque ; en d’autres termes, son groupe de 
symétrie est le groupe complet de rotations autour du point, complété 
par un centre de symétrie (groupe K,). Si, au contraire, la substance 
a deux formes stéréo-isomères, le liquide contenant des molécules 
des deux isomères en quantité différente, le liquide n'aura pas de 
centre de symétrie (donc, il n’y aura pas de réflexions dans les plans) ; 
son groupe de symétrie sera simplement le groupe complet de rota- 
tions autour d'un point (groupe K). 


$ 130. Eléments de symétrie du réseau cristallin 


Abordant l'étude de la symétrie du réseau cristallin, il faut com- 
mencer par trouver les éléments dont cette symétrie peut se composer. 

La base de la symétrie du réseau cristallin est la périodicité 
spatiale — propriété de se superposer avec lui-même lors de {rans- 
lations à des distances déterminées dans des directions détermi- 
nées ! ; la symétrie de translation sera étudiée en détail au paragraphe 
suivant. 

En plus de la symétrie de translation, le réseau peut également 
avoir une symétrie par rapport à différentes rotations et réflexions ; 
les éléments de symétrie correspondants (axes et plans de symétrie, 
axes de symétrie inverse) sont les mêmes que ceux que peuvent avoir 
des corps symétriques de dimensions finies *. 

Cependant, le réseau cristallin peut, en plus, avoir des éléments de 
symétrie d’un type particulier, qui sont les combinaisons de trans- 
lations, de rotations et de réflexions. Etudions d’abord des combinai- 
sons de translations avec des axes de symétrie. La combinaison d’un 
axe de symétrie avec une translation perpendiculaire à cet axe ne 
conduit pas à de nouveaux éléments de symétrie. Il est facile de voir 
que la rotation d’un certain angle, avec translation ultérieure per- 
pendiculaire à cet axe, est équivalente à une simple rotation du même 
angle autour d'un autre axe parallèle au premier. Quant à la combi- 
naison de la rotation autour d’un axe avec la translation le long du 
même axe, celle conduit à des éléments de symétrie d'un type nouveau 
— axes hélicoïidaux. Le réseau a un axe hélicoïdal d’ordre nr, s’il 


RSS a A : . s 21 
coïncide avec lui-même lors de la rotation d’un angle égal à 


1 Le réseau cristallin doit alors être supposé infini, en omettant la présence 
pour Île cristal d’une surface extérieure. 


# Voir « Mécanique quantique », $ 91. 
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et de la translation simultanée d'une distance égale à d le long de ce 
même axe. : 

En effectuant n fois la rotation avec translation autour d’un axe 
hélicoïdal d'ordre #,on déplacera simplement le réseau le long de 
l'axe d’une distance égale à nd. Ainsi, en présence d'un axe hélicoï- 
dal le réseau doit, en tout cas, avoir également une périodicité simple 
le long de cet axe de période inférieure ou égale à nd. Ceci veut dire 
que l'axe hélicoïdal d'ordre nr ne peut être lié qu’à une translation de 


d=la (p=1,2,..., n—1), 


où a est la plus petite des périodes du réseau dans la direction de 
l'axe. Ainsi, un axe hélicoïdal du second ordre ne peut être que d'un 
seul type — avec translation d'une demi-période ; les axes hélicoï- 
daux du 3m ordre peuvent être liés à des translations de 1/3 et 
2/3 de période, etc. 

D'une manière analogue, on peut combiner une translation avec 
un plan de symétrie. Une réflexion dans le plan avec une translation 
le long d’une direction perpendiculaire à ce plan ne conduit pas à de 
nouveaux éléments de symétrie, car une Lelle transformation, comme 
il est facile de s’en rendre compte, équivaut à une simple réflexion 
dans un autre plan parallèle au premier. La combinaison d’une ré- 
flexion avec une translation le long d'une direction se trouvant 
dans le plan de réflexion donne un nouvel élément de symétrie que 
l'on appelle plans de glissement. Un réseau a un plan de glissement 
lorsqu'il coïncide avec lui-même lors de la réflexion dans ce plan et 
de la translation simultanée à une distance d dans une direction dé- 
terminée se trouvant dans ce plan. 

Une réflexion double dans le plan de glissement conduit à une 
simple translation à une distance 2d. Ainsi, il est évident que le ré- 
seau ne peut avoir que des plans de glissement, dans lesquels la va- 
leur de la translation est égale à d = a/2, où a est la longueur de la 
plus petite des périodes du réseau dans la direction de cette transla- 
tion. 

En ce qui concerne les axes de symétrie inverse, leur combinaison 
avec des translations ne conduit pas à de nouveaux types d’élémerts 
de symétrie. En effet, dans ce cas toute translation peut se décompo- 
ser en deux parties, dont l’une est perpendiculaire à l'axe et l’autre 
lui est parallèle, c'est-à-dire perpendiculaire au plan de réflexion. 
Ainsi, la transformation de symétrie inverse avec translation ulté- 
rieure est toujours équivalente à une simple transformation autour 
d’un autre axe de symétrie inverse, parallèle au premier. 
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$ 131. Réseau de Bravais 


Les périodes de translation du réseau peuvent être représentées 
par des vecteurs a, dirigés le long de la translation correspondante et 
dont la valeur est égale à la translation. Le réseau cristallin a une 
infinité de périodes de translation. Cependant, toutes ces périodes 
ne sont pas indépendantes les unes des autres. Dans le réseau cris- 
tallin on peut toujours choisir trois périodes de base (conformément 
au nombre de dimensions de l’espace), ne se trouvant pas dans le 
même plan. Toute autre période peut alors être représentée comme la 
somme géométrique de trois vecteurs dont chacun est un multiple 
entier de l’une des périodes de base. Si l’on désigne par a,, a,, a, les 
périodes de base, une période arbitraire a aura la forme 


a— Na, + 7,4, +383, (131,1) 


où PR, le, 4 Sont des nombres entiers quelconques positifs ou néga- 
tifs, zéro inclus. 

Le choix des périodes de base n’est pas univoque. Au contraire, 
ces périodes peuvent être choisies d’une infinité de manières. Soient 
a, 4e, à, les périodes de base, à leur place on peut introduire les pé- 
riodes a,, a, a, conformément aux formules 


a=Zaux (, E=1, 2, 3, (431,2) 


où &;, sont des nombres entiers. Si les nouvelles périodes a, sont éga- 
lement des périodes de base, les anciennes périodes a; doivent, en 
particulier, s'exprimer en fonction de a; sous la forme de fonctions 
linéaires à coefficients entiers ; toute autre période du réseau pourra 
alors être exprimée en fonction de a;. En d’autres termes, si au moyen 
de (131,2) on exprime a; en fonction de a;, on doit obtenir une formule 
du type a; = 2P uk où B;, sont de nouveau des nombres entiers. 


Mais, le déterminant (B;| est égal à l'inverse du déterminant [a |. 
Comme les deux doivent être entiers, il s’ensuit que la condition 
nécessaire et suffisante pour que a; soient les périodes de base 
s'exprime par l'égalité : 

læxl= + 1. (131,3) 


Soit un nœud quelconque du réseau à partir duquel on porte 
trois périodes de base. Le parallélépipède construit sur ces trois 
vecteurs est appelé maille élémentaire du réseau. Tout le réseau peut 
alors être représenté sous la forme d'un ensemble de parallélépi pè- 
des semblables disposés régulièrement. Toutes les mailles élémentai- 
res auront évidemment les mêmes propriétés ; elles ont la même 
forme et le même volume, et chacune d’elles contient un nombre égal 
d’atomes de chaque type disposés d’une manière identique. 
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En tous les sommets des mailles élémentaires il y a évidemment 
des atomes identiques. Tous ces sommets sont, en d’autres termes, 
des nœuds équivalents, chacun d'eux pouvant coïncider avec un 
autre après une translation d'une période du réseau. Tous ces nœuds 
équivalents, qui peuvent coïncider les uns avec les autres par trans- 
lation, forment le réseau de Bravais du cristal. Il est évident que le 
réseau de Bravais ne comprend pas tous les nœuds du réseau cristal- 
lin. De plus, il n’inclue pas tous les nœuds équivalents, car dans le 
réseau il peut y avoir des nœuds équivalents tels qu’ils ne coïncident 
les uns avec les autres que pour des transformations contenant des 
rotations ou des réflexions. 

On peut construire le réseau de Bravais en choisissant un nœud 
quelconque du réseau cristallin et en faisant toutes les translations 
possibles. En partant d'un autre nœud (n’entrant pas dans le pre- 
mier réseau de Bravais), on obtient un réseau de Bravais déplacé 
par rapport au premier. Ainsi, il est évident que le réseau cristallin 
se compose, en général, de plusieurs réseaux de Bravais, incorporés 
les uns dans les autres ; chacun d'eux correspond à un type et une 
disposition déterminés des atomes, tous ces réseaux étant considérés 
comme des systèmes de points, c’est-à-dire identiques du point de 
vue purement géométrique. 

Revenons aux mailles élémentaires. Par suite de l'arbitraire dans 
le choix des périodes de base, le choix des mailles élémentaires n’est 
pas univoque. Une maille élémentaire peut être construite à partir 
de périodes de base quelconques. Les mailles ainsi obtenues ont évi- 
demment des formes différentes ; quant à leur volume, il se trouve 
être le même. Le plus simple est de s’en rendre compte de la manière 
suivante. Il s’ensuit que chacune des mailles élémentaires contient 
un nœud appartenant à chacun des réseaux de Bravais que l’on 
peut construire dans le cristal donné. Par conséquent, le nombre 
de mailles élémentaires dans un volume donné est toujours égal au 
nombre d’atomes d’un type et d’une disposition donnés, c’est-à-dire 
qu'il ne dépend pas du choix de la maille. Ainsi, le volume de cha- 
cune des mailles ne dépend pas du choix de celles-ci et est égal au 
volume total divisé par le nombre de mailles. 


$ 132. Systèmes cristallins 


Nous allons passer maintenant à l'étude de tous les types possi- 
bles de symétrie des réseaux de Bravais. 

Nous allons préalablement démontrer un théorème général con- 
cernant la symétrie de rotation des réseaux cristallins. Nous allons 
trouver quels sont les axes de symétrie que peut avoir le réseau. Soit 
À (fig. 56) l’un des nœuds du réseau de Bravais par lequel passe (per- 
pendiculairement au plan de la figure) l'axe de symétrie. Si B est 
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un autre nœud se trouvant à une période de translation de À, un axe 
de symétrie analogue doit alors passer par Z. 

Effectuons maintenant une rotation autour d’un axe passant par 
A' d’un angle égal à @ = 2x/r (n étant l’ordre de l'axe). Alors le 
point B avec l'axe passant par ce point occupera la position B’. 
Une rotation analogue autour de B'amène le point À en À’. Par hypo- 
thèse les points A’ et B’se rapportent au même réseau de Bravais et 
peuvent coïncider après translation. Donc, la distance A’B° doit éga- 
lement être une période de translation du réseau. Si a est la plus 
courte des périodes dans une direction donnée, la distance A’B° doit, 


Fig. 56 


par conséquent, être égale à ap, où p est un nombre entier. La figure 
montre que ceci conduit à l’équation suivante : 


a+ 2asin (e—3) =a—2acosp==ap 


ou 
1—p 
COS @ = TZ: 

Puisque [cos @| < 1, p peut ici être égal à 3, 2. 1. 0. Ces valeurs 
conduisent respectivement à @ = 2x/n avec n = 2, 3, 4, 6. Ainsi, 
le réseau cristallin ne peut avoir que des axes de symétrie d'ordre 
2, 3, 4 et 6. 

Passons maintenant à l’étude des types possibles de symétrie du 
réseau de Bravais par rapport aux rotations et aux réflexions. Ces 
types de symétrie sont appelés systèmes cristallins ou syngonies. 
Chacun d'eux représente un ensemble particulier d’axes et de plans 
de symétrie, c’est-à-dire un groupe ponctuel. 

11 est facile de voir que chacun des nœuds du réseau de Bravais 
est son centre de symétrie. En effet, à chaque atome du réseau de 
Bravais correspond un autre atome disposé sur une même droite avec 
le nœud donné et le premier atome, de telle sorte que les deux atomes 
se trouvent à des distances égales du nœud. Si le centre de symétrie 
est (translations mises à part) l’élément unique de symétrie du réseau 
de Bravais, on a : 
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1. Un système triclinique. Ce système est le moins 


symétrique de tous et correspond au groupe ponctuel C;. Les nœuds 
du réseau triclinique de Bravais sont disposés aux sommets de paral- 


Fig. 57 


lélépipèdes identiques dont les arêtes et les angles entre ces arêtes 
sont arbitraires ; un tel parallélépipède est représenté sur la figure 57. 

Les réseaux de Bravais sont habituellement désignés par des sym- 
boles particuliers ; le réseau du système triclinique est désigné par l',. 

2. Un système monoclinique. Ce système est le 
suivant d’après l’ordre de symétrie. Ses éléments de symétrie sont 
un axe du second ordre et un plan de symétrie perpendiculaire à cet 
axe, c’est-à-dire que ce système est le groupe ponctuel C,,. C'est la 
symétrie d'un parallélépipède droit de base arbitraire. Le réseau de 
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Bravais de ce système peut être réalisé de deux façons différentes. 
Dans le premier cas, d’un simple réseau monoclinique de Bravais 
(T,), les nœuds sont disposés aux sommets de parallélépipèdes droits 
(dans la direction b) dont les faces ac sont des parallélogrammes arbi- 
traires (fig. 57). Dans le second cas, d'un réseau à bases centrées 
(Tb,), les nœuds sont disposés non seulement aux sommets, mais 
également aux centres des faces rectangulaires opposées. 

3. Un système rhombique (ou orthogonal) 
qui correspond au groupe ponctuel D.,. C'est la symétrie d’un paral- 
lélépipède droit dont les longueurs des arêtes sont arbitraires. Quatre 
types de réseaux de Bravais se rapportent au système rhombique. 
Dans le réseau rhombique simple (T,) les nœuds sont disposés aux 
sommets de parallélépipèdes droits. Dansle réseau à bases centrées 
(Tè), les nœuds se trouvent également aux centres de deux faces op- 
posées de chaque parallélépipède. Puis, dans le réseau corps-centré 
(ou à volume centré) (T?), les nœuds se trouvent aux sommets et aux 
centres de parallélépipèdes et enfin dans le réseau à faces cen- 
trées (T{) les nœuds se trouvent non seulement aux sommets mais 
également aux centres de toutes les faces. 

4. Un système tétragonal (ou quadratique) 
qui est un groupe ponctuel D,, ; c’est la symétrie d’un prisme droit 
à base carrée. Les réseaux de Bravais de tels systèmes peuvent être 
réalisés de deux manières. Il existe des réseaux de Bravais tétrago- 
naux simple et corps-centré (désignés respectivement par r, et T7) 
avec des nœuds dis posés respectivement aux sommets et aux “centres 
de prismes droits à base carrée. 

5. Unsystème rhomboédrique (ou trigonal) 
qui correspond au groupe ponctuel D,, ; c'est la symétrie d’un rhom- 
boédre (obtenu lorsque l’on comprime ou l’on étire un cube suivant 
sa diagonale spatiale). Les nœuds de l’unique réseau de Bravais pos- 
sible de ce système (T,,) sont disposés aux sommets de rhomboë- 
dres. 

6. Un système hexagon al qui correspond au groupe 
ponctuel D,, ; c’est la symétrie d’un prisme à six faces régulières. 
Le réseau de Bravais de ce système (F,) ne peut être réalisé que d’une 
seule manière — ses nœuds sont disposés aux sommets des prismes 
réguliers à six faces et aux centres de leurs bases hexagonales. Il est 
utile d'indiquer la différence suivante entre les réseaux hexagonal et 
rhomboédrique de Bravais. Pour l’un, comme pour l’autre, les nœuds 
sont disposés dans des plans perpendiculaires à un axe d'ordre 6 (ou 
d'ordre 3) formant une grille de triangles équilatéraux. Mais dans le 
réseau hexagonal, dans la série de ces plans (le long de l’axeC,), les 
nœuds sont disposés directement les uns au-dessus des autres (sur la 
figure 58 ces plans sont représentés en plan). Au contraire, dans le 
réseau rhomboédrique, dans chaque plan suivant, les nœuds sont 
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disposés au-dessus des centres des triangles formés par les nœuds du 
plan précédent (cercles et croix sur la figure 58). 

7. Un système cubique qui correspond au groupe ponc- 
tuel ©, ; c'est la symétrie d’un cube. Trois types de réseaux de 
Bravais correspondent à ce système, c'est un réseau cubique simple 
(T,), un réseau corps-centré (T?) et un réseau à faces centrées (1). 

Chacun des systèmes de la suite de systèmes triclinique, monocli- 
nique, rhombique, tétragonal et cubique est plus symétrique que 
tous les précédents. En d'autres termes, chacun 
des systèmes contient tous les éléments de sy- RUTRR 
métrie du système précédent. En ce sens, le 7 \/ \7 : 
système rhomboédrique est de symétrie plus &--}--3$- 5 
élevée que le système monoclinique, mais in- \# \ \/r 
férieure à celle des systèmes cubique et hexa-  W---#-- ? 
gonal, l'un et l’autre contenant ses éléments 
de symétrie. Ces deux derniers systèmes sont  *7—R--#8 
les plus symétriques. FX\/xXA PE 

A première vue on pourrait croire qu'hor- &--3f--£--2 
mis les quatorze réseaux de Bravais étudiés, il NASA 
peut y en avoir d’autres. Ainsi, si on ajoute au  K-_4 
réseau tétragonal simple encore un nœud au 
centre des bases carrées opposées des prismes, le 
réseau a toujours la symétrie tétragonale. 
Il est facile de voir que l’on n’obtiendrait pas alors un autre réseau de 
Bravais. En effet, en réunissant les nœuds d’un tel réseau de la ma- 
nière indiquée sur la figure 59 (en pointillé), nous voyons que le 
nouveau réseau reste un réseau tétragonal simple. Îl est facile de 
voir qu'il en est de même dans tous les cas analogues. 

Les parallélépi pèdes du réseau de Bravais, représentés sur la figure 
57 ont par eux-mêmes tous les éléments de symétrie du système au- 
quel ils se rapportent. Il ne faut cependant pas oublier que dans tous 
les cas, à l’exception des réseaux de Bravais simples, ces parallélé- 
pipèdes ne sont pas des mailles élémentaires : les périodes sur lesquel- 
les ils sont construits ne sont pas des périodes de base. En qualilé 
de périodes de base dans les réseaux de Bravais à faces centrées, on 
peut choisir des vecteurs d’un sommet quelconque du parallélépi- 
pède au centre des faces ; dans les réseaux corps-centré — des som- 
mets aux centres des parallélépipèdes, etc. Sur la figure 60 sont 
représentées les mailles élémentaires pour les réseaux cubiques Tf et 
FT? ; ces mailles sont des rhomboëèdres et n’ont pas du tout par elles- 
mêmes tous les éléments de symétrie d’un système cubique. 

Pour déterminer complètement un réseau de Bravais triclinique, 
il est indispensable de se donner six grandeurs : les longueurs des 
arêtes de ses parallélépipèdes et les angles entre elles ; pour un ré- 
seau monoclinique quatre grandeurs suffisent, car deux des angles 
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æ———---4 


D — 


Fig. 59 Fig. 60 


entre les arêtes sont toujours droits, etc. D'une manière analogue, il 
est facile de voir que le nombre de grandeurs (longueurs des arêtes 
des parallélépipèdes et angles entre elles) déterminant les réseaux 
de Bravais des divers systèmes est pour : 


un réseau triclinique 6 un réseau rhomhoédrique 2 
»  monoclinique 4 » hexagonal 2 
»  rhombique 3 » cubique 1 
»  tétragonal 2 


$ 133. Classes cristallines 


Dans les phénomènes macroscopiques, le cristal se conduit comme 
un corps homogène. Les propriétés macroscopiques du cristal ne 
dépendent que des directions. Ainsi, les propriétés du passage de 
la lumière dans un cristal ne dépendent que de la direction du rayon 
de lumière ; la dilatation thermique du cristal a lieu en général de 
manière différente selon directions ; enfin, les déformations élasti- 
ques du cristal sous l’influence de telle ou telle force extérieure 
sont également différentes selon directions. 

D'un autre côté, la symétrie des cristaux conduit à ce que les di- 
verses directions y sont équivalentes. Dans ces directions équivalen- 
tes toutes les propriétés macroscopiques du cristal seront identiques. 
Nous pouvons, par conséquent, dire que les propriétés macroscopiques 
se déterminent par la symétrie des directions dans Île cristal. Si, par 
exemple, le cristal a un centre de symétrie, pour toute direction la 
direction inverse sera équivalente. 

La symétrie de translation du réseau ne conduit pas à l’équiva- 
lence de directions quelconques — en général, les translations ne 
changent pas les directions. Ainsi, pour la symétrie des directions la 
différence entre les axes hélicoïdaux et les axes simples de symétrie 
ou entre les plans simples de symétrie et les plans de glissement est 
sans importance. 

Ainsi, la symétrie des directions, donc également des propriétés 
macroscopiques du cristal, se détermine par l’ensemble de ses axes 
et plans de symétrie, les axes hélicoïdaux et les plans de glissement 
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vi 


devant être considérés comme des axes et des plans simples. De 
tels ensembles d'éléments de symétrie sont appelés classes cris- 
tallines. 

Nous savons déjà qu'un cristal réel peut être considéré comme 
l’ensemble de plusieurs réseaux de Bravais de même type, incorpo- 
rés les uns dans les autres. Par suite d’une telle superposition de ré- 
seaux de Bravais, la symétrie d’un cristal réel se distingue en général 
de la symétrie du réseau de Bravais correspondant. 

En particulier, l’ensemble des éléments de symétrie de la classe 
du cristal donné se distingue en général de son système. Il est évi- 
dent que l’adjonction de nouveaux nœuds au réseau de Bravais ne 
peut conduire qu’à la disparition de certains de ses axes ou plans de 
symétrie, mais non à l'apparition de nouveaux. Ainsi, la classe cris- 
talline contient moins, ou, au plus, autant d'éléments de symétrie 
que le système qui lui correspond, c’est-à-dire l’ensemble des axes 
et des plans de symétrie du réseau de Bravais du cristal donné. 

Ceci permet de déterminer toutes les classes se rapportant à un 
système donné. Pour ceci, il faut trouver tous les groupes ponctuels 
contenant tous ou seulement certains des éléments de symétrie du 
système. 11 peut cependant se faire que l’un des groupes ainsi obtenus 
est formé d'éléments de symétrie contenus non seulement dans un, 
mais également dans plusieurs systèmes. Ainsi, comme nous l'avons 
vu au paragraphe précédent, tous les réseaux de Bravais ont un centre 
de symétrie. Aussi, le groupe ponctuel C'; entre dans tous les systè- 
mes. Néanmoins, la distribution des classes cristallines suivant les 
systèmes est en général univoque du point de vue physique. Chaque 
classe doit être rapportée au système le moins symétrique parmi ceux 
qui la contienne. Ainsi, la classe C; doit être rapportée au système 
triclinique n’ayant aucun autre élément de symétrie qu’un centre 
d’inversion. Pour une telle distribution des classes, un cristal ayant 
un certain réseau de Bravais ne se rapportera jamais à la classe pour 
la réalisation de laquelle un réseau de Bravais d’un système inférieur 
serait suffisant (à une seule exception près — voir ci-dessous). 

Du point de vue physique il est évident qu'il est indispensable 
que cette condition soit réalisée. En effet, il est fort improbable du 
point de vue physique que les atomes d’un cristal se rapportant à 
son réseau de Bravais se disposent d’une manière plus symétrique 
que ne le requière la symétrie du cristal. Plus encore, même si une 
telle disposition serait par hasard réalisée, une action extérieure quel- 
conque même petite (par exemple un échauffement) serait suffisante 
pour rompre cette disposition comme n'étant pas liée d’une manière 
indispensable à la symétrie du cristal. Par exemple, si un cristal se 
rapportant à une classe pour la réalisation de laquelle un système 
tétragonal serait suffisant, aurait un réseau de Bravais cubique, une 
action insignifiante serait capable d’allonger ou de raccourcir l’une 
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des arêtes de la maille cubique, la transformant en prisme droit à 
base carrée. 

Cet exemple montre que le fait que le réseau de Bravais du système 
le plus élevé peut être transformé en réseau du système le plus bas 
au moyen d’une déformation aussi petite que l’on veut est très impor- 
taut. 11 y a cependant une exception, un cas où une telle transforma- 
tion est impossible. Ainsi, aucune déformation infiniment petite ne 
peut transformer le réseau hexagonal de Bravais en réseau du système 
rhomboédrique de symétrie inférieure ; en effet, la figure 58 montre 
que pour transformer un réseau hexagonal en réseau rhomboédrique 
il faut déplacer d’une grandeur finie les nœuds dans les couches alter- 
natives — des sommets aux centres des triangles. Ainsi, toutes les 
classes du système rhomboédrique se trouvent réalisées tant dans le 
réseau de Bravais hexagonal que dans le réseau rhomboédrique !. 

Ainsi, pour trouver toutes les classes cristallines il faut commen- 
cer par chercher les groupes ponctuels du système de symétrie infé- 
rieure, soit le système triclinique, en passant ensuite un à un aux sys- 
tèmes de symétrie plus élevée, en laissant de côté les groupes ponc- 
tuels, c’est-à-dire les classes, déjà rapportés aux systèmes inférieurs. 
I] se trouve qu'il existe en tout 32 classes ; nous donnons la liste de 
ces classes disposées suivant les systèmes : 


Système Classes 
Triclinique . . . . . . . Ci C: 
Monoclinique. . . . . . Css Car Coh 
Rhombique. . . . . .. Cavr Des Dan 
Tétragonal. ...... Sas Dads Cas Cans Car Dar Din 
Rhomboédrique. . . .. Cs, Se» Csor Ds, Ds4 
Hexagonal . . . . . . . Cahs Dans Ce: Cons Cévs Des Din 
Cubique . . . . . . . . T, Tu Tds Or Oh 


Dans chacune des séries de classes mentionnées ici la dernière 
est la plus symétrique et contient tous les éléments de symétrie du 
système correspondant. Les classes dont la symétrie coïncide avec la 
symétrie du système sont appelées holoédriques. Les classes dont le 
nombre des diverses transformations de symétrie (rotations et ré- 
flexions, y compris les transformations identiques) est deux ou quatre 
fois inférieur à celui de la classe holoédrique sont appelées hémi- et 
tétartoédriques. Ainsi, dans le système cubique la classe O, est holo- 
édrique, les classes O, T,, T'; — hémiédriques, et la classe T — té- 
tartoédrique. 


1 Les cristaux des classes rhomboédriques de réseau de Bravais hexagonal 
sont habituellement rapportés au système rhomboédrique. 
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$ 134. Groupes spatiaux 


Après l'étude de la symétrie des réseaux de Bravais et celle des 
directions dans le cristal, on peut enfin passer à l’étude de la symétrie 
réelle totale des réseaux cristallins. Cette symétrie peut être appelée 
microscopique par opposition à la symétrie macroscopique des cris- 
taux étudiée au paragraphe précédent. La symétrie microscopique 
détermine les propriétés du cristal qui dépendent de la disposition 
des atomes dans son réseau (par exemple, la diffusion des rayons X 
par le cristal). 

L'ensemble de ces éléments de symétrie (symétrie réelle) du réseau 
cristallin est appelé son groupe spatial. Le réseau a toujours une cer- 
taine symétrie de translation, il peut de plus avoir des axes de symé- 
trie simple et hélicoïdale, des axes de symétrie inverse et des plans de 
symétrie simple et avec glissement. Pour ce qui est de la symétrie 
de translation du réseau, elle est complètement déterminée par son 
réseau de Bravais, car conformément à la définition de ce dernier le 
réseau cristallin ne peut avoir aucune période de translation à part les 
périodes de son réseau de Bravais. Ainsi, pour déterminer le groupe 
spatial du cristal, il suffit d’indiquer le réseau de Bravais et d’énu- 
mérer les éléments de symétrie liés aux rotations et aux réflexions. 
On doit également indiquer la disposition de ces plans et axes de sy- 
métrie les uns par rapport aux autres. Il ne faut pas oublier que la 
symétrie de translation du réseau cristallin conduit à ce que si le 
réseau a un axe ou un plan de symétrie quelconques, il y a une infi- 
nité de plans et axes de symétrie parallèles qui coïncident les uns 
avec les autres lors de translations égales aux périodes de translation 
du réseau. Enfin, en plus de ces axes (vu plans) de symétrie, séparés 
par les périodes du réseau, la présence simultanée de symétrie de 
translation et d’axes (ou plans) de symétrie conduit à l’apparition 
d’autres axes (ou plans) qui ne peuvent coïncider avec les axes ini- 
tiaux par une translation d’une période quelconque. Par exemple, la 
présence d'un plan de symétrie conduit à l’apparition non seulement 
de plans qui lui sont parallèles et se trouvant à une distance égale 
à une période l’un de l’autre, mais également de plans de symétrie 
divisant ces périodes en deux. En effet, il est facile de voir que la 
réflexion dans un certain plan avec translation ultérieure à une cer- 
taine distance d dans une direction perpendiculaire à ce plan, est 
équivalente à une simple réflexion dans un plan parallèle au plan 
initial et se trouvant à une distance égale à d/2 de celui-ci. 

Tous les groupes spatiaux possibles sont répartis suivant les clas- 
ses cristallines. Chaque groupe spatial se rapporte à la classe dans 
laquelle l’ensemble des axes et plans de symétrie est le même que 
dans le groupe spatial, si dans ce dernier on ne distingue pas les axes 
simples et hélicoïdaux, les plans simples et les plans de glissement. 
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Jl y a en tout 230 groupes spatiaux. Ils ont été découverts par 
E. Fédorov (1895). Les groupes spatiaux se répartissent de la manière 
suivante : 


T'ableau 1 

Nombre Nombre Nombre Nombre 
Classe de Classe de Classe de Classe de 

groupes oupes u pes groupes 
C, 1 Sa 2 Se 2 c;: 4 
C: 1 Co} 6 Cso 6 D, 6 
Cs 4 Cu 6 Ds 7 Don 4 
CG 3 Dad 12 Da 6 T 5 
Ch 6 Cao 42 Can 1 Th 7 
Cs 22 D, 10 C, 6 +; 6 
1 9 Din 20 js 2 o 8 
Den 28 - €: 4 4 D:n 4 Oh 10 


Nous n’allons pas énumérer ici les éléments de symétrie de tous 
les groupes spaliaux, ce qui peut être très long. On peut trouver cette 
énumération dans les aide-mémoire cristallographiques spéciaux !. 

Remarquons ici que parmi les groupes spatiaux il en est qui ne 
se distinguent les uns des autres que par le sens de rotation autour 
de leurs axes hélicoïdaux. Il y a en tout 11 paires de groupes de ce 
genre. 


$ 135. Réseau réciproque 


Toutes les grandeurs physiques caractérisant les propriétés du 
réseau cristallin ont la même périodicité que le réseau lui-même. 
Tels sont par exemple lc champ électromagnétique dans le réseau formé 
par ses atomes, la densité de charge créée par les électrons de ces ato- 
mes, la probabilité pour les atomes de se trouver à telle ou telle place 
du réseau, etc. 

Soit U une quelconque de ces grandeurs. U est une fonction des 
coordonnées x, y, z du point du cristal, ou, comme nous allons l’écri- 
re, de son rayon vecteur r. La fonction U (r) doit être périodique avec 
les mêmes périodes que celles du réseau. Ceci veut dire que l'on doit 
avoir 


U (+ na + nas + nas) = U (r) (135,1) 


1 La description complète des groupes spatiaux est donnée par exemple 
dans le livre de G. Lubars ki « Théorie des ÉTOURES et applications à la phy- 
sique » (annexe IV), Fizmatguiz, Moscou, 1958, ou dans les « Tables internatio- 
Bules pour la détermination de la structure des cristaux », 1935. Dans ces derniè- 
res on peut également trouver les points équivalents pour chacun des groupes 
spatiaux. | 
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pour tout ñn,, n,, n; entiers (a,, a&, a; étant les périodes de base du 
réseau). 

Développons la fonction périodique ÜU/(r) en série triple de Fou- 
rier. Ce développement peut être écrit sous la forme : 


U= DU venir, (135,2) 


où la sommation s'effectue suivant toutes les valeurs possibles du 
vecteur b. Ces valeurs possibles de b se déterminent si la fonction 
U mise sous la forme de série (135,2) satisfait à la condition de 
périodicité (135,1). Ceci veut dire que tous les facteurs exponentiels 
doivent rester inchangés lorsque l’on change r en r + a, où a est 
l’une quelconque des périodes du réseau. Pour cela il est indispen- 
sable que le produit scalaire ab soit toujours un nombre entier. En 
prenant pour a tour à tour les périodes de base a,, &, a,, on doit, 
par conséquent, avoir : 


ab=p,, ab=—p,, a:b—p;, 


OÙ Pi: Pe, Pa Sont des nombres entiers positifs ou négatifs (zéro y 
compris). La solution de ces trois équations a la forme: 


b=p,b, +p,b,+ pbs, (135,3) 


où les vecteurs b;se déterminent au moyen de a; de la manière sui- 
vante 


b,=(axa), b=+(axæ) b=+(axa), (135,4) 
{ 


Ainsi, nous avons défini les valeurs possibles du vecteur b. La som- 
mation dans (135,2) s'étend à toutes les valeurs entières p;, pe, Ps. 

Du point de vue géométrique le produit #=a, (a, Xa,) est, comme on 
sait, le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a,, a, a,, 
c’est-à-dire le volume d’une maille élémentaire ; quant aux produits 
a,xXa,, etc., ils représentent les surfaces des trois faces de cette 
maille. Les vecteurs b; ont, par conséquent, la dimension de l'inverse 
d'une longueur, et leur valeur est égale à l’inverse des hauteurs du 
parallélépipède construit sur les vecteurs a,, a, a. 

Les relations (135,4) montrent qu'entre b;et a;, on a 


b 0, si ik, 

MR 4, si ik. 

Ceci veut dire que le vecteur b, est perpendiculaire aux vecteurs 
a, 43, même chose pour b., b.. 


Après avoir déterminé les vecteurs b;, on peut formellement 
construire le réseau de périodes de base b,, b,, b,. Le réseau ainsi 


(135,5) 
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construit est appelé réseau réciproque, et les vecteurs b,.b,, b, s’appel- 
lent les périodes (de base) du réseau réciproque. 

Il est évident qu'une maille du réseau réciproque du réseau tri- 
clinique de Bravais est également un parallélépipède arbitraire. 
D'une manière analogue, les réseaux réciproques des réseaux de Bra- 
vais simples des autres systèmes sont également les réseaux simples 
d'un même système ; par exemple, le réseau réciproque d’un réseau 
de Bravais simple cubique a également une maille cubique simple. 
Il est facile de voir au moyen d’une construction simple que le ré- 
seau réciproque des réseaux de Bravais à faces centrées (rhombique, 
tétragonal et cubique) représente un réseau corps-centré du même 
système. Inversement, les réseaux de Bravais corps-centré ont un 
réseau réciproque avec des mailles à faces centrées. Enfin, les réseaux 
à bases centrées ont des réseaux réciproques dont les mailles ont 
des bases centrées. 

Calculons le « volume » d'une maille élémentaire du réseau réci- 
proque. Il est égal à 

v"=b, (b, Xb.;). 


En y substituant l'expression (135,4), on trouve : 
, 4 1 
v'=-;(aXas)[(a; X a) X(aXa,)]= = {(a, x a) a,][(as X a) a], 


ou finalement 
vi. (135,6) 


Ainsi, le volume d’une maille élémentaire du réseau réciproque est 
égal à la valeur inverse du volume de la maille élémentaire du ré- 
seau direct. 

On sait qu’une équation de la forme 


br = const, 


où b est un vecteur constant, décrit un plan perpendiculaire au vec- 
teur b et se trouvant à une distance const /b de l’origine des coordon- 
nées. Choisissons l'origine des coordonnées en l’un quelconque des 
nœuds du réseau de Bravais, et soit b = p,b,-- p.b.+ p,b, un vec- 
teur quelconque du réseau réciproque (P:, P+, p4 étant des nombres 
entiers). En écrivant également r sous la forme r = na, + na, + 
+ ra, on obtient l'équation d'un plan sous la forme 


br=n,p; + RPe + NsP3 =mM, (135,7) 


où m est une constante donnée. Pour que cette équation représente 
un plan rempli d'une infinité de nœuds du réseau de Bravais (de tels 
plans sont appelés plans réticulaires), il faut qu’elle soit vérifiée 
par un ensemble de nombres entiers n,,n,, n4. Pour cela il est évident 
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que la constante m doit également être un nombre entier. Lorsque 
Par Pes PA Sont donnés et que la constante m prend diverses valeurs 
entières, l'équation (135,7) détermine par conséquent une infinité 
de plans éticulaires, tous parallèles les uns aux autres. A chaque 
vecteur du réseau réciproque correspond une famille de plans réti- 
culaires parallèles définie comme il a été indiqué. 

Les nombres p;,, p., p, dans (135,7) peuvent être représentés com- 
me premiers les uns par rapport aux autres, c’est-à-dire qu’ils n’ont 
pas de diviseur commun, l’unité mise à part. S’il existait, on pour- 
rait diviser par ce diviseur les deux membres de l'équation, et l’on 
obtiendrait ainsi une équation de la même forme.Les nombres p,, p,, p, 
sont appelés indices de Miller de la famille donnée de plans réti- 
culaires et sont désignés par (p; P> P3). 

Le plan (135,7) intersecte les axes des coordonnées (choisis le 
long des périodes de base a,, a..a,) aux points", 7, 773, Lerap- 


Pa Ps 
port des longueurs des segments (mesurés Re une en unités 


Gy, @+, 43) entre le plan et les axes des coordonnées est L: + + ‘ 
1 3 
c'est-à-dire qu’il est inversement proportionnel aux indices de Mil- 
ler. Ainsi, les indices de Miller des plans parallèles aux plans de 
coordonnées (c’est-à-dire intersectant sur les axes des segments de 
rapport oo :o : {) sont égaux à (100), (010), (001) respectivement 
pour les trois plans de coordonnées. Les plans parallèles au plan dia- 
gonal du parallélépipède de base du réseau ont les indices (111), etc. 

Il est facile de déterminer la distance entre deux plans consécutifs 
d’une même famille. La distance entre le plan (135,7) et l’origine des 
coordonnées est m/b où b est la « longueur » du vecteur donné du ré- 
seau réciproque. Pour le plan suivant cette distance est (m + 1)/b. 


Quant à la distance d entre ces deux plans, elle est égale à RH 7 : 
c’est-à-dire 
de _ ; (135,8) 


Elle est égale à la valeur inverse de la longueur du vecteur b. 


$ 136. Représentations irréductibles des groupes spatiaux 


Les applications physiques de la théorie de la symétrie sont géné- 
ralement liées à l’utilisation de l’appareil mathématique des repré- 
sentations de groupes !. Dans le chapitre suivant nous rencontre- 
rons de semblables applications. Comme il sera question de symétrie 


1 Nous supposons que le lecteur connaît la théorie des groupes, voir par 
exemple « Mécanique quantique », chapitre X11. 
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des cristaux, il est indispensable de s’arrêter préalablement sur la 
question de la classification et le mode de construction des représen- 
tations irréductibles des groupes spatiaux. 

Chaque groupe spatial contient un sous-groupe de translations 
avec une infinité de translations possibles, faisant coïncider le réseau 
cristallin avec lui-même (ce sous-groupe représente justement, du 
point de vue mathématique, ce que l’on appelle le réseau de Bravais 
du cristal). Le groupe spatial complet peut être obtenu à partir de ce 
sous-groupe en ajoutant nr éléments contenant rotations et réflexions, 
où z est le nombre de transformations de symétrie de la classe cris- 
talline correspondante ; nous appellerons ces éléments «de rotation ». 
Tout élément d’un groupe spatial peut être représenté comme le 
produit d’un des éléments de symétrie de translation et d’un des 
éléments de rotation. 

Si le groupe spatial ne contient pas d’axe hélicoïdal et de plan de 
glissement essentiels, on peut prendre simplement pour n éléments de 
rotation z transformations de symétrie — rotations proprement dites 
et réflexions —de la classe cristalline ; dans ce cas, ces éléments cons- 
tituent par eux-mêmes un sous-groupe du groupe spatial. Dans le 
cas contraire, les éléments de rotation représentent des rotations et 
des réflexions avec translation simultanée d’une fraction déterminée 
de l’une des périodes de base du réseau. Dans de tels groupes spatiaux 
les éléments de symétrie de rotation « s’accrochent » aux translations 
et leur ensemble ne représente pas par lui-même un sous-groupe ; ainsi, 
une double réflexion dans le plan de glissement est une transformation 
non identique, c’est une translation d’une période de base du réseau. 

Toute représentation irréductible d’un groupe spatial peut être 
réalisée par un ensemble de fonctions de la forme ! 


Pra = Ukae'rr, (136,1) 


où k sont des vecteurs constants, u,, des fonctions périodiques (avec 
les périodes du réseau) ; l'indice & = 1,2, … indique les fonctions 
de mêmes k. 

Après une translation, c’est-à-dire une transformation de la forme 
r—r + a (où a est l’une quelconque des périodes du réseau), les 
fonctions (136,1) se trouvent multipliées par les constantes eïkt. En 
d’autres termes, dans la représentation réalisée par les fonctions 
(136,1) les matrices de translation sont diagonales. Il est évident que 
deux vecteurs k différant de 2xb (où b est une période quelconque du 
réseau réciproque) conduisent à une même loi de transformation 
des fonctions qi lors de translations : comme ab est un nombre en- 
tier, on a e2tinb—1{, De tels vecteurs k sont appelés équivalents. Si on 
se représente les vecteurs k/2x menés à partir des sommets d’une maille 


1 Les considérations énoncées appartiennent à F. Seitz (1936). 
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du réseau réciproque en ses différents points, tous les vecteurs non 
équivalents sont épuisés par une maille élémentaire. 

Lors de l’action d'un élément de symétrie de rotation, la fonction 
xs se transforme en une combinaison linéaire de fonctions qs.,, de 
a différents et de vecteur k’, obtenu à partir de k par une rotation et 
une réflexion données, effectuées dans le réseau réciproque !. L’en- 
semble des vecteurs k (non équivalents) obtenus l’un à partir de l’au- 
tre par l’action de tous les r éléments de rotation du groupe est appelé 
l'étoile du vecteur k. Dans le cas général d’un k arbitraire, son étoile 
contient » vecteurs. Le nombre de fonctions qi de la base d’une re- 
présentation irréductible doit en tout cas contenir les fonctions de tous 
les vecteurs de l'étoile k ; il est évident que puisque les fonctions de 
k non équivalents sont multipliées lors de translations par des fac- 
teurs différents, aucune de leurs combinaisons linéaires ne diminue le 
nombre de fonctions se transformant l’une en l’autre. 

Pour des valeurs déterminées de k le nombre de vecteurs dans son 
étoile peut être inférieur à », car il peut se trouver que certains élé- 
ments de symttrie de rotation ne changent pas k ou le transforment 
en un vecteur équivalent. Ainsi, si le vecteur k est dirigé suivant 
l'axe de symétrie, il ne change pas lors de la rotation autour de cet 
axe ; un vecteur de la forme k = xb;, où b; est l’une des périodes de 
base du réseau réciproque, se transforme lors d'une inversion en un 
vecteur équivalent — xb;=— xb; — 2xb.. 

L'ensemble des éléments de symétrie de rotation (tous considérés 
comme simples), entrant dans le groupe spatial donné et ne changeant 
pas le vecteur k (ou le transformant en un vecteur équivalent) est 
appelé groupe de symétrie propre du vecteur k ou simplement groupe 
k ; c’est l’un des groupes ponctuels de symétrie ordinaires. 

Considérons d’abord le plus simple des cas, lorsque le groupe spa- 
tial ne contient pas d'axes hélicoïdaux ou de plans de glissement. 
Les fonctions de la base de la représentation irréductible d’un tel 
groupe peuvent être représentées sous la forme de produits 


Pra = Uk, (136,2) 


où u, sont des fonctions périodiques et 4 des combinaisons linéaires 
des expressions eïk (avec des k équivalents) invariantes par rapport 
aux transformations du groupe de symétrie propre du vecteur k ; 
le vecteur k dans (136,2) prend toutes les valeurs de son étoile. Lors 
de translations. les fonctions périodiques u, ne changent pas ; quant 
aux fonctions ÿ, (ainsi que x) elles se trouvent multipliées par 
eikn, Lors de rotations et de réflexions entrant dans le groupe k, les 
fonctions ÿ, ne changent pas, et les fonctions u, se transforment les 


1 Pour la transformation du vecteur k dans le réseau réciproque, il est évi- 
dent que tous les axes et plans de symétrie doivent être supposés simples. 
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unes en les autres. En d’autres termes, les fonctions u, réalisent l'une 
quelconque des représentations irréductibles du groupe ponctuel k 
(appelées petites représentations). Enfin, les éléments de rotation 
n'entrant pas dans le groupe k transforment les uns par les autres 
les ensembles de fonctions (136,2) avec des k non équivalents. 
La dimension de la représentation du groupe spatial ainsi construite 
est égale au produit du nombre de vecteurs dans l'étoile k par la 
dimension de la petite représentation. 

Ainsi, le problème de trouver toutes les représentations irréduc- 
tibles des groupes spatiaux (sans axes hélicoïdaux et plans de glis- 
sement) se réduit entièrement à la classification des vecteurs k sui- 
vant leur symétrie propre et au problème connu de la recherche des 
représentations irréductibles des groupes ponctuels finis. 

Arrêtons-nous maintenant aux groupes spatiaux à axes héli- 
coïdaux et plans de glissement. La présence de tels éléments de sy- 
métrie reste encore sans importance, si le vecteur k est tel que, lors 
de toutes les transformations de son groupe, il ne change en général 
pas (c’est-à-dire qu’il ne se transforme pas en un vecteur équivalent) !. 
Dans ce cas, les représentations irréductibles correspondantes sont 
comme précédemment réalisées par des fonctions de la forme (136,2), 
dans lesquelles u, constituent la base de la représentation du groupe 
ponctuel du vecteur k. Au contraire du cas précédent, ici, lors de trans- 
formations de rotation, les fonctions 14 —=eïx" dans (136,2) ne reste- 
ront pas inchangées, mais seront multipliées par eïkt, où v est la 
fraction de la période du réseau égale à la translation le long de l'axe 
hélicoïdal ou du plan de glissement. 

Pour toutes les autres valeurs de k les fonctions de la forme 
(136,2) deviennent inapplicables. Lors de transformations de rota- 
tion liées à une translation simultanée de v, les fonctions eïkr avec 
des valeurs de k équivalentes, mais non égales se trouvent être multi- 
pliées par des facteurs différents (car br n’est pas un nombre entier) ; 
ainsi, leurs combinaisons linéaires Ÿ, ne se transformeront pas par 
elles-mêmes. 

Dans de tels cas, il est impossible de considérer séparément les 
éléments de rotation et les translations. Cependant, il suffit de con- 
sidérer un nombre fini de translations parmi l’infinité possible. Dé- 
signons par « groupe élargi du vecteur k » le groupe formé par les 
transformations de rotations correspondantes (y compris les trans- 
lations d’une fraction de période t) et toutes les translations pour 
lesquelles ka/2x n’est pas un nombre entier ; quant aux translations 
pour lesquelles ka/2x est un nombre entier, elles sont considérées 
comme des transformations identiques. Les fonctions qi réalisant 


1 Ce sont toujours, en particulier, le vecteur k=0 ct le vecteur occupant 
la position générale, pour laquelle l'unique élément de son groupe est une trans- 
formation identique. 
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les représentations irréductibles du groupe fini ainsi formé réalisent 
avec les fonctions analogues qs des autres vecteurs de l’étoile donnée 
k les représentations irréductibles du groupe spatial. La dimen- 
sion de ces représentations est égale au produit de la dimension de la 
représentation du groupe élargi du vecteur k par le nombre de vec- 
teurs dans l'étoile. 

Ilustrons ce qui vient d’être dit par un exemple. 

Pour caractériser clairement les éléments du groupe spatial, il 
est commode de les désigner par les symboles (Pt), où P est une ro- 
tation ou une réflexion quelconques, et t le vecteur de translation 
simultanée ; lors de l’action sur le rayon vecteur d’un point quelcon- 
que, on a (Pltjr = Pr + t. La multiplication des éléments s’effectue 
au moyen de la règle 


(P'|t) (PI =(P'P|Pt+E). 
En particulier, l'élément inverse de l'élément (Pt) est 
(Pit)71=(PT1|—PTH). 


Considérons le groupe spatial (groupe DË,) correspondant à un réseau 
de Bravais rhombique simple et contenant les éléments de rotation 
suivants : 


(410), (C410), (C£10), (C210), (IT), (o,1T), (o,1T), (o,[r), 
où les axes x, y, z sont dirigés suivant les trois périodes de base du 
réseau et t — - (a, + a + a,) (les axes de symétrie C, sont sim- 


ples, et les plans perpendiculaires © sont des plans de glissement). 
Choisissons par exemple le vecteur : 


les trois nombres entre parenthèses donnent les valeurs des composan- 
tes du vecteur suivant les axes x, y, z mesurées en unités de longueur 
des arêtes (b; — 1/a;) de la maille du réseau réciproque. Sa propre 
symétrie contient tous les axes et plans du groupe ponctuel D.,. de 
telle sorte que ce vecteur forme lui-même une étoile. L'unique trans- 
lation (mis à part ses multiples) pour laquelle ka/2 x n’est pas un 
nombre entier est la translation ({|a,). Finalement, on obtient un 
groupe de 16 éléments répartis en 10 classes, comme indiqué dans la 
ligne supérieure du tableau 2 [pour plus de brièveté, les éléments 
de rotation sont simplement désignés par C., ©, 1 et la translation 
(1|a,) comme a,)]. On peut se rendre compte que deux éléments, par 
* exemple C£ ct a,CY. sont conjugués (c’est-à-dire qu’ils appartiennent 
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à une même classe) de la manière suivante !. On a 
(Tr) (C#10) (1%) =(/1—7+) (C£10) (71 +) = 
= (11%) (CHI | Chr) = (CH|—++ Ci). 
Mais 
Cix = _ (— a; +a—a;), —T+CËt=—a—a;—=a,—(2a, +a:), 


et puisque les translations de a, et de 2a, doivent être considérées 
comme des transformations identiques, on a 


(Z1x)77(CE10) (71%) = (CE | a). 


Suivant le nombre d’éléments et le nombre de classes dans le 
groupe on trouve qu’il a 8 représentations irréductibles à une di- 
mension et 2 à deux dimensions (8-1°+2-2?=16). Toutes les repré- 
sentations à une dimension s’obtiennent à partir des représentations 
du groupe ponctuel D,,, la translation a, ayant le caractère y (a,)=1. 


Tableau 2 


c* ci 1 5 a 5. 
1 % ce mCr : E à : 
: ac} ac, CTI Or | 304 HO: 
r 22 —2 2 —2 0 0 0 0 0 0 
Te 2 —2 | —2 2 0 0 0 0 0 0 


Cependant, ces représentations apparaissent ici comme « parasites » 
et doivent être rejetées. Elles ne correspondent pas à la question 
posée : leurs fonctions de base sont invariantes par rapport à 
toutes les translations, entre-temps, les fonctions eikr à k donné ne 
sont évidemment pas invariantes par rapport à la translation a,. 
Ainsi, il reste deux représentations irréductibles dont le caractère est 
donné dans le tableau 2 ?. Les fonctions de la base de ces représenta- 
tions peuvent être choisies sous la forme suivante 


li: cos az, sinar; [l,: cos nrcos 2xy, sin xx cos 2ny. 


1 Rappelons que deux éléments À et B sont appelés conjugués si A=C”1BC, 
où C est également un élément du groupe. 

? Le groupe considéré est isomorphe du groupe ponctuel « double » D:x 
{voir « Mécanique quantique », $& 99). 
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Considérons encore les représentations correspondant à une étoile 
de deux vecteurs 


(1/2, 0, %*), (1/2, 0, —%) 


de symétrie propre C., (l’axe C, suivant l’axe 2) ; ici x est un nombre 
arbitraire compris entre O et 1 (excepté 1/2). Le groupe élargi de k 
contient 8 éléments répartis en 5 classes (tableau 3). (La fonction de 
la base des représentations de ce groupe dépend de la coordonnée z 
au moyen du facteut commun eï*° ou ei*: invariant par rapport à 
toutes les transformations du groupe ; ainsi, il n’est pas nécessaire 
d'élargir le groupe par des translations le long de l’axe z.) Ce groupe 
a 4 représentations irréductibles à une dimension et 1 à deux dimen- 
sions !. Les représentations à une dimension doivent être rejetées 
pour les mêmes raisons que précédemment ; il reste ainsi une repré- 
sentation dont le caractère est donné dans le tableau 3. Les fonctions 
de la base peuvent être choisies de la manière suivante : 


eti#zcosnz, e+t'*?sin rx 
avec le signe + dans l’exposant pour le vecteur (1/2, 0, x) et le 
signe — pour le vecteur (1/2, 0, — x) ; la représentation irréductible 


complète de tout le groupe spatial est à quatre dimensions et est 
réalisée par un jeu de ces quatre fonctions. 


Tableau 3 


1 Il est isomorphe du groupe ponctuel « double » D:. 


CHAPITRE XIV 


TRANSITIONS DE PHASE DE SECONDE ESPÈCE 


$-137. Transitions de phase de seconde espèce 


Au $ 83 nous avons déjà indiqué que la transition entre les phases 
de symétrie diverse (cristal et liquide, différentes modifications cris- 
tallines) ne peut s’effectuer d’une manière continue, comme pour 
un liquide ou un gaz. La symétrie de chaque état est bien déterminée, 


Fig. 61 


donc on peut toujours indiquer la phase à 
laquelle il se rapporte. 

La transition entre différentes modifications 
cristallines s’effectue généralement au moyen 
d’une transition de phase, avec changement 
brusque du réseau cristallin, l'état du corps 
fait alors un saut. Cependant, hormis ces 
transitions, un autre type de transition lié à 
un changement de symétrie est également 
possible. 

Pour déceler la nature de ces transitions 
nous allons nous référer à un exemple. Aux 
températures élevées BaTiO, a un réseau cubi- 
que dont une maille est représentée sur la 
figure 61 (les atomes de Ba étant aux sommets, 
les atomes de O aux centres desfaces et les atomes 


de Ti aux centres des mailles). Lorsque l’on abaisse la température, 
pour une certaine valeur déterminée de cette dernière, les atomes de 
Ti et de O commencent à se déplacer par rapport aux atomes de Ba le 
long d’une des arêtes du cube. Il est évident que, dès que commence 
ce déplacement, la symétrie du réseau change immédiatement, de 
cubique elle devient tétragonale. 

Cet exemple est caractéristique, car le changement d’état du 
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corps se fait sans saut. La disposition des atomes dans le cristal ! 
change d’une manière continue. Cependant, un déplacement des 
atomes aussi petit que l’on voudra de leur position symétrique ini- 
tiale est suffisant pour un changement immédiat de la symétrie du 
réseau. Un tel passage d’une modification cristalline à l’autre est 
appelé fransition de phase de seconde espèce par opposition aux tran- 
sitions de phase ordinaires, que l’on appelle transitions de phase de 
premiére espèce ©. 

Ainsi, une transition de phase de seconde espèce est continue en 
ce sens que l’état du corps change d'une manière continue. Souli- 
gnons, cependant, que la symétrie au point de transition fait évidem- 
ment un saut et on peut indiquer à tout instant à laquelle des deux 
phases se rapporte le corps. Tandis qu’au point de transition de phase 
de première espèce le corps se trouve à l’équilibre dans deux états 
différents, au point de transition de seconde espèce les états des deux 
phases coïncident. 

En plus des cas où le changement de symétrie du corps est réa- 
lisé par suite du déplacement des atomes (dans l'exemple donné 
ci-dessus), le changement de symétrie lors de la transition de phase de 
seconde espèce peut être également lié au changement de l’ordre dans 
le cristal. Comme il a déjà été indiqué au $ 61, la notion d'ordre 
apparaît si le nombre de nœuds du réseau, dans lesquels peuvent se 
trouver les atomes d’un type donné, est supérieur au nombre d’ato- 
mes. Nous appellerons les places où se trouvent les atomes d’un type 
donné dans un cristal parfaitement ordonné, places « propres » par 
opposition aux places « impropres », qui sont celles des atomes lors- 
que le cristal se « désordonne ». Dans de nombreux cas qui sont jus- 
tement ceux qui nous intéressent, il se trouve que les nœuds propres 
et impropres sont géométriquement tout à fait semblables et ne dif- 
fèrent qu'en ce que les probabilités d’y trouver des atomes d’un type 
donné sont différentes %. Si maintenant ces probabilités s’égalisent 
(elles ne seront évidemment pas égales à l’unité), tous ces nœuds de- 
viendront équivalents, et par conséquent de nouveaux éléments de 
symétrie apparaîtront, c’est-à-dire que la symétrie du réseau aug- 
mentera. Nous appellerons un tel cristal désordonné. 


! Pour simplifier les raisonnements, nous parlons conventionnellement de 
la disposition des atomes et de la symétrie de cette disposition, comme si les 
atomes étaient immobiles. En réalité, il aurait fallu parler de la distribution des 
probabilités des diverses positions des atomes dans l'espace et de la symétrie de 
cette distribution. 

3 Les transitions de phase de seconde espèce sont également appelées points 
de Curie où points À. 

3 Remarquons que dans ce cas on peut toujours considérer que la probabilité 
de trouver l'atome dans son nœud propre est supérieure à celle de le trouver dans 
un nœud impropre, simplement parce que dans le cas contraire, on aurait pu 
appeler les nœuds propres impropres et inversement. 
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Voici un exemple. L’alliage complètement ordonné CuZn a un 
réseau cubique avec les atomes de Zn disposés, par exemple, aux 
sommets et les atomes de Cu aux centres de mailles cubiques (fig. 62,a: 
réseau de Bravais cubique simple). Lorsque l’ordre se rompt (lors de 
l'augmentation de la température) les atomes de Cu et de Zn inter- 
changent leurs places, c’est-à-dire que pour tous les nœuds la pro- 

babilité de trouver un atome des deux types 
est différente de zéro. Tant que les probabilités 
PDA de trouver un atome de Cu (ou de Zn) aux 
sommets et aux centres des mailles ne sont pas 

EA égales (un cristal pas tout à fait ordonné), ces 

nœuds restent non équivalents et le réseau 
US garde sa symétrie primitive. Mais dès que ces 

probabilités s’égalisent, ces nœuds deviennent 
équivalents, et la symétrie du cristal aug- 
mente—une nouvelle période de translation 
apparaît (du sommet au centre de la maille) et 
le réseau de Bravais du cristal devient à corps- 
centré (fig. 62, b). 

Pour caractériser quantitativement l’ordre 
on peut introduire le degré d'ordre n, en le 


Hé XZn définissant de telle sorte qu'il soit nul dans 
ne une phase non ordonnée, et qu’il soit différent 
Fig. 62 de zéro, soit positif soit négatif, dans des cris- 


taux d'ordre différent. Ainsi, dans l’exemple de 
CuZn cette grandeur peut être définie de la manière suivante 


WCu —Wzn 


vou +07 


où &eu et &yn sont les probabilités de trouver les atomes de Cu et de 
Zn dans un quelconque des nœuds donnés. 

Soulignons une fois de plus le fait important que la symétrie du 
cristal ne change (augmente) qu’au moment où n est exactement 
égal à zéro ; tout degré d'ordre, si petit soit-il, pourvu qu'il soit 
différent de zéro, conduit déjà à la symétrie dont est doué un cristal 
tout à fait ordonné. 

Si, lors de l’augmentation de la température, le degré d'ordre 
s'annule après un bond à partir d’une certaine valeur finie, la tran- 
sition d'un cristal ordonné à un cristal désordonné sera une transition 
de phase de première espèce. Si le degré d’ordre s’annule d'une ma- 
nière continue, sans saut, nous aurons une transition de phase de 
seconde espèce 1. 


1 En principe, des cas sont possibles où l'apparition de l’ordre ne conduit 
pas à un changement de symétrie du cristal. Dans ce cas une transition de phase 
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Nous n'avons parlé ci-dessus que de transitions entre les diffé- 
rentes modifications cristallines. Mais les transitions de phase de 
seconde espèce ne doivent pas obligatoirement être liées à un change- 
ment de symétrie de la disposition des atomes dans le réseau. La 
transformation mutuelle de deux phases, se distinguant par une autre 
propriété de symétrie peut également être réalisée au moyen d'une 
transition de phase de seconde espèce. Tels sont les points de Curie 
des corps ferromagnétiques (points de transformation des corps fer- 
romagnétiques en corps paramagnétiques) ; dans ce cas, nous avons 
à faire à un changement de symétrie de la disposition des moments 
magnétiques élémentaires dans le corps (plus exactement lorsque les 
courants j dans le corps disparaissent — voir note page 485). Le 
passage d’un métal à l’état supraconducteur est également une transi- 
tion de phase de seconde espèce (en l’absence de champ magnétique), 
même chose pour la transition de l’hélium liquide à l'état superflui- 
de. Dans ces deux cas, l’état du corps change d'une manière conti- 
nue, mais au point de transition le corps acquiert une propriété qua- 
litativement nouvelle. 

Comme les états des deux phases au point de transition de seconde 
espèce coïncident, il est évident que la symétrie du corps au point 
même de transition doit en tout cas contenir tous les éléments de 
symétrie des deux phases. Nous montrerons plus loin que la symétrie 
au point de transition coïncide avec la symétrie d’un même côté de ce 
point, c’est-à-dire avec la symétrie de l’une des phases. Ainsi, le 
changement de symétrie du corps lors d’une transition de phase de 
seconde espèce est doué de la propriété fort importante suivante : la 
symétrie de l’une des phases est plus élevée que la symétrie del’autre!. 
Soulignons que, lors d’une transition de phase de première espèce le 


de seconde espèce est impossible ; si même une transition d’un cristal ordonné à 
un cristal désordonné se produisait d’une manière continue, il n'y aurait de toute 
façon aucun saut dans la chaleur spécifique (voir ci-dessous) (une transition de 
phase de première espèce est évidemment également possible dans ce cas). 

D'après certains auteurs, les transitions de phase de seconde espèce sont liées 
à l'apparition dans le cristal de molécules tournantes (ou de radicaux). C'est 
une erreur, car au point de transilion de seconde espèce l'état du corps doit chan- 
ger d'une manière continue, il ne peut donc v avoir de changement brusque du 
caractère du mouvement. S'il s’agit d'une transition de phase liée à la rotation 
des molécules dans le cristal, la différence entre les deux phases doit être en ce 

ue dans la phase plus symétrique les probabilités des différentes orientations 
des molécules sont les mêmes, et dans la phase moins symétrique—différentes. 

1 Soulignons que nous appelons symétrie plus élevée celle qui comprend 
tous les éléments (rotation, réflexion et périodes de translation) de la symétrie 
plus basse, elle contient de plus de nouveaux éléments de symétrie. 

La condition requise est nécessaire mais non suffisante pour qu'il y ait 
transition de phase de seconde espèce ; nous verrons ci-dessuus que Îles change- 
ments de symétrie possibles lors d’une telle transition imposent d'autres limi- 
tations. 
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changement de la symétrie du corps n'est en rien limité, de telle sorte 
que les symétries des deux phases peuvent n'avoir rien de commun. 

Dans la majorité des cas de transitions de phase de seconde 
espèce la phase plus symétrique correspond à la température plus 
élevée, et la phase moins symétrique à la température plus basse. 
En particulier, une transition de seccnde espèce d'un état ordon- 
né à un état désordonné a toujours lieu lors d’une augmentation 
de température. Néanmoins, cette règle n’est pas une loi thermody- 
namique et admet donc des exceptions !. 

S'il n’y a pas de saut d'état au point de transition de seconde espè- 
ce, les fonctions thermodynamiques d'état du corps (son entropie, 
son énergie, son volume, etc.) restent continues lors du passage par 
ce point de transition. Ainsi, en particulier, au contraire des transi- 
tions de première espèce, les transitions de seconde espèce ne sont 
pas accompagnées d’émission ou d’absorption de chaleur. Nous al- 
lons cependant voir que les dérivées des grandeurs thermodynamiques 
mentionnées (c’est-à-dire de la chaleur spécifique, du coefficient de 
dilatation thermique, de la compressibilité, etc.) ont un saut au 
point de transition de seconde espèce. 

Il faut penser que du point de vue mathématique le point de 
transition de seconde espèce est un point singulier pour les grandeurs 
thermodynamiques, en particulier pour le potentiel thermodynamique 
© (on ne connaît pas à l’heure actuelle le caractère de cette singula- 
rité). A cette fin, rappelons préalablement (voir $ 83) que le point de 
transitions de première espèce n’est pas une singularité : c’est un 
point en lequel les potentiels thermodynamiques des deux phases 
O, (P, T) et ®, (P, T) sont égaux, chacune des fonctions ®, et ®, 
des deux côtés du point de transition correspondant à un certain état 
d'équilibre (peut-être métastable) du corps. Lors d’une transition de 
phase de seconde espèce le potentiel thermodynamique de chaque 
phase de l’autre côté du point de transition ne correspond pas à un 
état d'équilibre quelconque, c’est-à-dire à un minimum quelconque de 
© (nous verrons au paragraphe suivant que le potentiel thermodyna- 
mique de la phase plus symétrique de l'autre côté du point de transi- 
tion correspondrait même à un maximum de ©). 

Ceci entraîne l'impossibilité de surchauffage ou de sous-refroidis- 
sement lors des transitions de phase de seconde espèce (ce qui est 
possible dans les transitions de phase ordinaires). Dans ce cas, cha- 
cune des phases ne peut exister de l’autre côté du point de transi- 
tion (nous ne considérons pas évidemment le temps d’établissement 
de la distribution d'équilibre des atomes, qui peut être important 
dans les cristaux solides). 


1 Tel est, par exemple, le point de Curie inférieur du sel de Seignette au- 
dessous duquel le cristal se rapporte au système rhombique et au-dessus au sys- 
tème monoclinique. 
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Problème 


Soient c la concentration des atomes de l'un des composants d'une solu- 
tion solide binaire, et c, la concentration des places « propres » de ces atomes. 
Si c#co, le cristal ne peut être complètement ordonné. En supposant petite la 
différence c—c, et le cristal presque entièrement ordonné, déterminer la concen- 
tration À des atomes aux places « impropres », en l’exprimant en fonction de la 
valeur À, qu'elle aurait (à P et 7 données) pour c=c, (Wagner et Schottky, 1930). 

Solution. En ne considérant que les atomes d’un seul composant, 
introduisons la concentration À des atomes aux places impropres et la concentra- 
tion À’ des places propres que n'occupent pe les atomes propres (les concentra- 
tions se déterminent par rapport au nombre total de tous les atomes dans le 
cristal). 11 est évident que l'on a 

C—co=À—À. (1) 

Nous allons considérer tout le cristal comme une « solution » d'atomes se 
trouvant aux places impropres et de nœuds où il n’y a pas d'atome propre, les 
particules occupant leurs places propres jouant le rôle de « solvant ». On peut 
alors considérer le passage des atomes des places impropres aux places propres 
comme une « réaction chimique » entre les « substances dissoutes » (de concen- 


trations À et À’ faibles) avec formation de « solvant » (de concentration=1). 
En appliquant à cette réaction la loi d'action de masse, on obtient AÀ’=K, où K 
. dépend que de P et de 7. Pour c—c, on doit avoir À—4"5—4, ; ainsi K=A, 

once 
AM = A$. (2) 


(1) et (2) permettent de trouver les concentrations cherchées: 
=+ [e—co0+y/ te co +483] , 
,_ PRET 
À => [-c—c+ ec +43] : 


$ 138. Saut de chaleur spécifique ! 


Pour la description mathématique des transitions de phase de 
seconde espèce, introduisons une certaine grandeur n qui déterminera 
le degré avec lequel la disposition des atomes s’écarte, dans la phase 
moins symétrique, de la disposition dans la phase plus symétri- 
que ; la valeur n—0 correspond à cette dernière, dans la phase moins 
symétrique n prend des valeurs positives ou négatives différentes 
de zéro. Ainsi, pour les transitions liées au changement d'ordre 
dans le cristal, n peut être le degré d'ordre ; pour les transitions 
liées au déplacement des atomes (comme pour BaTiO,) ? n peut 
être la grandeur du déplacement, etc. 


1 La théorie donnée dans ce paragraphe et dans les paragraphes suivants 
appartient à L. Landau (1937). 

? Pour éviter tout malentendu, soulignons que dans le cas de BaTiO, le 
déplacement des atomes a un saut au point de transition, ce saut, quoique petit, 
est tout de même fini, de telle sorte que la transition est quand même de premièro 
espèce. 
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Pour plus de brièveté nous allons ci-dessous appeler la phase 
plus symétrique simplement phase symétrique, et la phase moins 
symétrique phase non symétrique. 

Considérant les grandeurs thermodynamiques du cristal, à écart 
donné à l'état symétrique (c’est-à-dire à n donnés), nous pouvons 
présenter le potentiel thermodynamique ® comme une fonction 
de P, T'et n. Il ne faut cependant pas oublier que dans la fonction 
©® (P,T, n) la variable n est, en un certain sens, différente des va- 
riables P et T ; la pression et la température peuvent être données 
d'une manière arbitraire, quant à la valeur réalisée de n, elle doit 
être elle-même déterminée par la condition d'équilibre thermique, 
c'est-à-dire par la condition de minimum de ® (à Pet T données). 

La continuité de la variation de l’état lors d'une transition de 
phase de seconde espèce s'exprime mathématiquement en ce que, 
au voisinage du point de transition, la grandeur n prend des valeurs 
aussi petites que l'on veut. Considérant le voisinage du point de 
transition, on développe ® (P, T, n) en série suivant les puissances 
de n: 


O(P,T,1)=0,+an+ An +Bn+Cnt+..., (138,1) 


où les coefficients &«, À, B, C, … sont des fonctions de P et de T. 

Cependant, il est indispensable de souligner qu'il n'est pas à 
l'avance évident que l’on puisse écrire un tel développement. Plus 
encore, puisque, comme nous l’avons déjà indiqué, le point de tran- 
sition de seconde espèce doit être un point singulier du potentiel 
thermodynamique, on peut s'attendre à ce qu’un tel développement 
ne puisse avoir lieu jusqu’à des termes d'ordre arbitraire, et que 
les coefficients du développement aient des singularités, car ce sont 
des fonctions de P et de T. L'étude complète du caractère de la sin- 
gularité du potentiel thermodynamique au point de transition pré- 
sente de grandes difficultés et n’a pas été effectuée jusqu’à l’heure 
actuelle. La théorie exposée ci-dessous suppose que la présence d’une 
singularité n'’influe pas sur les termes utilisés du développement. 
Avant qu’une théorie complète ne soit créée, il est difficile de dire 
quels sont ceux des résultats obtenus qui exigeront des changements, 
et en quelle mesure. 

On peut montrer (voir paragraphe suivant) que si les états avec 
n = 0et n = 0se distinguent par leur symétrie (ce que nous su ppo- 
sons), le terme du premier ordre dans le développement (138,1) est 
identiquement nul : « = 0. En ce qui concerne le coefficient À (P,T) 
dans le terme du second ordre, il est facile de voir qu'il doit être 
nul au point de transition même. En effet, dans la phase symétri- 
que la valeur n = 0 doit correspondre à un minimum de © ; pour 
cela il est évidemment indispensable que À >> 0. Au contraire, de 
l'autre côté du point de transition, dans la phase non symétrique, 
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des valeurs de n différentes de zéro correspondront à un état stable 
(c'est-à-dire à un minimum de O) ; ceci n’est possible que pour À << 0 
{sur la figure 63 on trouvera l'allure de la fonction O(n) pour A<O 
et pour À >> 6]. Comme À est positif d’un côté du point de transition 
et négatif de l’autre, il doit par consé- 

quent s’annuler en ce point : b 


A (P, T)=0, (138,2) 


où l'indice c désigne le point de transi- 
tion. 
Mais pour que le point de transition A>0 A<0 

soit lui-même stable, c’est-à-dire pour 

qu'également en ce point O® en fonction 

de n ait un minimum (pour n — 0), il est 

indispensable que le terme du troisième 

ordre s’annule, lui aussi, et le terme du 67 
quatrième ordre soit positif : Fig. 63 


B,(P, T)=0, C,(P, T)>0. (138,3) 


Comme le coefficient C est positif au point de transition, il l’est 
également à son voisinage. 

Deux cas sont possibles. Le terme du troisième ordre peut se 
trouver être identiquement nul par suite des propriétés de symétrie 
du cristal : B(P, T) = 0. Pour le point de transition il ne reste plus 
maintenant qu’une condition A(P, T) = 0, qui détermine Pet T 
l'un en fonction de l’autre. Ainsi, il y a (dans le plan P, T) touteune 
ligne de points de transitions de phase de seconde espèce !. 

Si B n'est pas identiquement nul, les points de transitions se 
déterminent par les deux équations : A(P, T) = 0, B(P, T) = 0. 
Dans ce cas, par conséquent, les points de transitions de phase con- 
tinues se trouvent être des points isolés. 

Le cas, où il y a toute une ligne de points de transitions continues, 
est évidemment le plus intéressant. Dans la suite, seuls de tels cas 
seront appelés transitions de phase de seconde espèce ; nous allons 
maintenant passer à leur étude *. Ainsi, nous allons supposer que 
B(P, T) = 0 de telle sorte que le développement du potentiel ther- 
modynamique prend la forme : 


O(P, T, n)=®,(?, T)+A(P, T)n+cC(P, T)nt +... (138,4) 


! L'absence dans le développement (138,1) de terme en n° est une conditiun 
nécessaire, mais non pas du tout suffisante, pour une transition de phase de 
seconde espèce (voir note page 528). 

2 On peut montrer [voir L. Landau. Phys. Zs. Sowjet 11, 545 
ol pus un liquide et un corps solide (cristal) une transition de phase 

e seconde espèce n'esl pas possible, ne serait-ce que par suite de la présence d’un 
terme du troisième ordre dans le développement du potentiel thermodynamique. 
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Ici C > 0 et pour ce qui est de À, on a À >> 0 dans la phase symé- 
trique et À << 0 dans la phase non symétrique ; les points de transi- 
tion se déterminent par l'équation A(P, T) = 0. 

Si l’on considère une transition à pression donnée, au voisinage 
du point de transition (dont la température sera désignée par 7°) on 
peut écrire 

A(T)=a(T —T.), (138,5) 
où a = ba est une constante. Quant au coefficient C(7), on 
peut simplement le supposer égal à la constante C(T ,). 

La valeur de n en fonction de la température au voisinage du 
point de transition dans la phase non symétrique se détermine par la 
condition de minimum de ® comme fonction de n. En égalant à zéro 


la dérivée + on obtient : n (A + 2Cn°) = 0, d'où 
—T) (138,6) 


(quant à la solution n = 0, elle correspond à la phase symétrique). 

Déterminons maintenant l’entropie du corps au voisinage du 
point de transition. En négligeant les puissances élevées de n ontire 
de (138,4) : 


Cu) A 
S=— 7 So 57 1 
où S, = + (le terme contenant la dérivée de n par rapport à la 
température disparaît, car F0). Dans la phase symétrique n = 0 
et S = S,; par contre, dans la phase non symétrique, n° — 2 , 
ainsi : 

A ÔA a? 

S=So+ 357 So +3 —T.). (138,7) 


Au point même de transition cette expression se réduit à S,, de telle 
sorte que l’entropie reste, comme il se devait, continue. 


Enfin, déterminons la chaleur spécifique CT), des deux 


phases au point de transition. Pour la phase non symétrique, en déri- 
vant (138,7) on a : 
aT, 


C,=Co+S: (138,8) 


Par contre, pour la phase symétrique S = S,, donc €, = Co- 
Ainsi, nous arrivons à la conclusion qu’au point de transition de 
phase de seconde espèce la chaleur spécifique fait un saut. Comme 


: Fe Il faut noter que pour À <0 la valeur n=—0 correspondrait à un maximum 
e ©. 


SAUT DE CHALEUR SPÉCIFIQUE 521 


C>0, au point de transition ©, > C. c’est-à-dire que la chaleur 
spécifique croît lors de la transition de la phase symétrique à la 
phase non symétrique. 

En plus de C, les autres grandeurs telles que C,,, le coefficient de 
dilatation thermique, la compressibilité, etc., font également un 
saut. Il n'est pas difficile d'exprimer ces sauts les uns en fonction 
des autres. Nous partons du fait que le volume et l’entropie au point de 
transition sont continus, c’est-à-dire que leurs sauts AV et AS sont 
nuls : 

AV =0, AS—0. 


Prenons la dérivée de ces égalités par rapport à la température le 
long de la courbe des points de transition, c'est-à-dire en considé- 
rant la pression comme une fonction de la température déterminée 
par cette courbe. Ceci donne : 


A (or)e+ar à (or)r 0 


AC, dPA(W\ _o (He) 
TT  aT (Tr), 
CR EE ae Ces deux égalités lient les saut int d 
car ()r=—| 3 )e |: x égalités lie s sau{s au point de 


transition de phase de seconde espèce de la chaleur spécifique C,, 
du coefficient de dilatation thermique et de la compressibilité 
(W. Keesom, P. Ehrenfest, 1933). 

En dérivant les égalités AS = 0 et AP = 0 le long des courbes 
des points de transition (la pression ne changeant évidemment pas 
durant la transition), mais en prenant en qualité de variables in- 
dépendantes la température et le volume, on trouve 


A (+94 (F),=0 
AC 


re + à (or), 0. 


(138,10) 


Les égalités (138,9) et (138,10) permettent de trouver les sauts des 


: /8P ous ; À | 
grandeurs Co C;,; (or) (Tr) exprimés en fonction du saut de Ja 
A 


grandeur (3) se 


Area (he 40e T7) A (or) 
{ 
7 


| 138, 
han AC, =T(% ane 
T 


17 M 1641 
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Soulignons que les sauts de la chaleur spécifique C, et de la 


compressibilité — \ sont, comme le montrent les formules obte- 


d 
(& 
nues, de mème signe. Par suite des propriétés du saut de la chaleur 
spécifique, la compressibilité décroît par sauts lors de la transition 
d’une phase non symétrique à une phase symétrique. 

La théorie thermodynamique exposée (avec la condition posée 
au début de ce paragraphe) donne le caractère des variations des 
grandeurs thermodynamiques lors d’une transition continue entre 
les phases de symétrie différente. Nous voyons que les dérivées 
premières des grandeurs telles que l’entropie, le volume, etc., doivent 
faire un saut !. 


Problème 


Trouver la relation existant entre les sauts de la chaleur spécifique et de la 
chaleur de dissolution lors d’une transition de phase de seconde espèce dans une 
solution (7. Lifchitz, 1950). 

Solution. La chaleur de dissolution rapportée à une molécule de la 
substance dissoute se détermine comme 


=" 


n o° 


où W est la fonction thermique de la solution, et w, la fonction thermique rap- 


portée à une particule de la substance dissoute pure. Puisque #ç n’a rien à voir 
avec la transition de phase dans la solution, pour le saut de g on a : 


oaw à 00 02O 


(nous avons ici tenu compte du fait que le potentiel chimique u°—0®/0n est 
continu lors de la transition).D'un autre côté, en dérivant l'équation A(8D/9T)=0 
(continuité de l'entropie) le long de la courbe donnant la température de transi- 
tion en fonction de la concentration € (à pression constante), on trouve 


dTo, 82D  ,,, 9 
de Sort NA or 
D'où la relation cherchée 
dTo 
N Ag= Ps AC, 


Remarquons que pour trouver cette relation nous n'avons en rien restreint le 
degré de concentration de la solution. 


! De sorte que l'étude des transitions, où seules les dérivées d'ordre plus éle- 
vé auraient des sauts, n’a aucun sens. 
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$ 139. Changement de symétrie lors d’une transition de phase 
de seconde espèce 


Dans la théorie exposée au paragraphe précédent nous avons 
considéré une transition de phase de seconde espèce avec un chan- 
gement déterminé de symétrie du corps, supposant à l’avance qu'une 
telle transition est possible. Cette théorie ne permet cependant pas 
de savoir si le changement de symétrie considéré peut se produire 
réellement par suite d’une transition de phase de seconde espèce. 
Nous donnons dans ce paragraphe une autre théorie où le problème 
est posé d’une manière différente : on se donne la symétrie du corps 
au point de transition mème et il s’agit de trouver quelle peut être 
la symétrie des deux côtés de ce point. 

Plus précisément nous allons parler de transitions de phase liées 
à un changement de structure du réseau cristallin, c'est-à-dire à un 
changement de symétrie de disposition des atomes dans le réseau. 
Soit p (x, y, :) la « fonction de densité » (introduite au $ 128) déter- 
minant la distribution des probabilités des différentes positions des 
atomes dans le cristal. La symétrie du réseau cristallin est l’ensemble 
(groupe) de ces transformations des coordonnées, laissant la fonction 
p (x, y, z) invariante. Il est évident que nous supposons ici la symé- 
trie du réseau totale, comprenant tant les rotations et les réflexions, 
que l’ensemble infini (discret) de toutes les translations ; en d’autres 
termes, il est question de l’un des 230 groupes spatiaux. 

Soit G, le groupe de symétrie du cristal au point de transition. 
En théorie des groupes, une fonction arbitraire p (x, y, z) peut se 
représenter sous la forme d’une combinaison linéaire de certaines 
fonctions @;, @», …, ayant la propriété de se transformer les unes 
en les autres lors de toutes les transformations du groupe donné. 
Dans le cas général le nombre de ces fonctions est égal au nombre 
d'éléments du groupe, mais pour une symétrie donnée de la fonction 
développée p le nombre de fonctions ; peut être moindre. 

Compte tenu de ce qui vient d'être dit, écrivons la fonction de 
densité du cristal p (x, y, z) sous la forme de la somme 


p=Zcipr 


où les fonctions @; se transforment mutuellement lors de toutes les 
transformations du groupe G,. Les matrices de ces transformations 
réalisent une certaine représentation du groupe G,. Le choix des 
fonctions ; n'est pas univoque ; on peut évidemment les remplacer 
par leurs combinaisons linéaires quelconques. On sait que l’on peut 
toujours choisir les fonctions æ; de telle sorte qu'elles se décomposent 
en une série d’ensembles contenant, autant que possible, un nombre 
petit de fonctions, les fonctions entrant dans la composition de cha. 
17e 
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cun de ces ensembles ne se transforment que les unes en les autres, 
lors de toutes les transformations du groupe (,. Les matrices des 
transformations des fonctions entrant dans chacun de ces ensembles 
sont des représentations irréductibles du groupe (,, ces fonctions 
étant la base de ces représentations. On peut ainsi écrire 


pepe (139,1) 


n étant le numéro d'ordre de la représentation irréductible, et à 
le numéro d'ordre de la fonction dans sa base. Dans la suite, nous 
allons supposer que les fonctions g? sont normées d’une certaine 
façon. 

Parmi les fonctions q}” il en est toujours une qui est par elle- 
même invariante par rapport à toutes les transformations du groupe 
G, (elle réalise la représentation identique du groupe). En d’autres 
termes, cette fonction (que nous désignerons par p,) est douée de la 
symétrie G,. En désignant par ôp le reste de p on peut écrire : 


p=Ppo+ôp, => Xc"p, (139,2) 


la représentation identique est alors exclue de la sommation (ce qui 
est indiqué par un accent sur le signe somme). La fonction ôp est de 
symétrie inférieure à la symétrie G,, car même si ôp reste invariante 
lors de certaines transformations de ce groupe, elle ne le reste pas 
pour toutes les transformations du groupe. Remarquons que la symé- 
trie G de la fonction p (coïncidant évidemment avec la symétrie de 
ôp }) était dès le début supposée inférieure à 6, ; dans le cas contraire 
la somme (139,1) se réduirait à un seul terme — la fonction p réa- 
lisant une représentation identique. 

Certaines des représentations irréductibles du groupe spatial 
peuvent être complexes (c'est-à-dire que lors des transformations 
du groupe les fonctions de base se transforment en une combinaison 
linéaire à coefficients complexes). À toute représentation de ce genre 
correspond la représentation imaginaire conjuguée (réalisée par des 
fonctions imaginaires conjuguées). Comme la densité physique ôp 
doit être réelle et le rester lors de toutes les transformations, il est 
évident que deux représentations irréductibles imaginaires conju- 
guées doivent être physiquement considérées comme une seule, mais 
de dimension double (nombre de fonctions de base). La densité ôp 
doit alors être une combinaison linéaire réelle de toutes ces fonctions 
imaginaires conjuguées. Dans ce qui suit ceci est supposé réalisé et 
les fonctions q sont choisies réelles !. 


1 Le mode de construction des représentations irréductibles des groupes 
spatiaux a élé exposé au $ 136. Lu remarque qui vient d'être faite signifie que 
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Le potentiel thermodynamique ® d'un cristal dont la fonction 
de densité est p conformément à (139,2) est une fonction de la tempé- 
rature, de la pression et des coefficients c? let dépend évidemment de 


l'allure des fonctions q?]. Les valeurs de c? réalisées réellement. 
comme des fonctions de P et de T, se déterminent thermodynami- 
quement à partir des conditions d'équilibre, c’est-à-dire des condi- 
tions rendant ® minimal. Ainsi sera également déterminée la symé- 
trie 6 du cristal, car il est évident que la symétrie de la fonction 
(139,2) avec les fonctions æ* dont les lois de transformations sont. 
connues, se détermine par les valeurs des coefficients dans la combi- 
naison linéaire de ces derniers. 

Pour qu’au point de transition le cristal ait la symétrie G,. 
il est indispensable qu’en ce point les grandeurs c% s’annulent. 
c'est-à-dire que l’on ait ôp = 0, p = p,. Comme le changement 
d’état du cristal, lors d’une transition de phase de seconde espèce, 
est continu, Ôp doit passer par zéro au point de transition d’une ma- 


nière continue et non par suite d’un saut, c’est-à-dire que les coeffi- 


cients c? doivent s’annuler en prenant au voisinage du point de 


transition des valeurs aussi petites que l’on veut. Développons ainsi 
le potentiel O (P, T, cc) au voisinage du point de transition en série 
suivant les puissances de c‘?. 

Remarquons préalablement que puisque lors des transformations 
du groupe 5, les fonctions g® se transforment les unes en les autres 
(dans la base de chaque représentation irréductible), on peut repré- 
senter ces transformations de telle sorte que semblent se transformer 


(suivant la même loi) non les fonctions qg'? mais les coefficients c‘?”. 
Comme le potentiel thermodynamique du corps ne peut évidemment 
pas dépendre du choix du système de coordonnées, il doit être inva- 
riant par rapport à toute transformation du système de coordonnées, 
en particulier par rapport aux transformations du groupe G,. Ainsi, 


le développement de ® suivant les puissances de «‘?” ne doit conte- 
nir, dans chaque terme, qu’une combinaison invariante des gran- 


deurs cf?” de la puissance correspondante. 

Des grandeurs se transformant conformément à une représenta- 
tion irréductible (non identique) du groupe ne permettent pas de 
former un invariant linéaire ?. 1] n’existe qu’un seul invariant du 


pour obtenir des représentations « physiquement irréductibles s (réelles), il 
faut inclure dans l'étoile k, en plus de chacun des vecteurs k, également le vec- 
teur — k. En d'autres termes, pour obtenir toute l'étoile nécessaire k, il faut 
appliquer à un certain k initial tous les éléments de la classe cristalline, complétés’ 
par un centre de symétrie, si celui-ci ne figurait pas dans la classe donnée. 

1 L'’inverse significrait que la représentation donnée contient une repré- 
sentation identique, c’est-à-dire que la représentation est réductible. 
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second ordre pour toute représentation, c’est une forme quadratique 


de c‘?”, que l’on peut toujours réduire à une somme de carrés. 
Ainsi, le développement de ® a ja forme 


D=D, +2 4AmEc{?, (139,3) 
n Î 


où À) sont des fonctions de P et de T. 
Au point de transition, le cristal doit avoir la symétrie G,, 
c'est-à-dire qu’à l'équilibre doivent correspondre les valeurs des 


grandeurs c{”” = 0. Il est évident que ® ne doit avoir un minimum pour 


tout c{”=0 que si tous les 4!" ne sont pas négatifs. 

Si au point de transition tous les 40, ils seraient positifs 
également au voisinage du point de transition, c'est-à-dire que l’on 
aurait tout le temps c{"”—0, et il ne se produirait aucun changement 
de symétrie. Pour que des c‘?” différents de zéro apparaissent, c'est- 
à-dire pour que la symétrie du corps change, il est indispensable que 
l’un des coefficients A” change de signe ; par conséquent, au point 
de transition ce coefficient doit s’annuler !. [Deux coefficients À!” 
ne peuvent être simultanément nuls qu’en un point isolé du plan 
P, T. Un tel point se trouve être l'intersection de plusieurs lignes de 
transition de seconde espèce.] 

Ainsi, d’un côté du point de transition tous les 4° sont 
positifs, et de l’autre, l’un des coefficients 4” est négatif. Par con- 
séquent, d’un côté du point de transition tous les c{”” sont toujours 


nuls, et de l’autre apparaissent des c{"? différents de zéro. 


1 En toute rigueur, on doit formuler cette condition plus exactement de 
la manière suivante. Les coefficients À (” dépendent évidemment de l'allure des 


fonctions q{"), ce sont leurs fonctionnels quadratiques dépendant de P et de T 
comme de paramètres. D'un côté au point de transition tous ces fonctionnels 
At) {çf") ; P, T } sont essentiellement positifs. Le point de transition se déter- 
mine comme le point en lequel (au fur et à mesure de l'augmentation de P ou de 
T) l'un des 4” peut s’annuler : 

AM {QN; P, T}>0. 


L'égalité à zéro correspond à un ensemble bien déterminé de fonctions gf”, qui, 
en principe, peuvent être déterminées par la solution du problème variationnel 
correspondant. Ce seront celles des fonctions gt qui déterminent la variation 


ôp apparue au point de transition. En les substituant dans A" {q{" ; P, T} 


ou obtient simplement la fonction A" (P, T) pour laquelle, au point de tran- 
sition, la condition A(n) (P, T)=0 se trouve réalisée. Après quoi les fonctions 


.g{” peuvent être considérées comme données, ce que l’on suppose partout ulté- 
rieurement (si l'on avait tenu compte des variations de gf" en fonction de P 


et de T, on aurait obtenu des termes correctifs d'ordre plus élevé que ceux qui 
uous intéressent ici). 


CHANGEMENT DE SYMÉTRIE LORS D'UNE TRANSITION DE PHASE 597 


En d'autres termes, nous arrivons au résullat que d'un côté du 
point de transition, le cristal a une symétrie plus élevée 6, se conser- 
vant au point de transition même ; par contre, de l’autre côté du 
point de transition, la symétrie diminue, de tellesorte que le groupe 
6 est un sous-groupe du groupe G,. 

Lorsque l'un des 4‘ change de signe, des c{” différents de zéro 
apparaissent se rapportant à la représentation n correspondante. 
Ainsi, un cristal de symétrie G, se transforme en un cristal de den- 
sité p = p, + Ôp, où 


ôp — > ciriqin) (139,4) 


est une combinaison linéaire des fonctions qui ne sont la base que 
d’une représentation (quelconque mais non identique) irréductible 
du groupe %,. Nous allons ainsi omettre l’indice n indiquant le 
numéro de la représentation, sous-entendant toujours justement celle 
qui apparaît lors de la transition considérée. 

Introduisons les désignations 


= Dci Ci =; (139,5) 


(de telle sorte que > vi = 1) et écrivons le développement de O sous 


la forme 
D=@(P, T)+nt4(P, T+n ZB.(P, T)fé (v)+ 
+ntZC(P, T}fx (v)+... (189,6) 


où f@, 5) .… sont des invariants du troisième, du quatrième, etc. 


ordre, composés des grandeurs y, ; dans les sommes suivant @ il y 
a autant de termes que l’on peut composer d'invariants indépendants 
de l’ordre correspondant à partir de y;. Dans ce développement du 
potentiel thermodynamique, le coefficient À doit s’annuler au point 
de transition. Pour que le point de transition soit un état stable 
(c'est-à-dire que ® ait un minimum en ce point pour c; = O), il 
faut que les termes du troisième ordre s’annulent, quant aux termes 
du quatrième ordre, ils doivent être essentiellement. positifs. Comme 
nous l'avons déjà indiqué au paragraphe précédent, la ligne (dans le 
plan P, T) des transitions de phase de seconde espèce ne peut. exister 
que si les termes du troisième ordre sont identiquement nuls dans le 
développement de O. Cette condition se formule maintenant comme 
l'impossibilité de composer des invariants du troisième ordre à par- 
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tir des grandeurs c; se transformant conformément à une représen- 
tation irréductible du groupe G, 1. 

Supposant que cette condition est réalisée, écrivons le développe- 
ment aux termes du quatrième ordre près sous la forme : 


D=D,+A(P, T)ni+nZC.(P, T)fé(v). (139,7) 


Comme le terme du second ordre ne contient pas y;, ces grandeurs 
se déterminent simplement à partir de la condition de minimum des 
termes du quatrième ordre, c'est-à-dire du coefficient de n* dans 
(139,7) ©. Désignant simplement par C (P, T) la valeur minimale de 
ce coefficient (conformément à ce qui a été dit ci-dessus, elle doit 
être positive), revenons au développement de O sous la forme (138,4), 
la grandeur n se déterminera à partir de la condition de minimum de 
©O en fonction seulement de n, tout comme au paragraphe précédent. 
Les valeurs ainsi trouvées des grandeurs y, déterminent la symétrie 


de la fonction _ 
ôp=nY ve; (139,8) 


c'est-à-dire la symétrie G du cristal apparaissant lors d’une transi- 
tion de phase de seconde espèce d’un cristal de symétrie 6, %. 
Cependant, les conditions obtenues ne sont pas par elles-mêmes 
suffisantes pour que la transition de phase de seconde espèce puisse 
avoir lieu. Si l’on se réfère aux propriétés de classification des re- 
présentations des groupes spatiaux, nous voyons apparaître une con- 
dition importante (que nous avons jusqu’à présent spécialement 
laissée de côté) *. Nous avons vu au $ 136 que ces représentations 


1 En langage de l1 théorie des représentations ceci veut dire que le cube 
symétrique [1%] de la représentation donnée F ne doit pas contenir la repré- 
sentation identique. 

2 11 peut se trouver qu'il n'y ait qu'un invariant du quatrième ordre (Dc?)?— 
=1*. Dans ce cas, le terme du quatrième ordre ne dépend pas de grandeurs 
v; et pour déterminer ces dernières il faut se référer aux termes d'ordre plus élevé. 

# Dans le paragraphe précédent nous avons considéré une transition à chan- 
Les de symétrie donné. Conformément aux notions introduites ici, on peut 

ire que nous avons supposé à l'avance les grandeurs }; comme ayant des va- 
leurs données (de telle sorte que la fonction ôp avait une symétrie donnée).Lors- 
que le problème est posé ainsi, l'absence de terme du troisième ordre [dans le 
développement (138,4)] ne pourrait être une condition suffisante pour assurer 
l'existence de lignes des points de transitions de seconde espèce, car elle n'ex- 
clue pas la possibilité de la présence de termes du troisième ordre dans le dé- 
veloppement suivant plusieurs c; (si la représentation irréductible donnée n'est 

as à une dimensivn). Ainsi, par exemple, s’il y a trois valeurs de c; et que le pro- 

uit Y1 Y2Ys est invariant, le développement de © contient un terme du troisiéme 
ordre, par contre, pour une symétrie donnée de la fonction ôp exigeant que un 
ou deux des y, soient nuls, ce terme s’annule. 

4 Les résultats exposés dans ce paragraphe, ainsi que les exemples appar- 
tiennent à E. Lifchitz (1941). Pour les exemples suivants voir Journ. phys. 
U.R.S.S., 11, 255, 269 (1941). 
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se classent non seulement suivant un indice discret (par exemple, le 
numéro de la petite représentation), mais également suivant les va- 
leurs du paramètre k prenant une série continue de valeurs. Donc les 
coefficients 4” de (139,3) doivent dépendre non seulement du 
numéro discret nr, mais également d’une variable continue k. 

Supposons que la transition de phase est liée au fait que le 
coefficient À‘ (k) (en fonction de P et de T) avec un numéro n 
et une valeur k — k, donnés s’annule. Pour que la transition puisse 
effectivement avoir lieu, il est indispensable cependant que 4'” en 
fonction de k ait un minimum pour k = k, (donc également pour 
tous les vecteurs de l'étoile k,), c'est-à-dire que le développement de 
A‘9(k) suivant les puissances de k — k, au voisinage de k, ne doit 
pas contenir de termes linéaires. Dans le cas contraire, certains des 
coefficients AÀ‘°(k) s’annuleront avant A("(k,), et la transition du 
type considéré ne pourra avoir lieu. On peut formuler cette condition 
plus aisément en partant des considérations suivantes. 

La valeur de k, détermine la symétrie de translation de la fonc- 
tion ;, et par là même de la fonction ôp (139,8), c'est-à-dire qu'elle 
détermine la périodicité du réseau de la nouvelle phase. Cette struc- 
ture doit être stable par rapport aux structures correspondant à 
des valeurs de k voisines de k,. Mais la structure avec k = k, + x 
(où x est petit) diffère de la structure avec k = k, par une « modu- 
lation » d'espace de la périodicité de cette dernière, c’est-à-dire qu’ap- 
paraît une non-uniformité à des distances (—1/x) grandes par rap- 
port aux périodes (dimensions des mailles) du réseau. Une telle 
non-uniformité peut être décrite macroscopiquement, en considérant 
les coefficients c; comme des fonctions des coordonnées variant len- 
tement (à l’opposé des fonctions ; qui oscillent pour des distances 
interatomiques). Nous arrivons ainsi à la condition de stabilité des 
états du cristal lorsque son uniformité macroscopique est rompue. 

Lorsque les grandeurs c; ne sont pas constantes dans l’espace, la 
densité du potentiel thermodynamique du cristal dépendra non seule- 
ment des c; eux-mêmes, mais également de leurs dérivées par rapport 
aux coordonnées (en première approximation des dérivées premières). 
Par conséquent, au voisinage du point de transition il faut dévelop- 
per ® (pour l’unité de volume) tant suivant les puissances de c;, 
que suivant celles de leurs gradients y c;. Pour que le potentiel 
thermodynamique (de tout le cristal) puisse être minimal pour des 
c; constants, il est indispensable que dans ce développement les 
termes du premier ordre par rapport au gradient soient identiquement 
nuls (quant aux termes quadratiques par rapport aux dérivées, ils 
doivent être essentiellement positifs ; ceci n’impose cependant aucune 
limitation pour c;, car la forme quadratique existe pour c; se trans- 
formant conformément à l’une quelconque des représentations irré- 
ductibles). 
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Parmi les termes linéaires par rapport aux dérivées, seuls peu- 
vent nous intéresser ceux qui sont simplement proportionnels à 


ôc; êcy , 
ES Dr. Les termes d'ordre plus 


élevé sont de toute évidence insignifiants. Le potentiel thermodyna- 
mique de tout le cristal, c’est-à-dire l’intégrale fo dV sur tout le 


volume, est minimal. Mais lors de l'intégration toutes les dérivées 
totales dans © donnent une constante sans importance pour la dé- 
termination du minimum. Ainsi, on peut laisser de côté tous les 
termes dans O, qui sont simplement proportionnels aux dérivées 


de c;. Parmi les termes contenant les produits c; 2e, .. on peut omet- 


.…, et ceux qui contiennent c; 


tre toutes les combinaisons symétriques 
êc dcy Q 
Cho Tige gx Chr 
en ne laissant que les parties antisymétriques 


ôc; dc 

Cx 7e — Ci Ed ee 

Dans le développement de ® ne peuvent figurer que des combinaisons 
linéaires invariantes des grandeurs (139,9). Ainsi, l'absence de tels 
invariants est la condition rendant possible la transition de phase. 
Les composantes des gradients yc; se transforment comme les 
produits des composantes d’un vecteur et des grandeurs c;. Ainsi, 
les différences (139,9) se transforment comme les produits des compo- 
santes d’un vecteur par les produits antisymétriques des grandeurs 
c;. Par conséquent, il y a équivalence entre la condition d’impossi- 
bilité de composer un scalaire linéaire à partir des grandeurs (139,9) 
et celle d’impossibilité de composer des produits antisymétriques 


Li = PP — Phi (139,10) 
de combinaisons se transformant comme les composantes d'un vec- 
teur (ici p,, ; sont les mêmes fonctions de la base de la représentation 
irréductible donnée que nous présentons comme prises en deux points 
différents zx, y, zet x’, y’,2’, ceci afin que cette différence ne soit pas 
identiquement nulle) !. En dotant les fonctions de la base de la 
représentation de deux indices kœ (comme au $ 136), on écrit la dif- 
férence (139,10) sous la forme 


Xka, k°8 = PraP'k"8 — P'kaPr’p, (139,11) 
où k, k’, .… sont les vecteurs d'une même étoile. 


(139,9) 


1 En langage de la théorie des représentations on peut dire que le carré 
antisymétrique {T2} de la représentation donnée T ne doit pas contenir de re- 
présentation irréductible suivant laquelle se transforment les composantes d'un 
vecteur. 
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Supposons que le vecteur k occupe la position la plus générale 
et n’a aucune symétrie propre. L'étoile k contient, d’après le nombre 
d'éléments de rotation du groupe, n vecteurs (ou 2», si le groupe 
spatial ne contient pas d’inversion) ; en plus de chacun des K il y a 
un vecteur différent —k. La représentation irréductible correspon- 
dante est réalisée par autant de fonctions gx (une pour chaque k, 
ainsi on omet l'indice a). 

Les grandeurs 


An. =k = Du Pau — Pau (139,12) 


sont invariantes par rapport aux translations. Lorsque l’on applique 
les éléments de rotation, ces n (ou 2n) grandeurs se transforment les 
unes en les autres, réalisant une représentation du groupe ponctuel 
correspondant (de la classe cristalline) dont la dimension est égale 
à l'ordre du groupe. Mais une telle représentation (régulière) contient 
toutes les représentations irréductibles du groupe, y compris celles 
qui transforment les composantes d'un vecteur. 

Des considérations analogues montrent qu’il est possible de com- 
poser un vecteur à partir des grandeurs Xze,_x8 même dans le cas 
où le groupe du vecteur k contient un axe de symétrie et des plans 
de symétrie passant par cet axe. 

Ces considérations deviennent cependant inapplicables si le grou- 
pe du vecteur k contient des axes s’intersectant ou intersectant des 
plans de symétrie ou une inversion (on dit que de tels groupes con- 
tiennent un point central). Dans chacun de ces cas, il faut faire 
une étude spéciale pour voir s’il est possible de composer un vecteur 
à partir des grandeurs (139,11). En particulier, un tel vecteur ne 
peut, de toute évidence, être composé si le groupe k contient une 
inversion (de sorte que k et —k sont équivalents), à chaque k dans 
l'étoile ne correspond qu’une fonction q,: dans ce cas, il n'existe 
pas de Xix”, qui seraient invariants par rapport aux translations, ce 
qui devrait avoir lieu pour les composantes d’un vecteur. 

Ainsi, la condition formulée restreint notablement les variations 
possibles de symétrie lors des transitions de phase de seconde espèce. 
Parmi l’infinité des diverses représentations irréductibles possibles 
du groupe G,, il ne faut en considérer qu'un nombre relativement 
petit pour lesquelles le groupe du vecteur k a un point central. 

Evidemment, seuls les vecteurs k/21 qui occupent une place 
privilégiée dans le réseau réciproque peuvent être dotés d’une telle 
symétrie propre ; leurs composantes sont égales à des petites portions 
(1/2, 1/3, 1/4) des périodes de base du réseau réciproque. Ceci veut 
dire que la variation de la symétrie de translation du cristal (c’est- 
à-dire de son réseau de Bravais) lors d'une transition de phase de se- 
conde espèce ne peut être qu’une augmentation d'un petit nombre de 
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fois de l’une des périodes de base. On peut voir que dans la majorité 
des cas la variation possible du réseau de Bravais consiste à doubler 
les périodes. De plus, dans les réseaux corps-centré (rhombique, té- 
tragonal, cubique) et dans le réseau cubique à faces centrées certai- 
nes périodes peuvent être quadruplées, et dans un réseau hexagonal — 
triplées. Le volume d’une maille élémentaire peut être doublé, qua- 
druplé, octuplé : dans un réseau cubique à faces centrévs, il peut se 
trouver que les périodes soient augmentées de 16 et 32 fois, et dans 
un réseau hexagonal triplé et sextuplé !. 

Il est évident que des transitions sans changement du réseau 
de Bravais sont possibles (des représentations irréductibles avec 
k=0 correspondent à ces transitions). Le changement de symétrie 
est alors une diminution du nombre d'éléments de rotation, c’est- 
à-dire que la classe cristalline change *. 

Notons le théorème général suivant : une transition de phase de 
seconde espèce peut exister pour tout changement de structure lié 
au fait que le nombre de transformatiuns de symétrie est deux fois 
moindre (un tel changement peut avoir lieu soit par doublement 
des mailles élémentaires, la classe cristalline restant inchangée, 
soit par un nombre de rotations et de réflexions deux fois moindre, 
la maille élémentaire restant inchangée). La démonstration est ba- 
sée sur le fait que si le groupe 6, a un sous-groupe 6 d’ordre deux 
fois moindre, parmi les représentations irréductibles de 6, il y en 
a au moins une qui est unidimensionnelle, réalisée par une fonction 
invariante par rapport à toutes les transformations du sous-groupe G 
et changeant de signe lors de toutes les autres transformations du 
groupe G,. Il est évident que dans ce cas. les invariants d'ordre impair 
sont absents, et à partir d’une seule fonction on ne peut en général 
pas composer des grandeurs du type (139,11). 

11 semble également que le théorème suivant soit vrai : les tran- 
sitions de phase de seconde espèce ne peuvent exister pour des change- 


1 Un cas très original peut avoir lieu (comme l'a indiqué 7. Dzialochinski) 
pour des transitions liées au changement de la structure magnétique. Il peut ici 
y avoir des raisous physiques pour que le cuefficient dans le développement de O 
dans l'invariant compose à partir des grandeurs (139,9) cu existe) se trouve 
être anomalement petit.Ceci conduit à ce que la transition de phase soit possible, 
mais conduit non pas à un état décrit par un certain vecteur k, (satisfaisant aux 
conditions posées ci-dessus), mais à un état de vecteur k,+ x, où la petite gran- 
deur x est Héterminée par l'équilibre entre les termes du développement de © du 
premier et du second ordre par rapport aux dérivées. La structure à peite échelle 
qui apparaît (à des distances de l'ordre des distances atomiques) ne diffère pas de 
celle qui correspond au vecteur k, (c'est-à dire queue correspond à un change- 
ment des périodes du réseau d’un petit nombre de fois). A cette structure se su- 
perpuse une « superstructure » représentant des « battements » dans La structure 
de base de période (—1/x bien supérieure aux distances interatomiques. 

3 De tels cas sont possibles — voir V. [nude n bo m, Cristallographie, 5, 
115 (1960). 
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ments de structure liés à une diminution du nombre de transforma- 
tions de symétrie de trois fois (par suite de la présence de termes du 
troisième ordre dans le développement de ®). 

Enfin, pour illustrer les applications de la théorie générale expo- 
sée, considérons l’apparition de l’ordre dans les alliages, qui, dans 
un état désordonné, ont un réseau cubique corps-centré, les atomes se 
trouvant aux sommets et aux centres de mailles cubiques (comme sur 
la figure 62, b) !. 11 s’agit de déterminer les divers ordres possibles 
(c'est-à-dire la superstructure), qui peuvent apparaître dans un 
tel réseau lors d’une transition de phase de seconde espèce. 

Pour un réseau cubique corps-centré, le réseau réciproque est 
cubique à faces centrées. Choisissons une arête d’une maille cubique 
du réseau direct pour unité de longueur. L'arête de la maille 
cubique du réseau réciproque est alors égale à 1/2. Les vecteurs k/2n 
suivants du réseau réciproque ont des groupes de symétrie propre 
avec un point central : 


(a) (0 0 O), 0, 


@) (3 3 2): Ou 
(57) (ra): Ta (139,13) 
@(0zz) (50 +) (+0). 

(032), (x04) (470) D 


Sont ici indiquées les composantes des vecteurs k/2x suivant des arê- 
tes d’une maille cubique (axes x, y, z) mesurées en portions de ces 
arêtes (le trait au-dessus du chiffre indique une valeur négative) ; 
pour obtenir les vecteurs k dans les unités choisies ci-dessus, il faut 
multiplier ces nombres par 2-2x = 4n. Seuls les vecteurs non équi- 
valents, c'est-à-dire les vecteurs de chaque étoile k, sont mention- 
nés dans (139,13). 

L'étude ultérieure se simplifie beaucoup, car pour obtenir la 
solution du problème posé il n'est pas indispensable de considérer 
toutes les petites représentations. En effet, seuls nous intéressent 
les changements de symétrie qui se trouvent réalisés avec apparition 
d’une superstructure, c'est-à-dire pour les atomes disposés en ordre 
dans les nœuds du réseau sans déplacement relatif. Dans le cas pré- 
sent, la maille élémentaire du réseau non ordonné ne contient qu'un 
atome. Ainsi l’apparition d’une superstructure ne peut indiquer que 
l’apparition de nœuds non équivalents des diverses mailles. Ceci 


1 Un tel réseau se rapporte au groupe spalial Of ; il n'a pas d'axes hélicoï- 
daux et de plans de glissement. 
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signifie que la variation apparue de la fonction de distribution de la 
densité ôp doit être invariante par rapport à toutes les transforma- 
tions de rotation du groupe k (sans translation simultanée). Seule 
cest tolérable une représentation petite identique. Dans les fonctions 
de base (136,2) on peut donc remplacer u, par l'unité. 

Considérons maintenant une à une les étoiles k énumérées dans 
(139,13). 

(a) La fonction avec k — 0 a une invariance totale de translation. 
En d’autres termes, dans ce cas la maille élémentaire ne change pas, 
et comme chaque maille ne contient qu’un atome, il ne saurait y avoir 
de changement de symétrie. 

(b) À un tel k correspond la fonction e?ti(x+uv+:), La combinaison 
linéaire (de cette fonction et de fonctions obtenues à partir d’elle 
lors de toutes les rotations et réflexions), ayant la symétrie O,du 
groupe k, peut s'écrire sous la forme 


p= cos 2x cos 21y cos 2nz. (139,14) 


La symétrie de la phase apparue est la symétrie de la fonction de 
densité p=p,+6p, ôp=n !. La fonction est invariante par rapport 
à toutes les transformations de la classe suivant O, et aux translations 
suivant toute arête d’une maille cuhique, mais non par rapport aux 


translations égales à la moitié de sa diagonalespatiale (+ + +) . 


Ainsi, la phase ordonnée a un réseau de Bravais simple cubique avec, 
dans la maille élémentaire, deux nœuds non équivalents (000) et 


(33) qui seront occupés par les divers atomes. Les alliages 


qui peuvent être complètement ordonnés suivant ce type, se rappor- 
tent à la composition ÀB (comme par exemple l’alliage CuZn men- 
lionné au $ 137). 

(c) Les fonctions correspondant à ces vecteurs k et de symétrie 
T, sont telles que : 


d, = COS TZ COS 17 COS HZ,  p, =sin rrsin rysin az. (139,15) 
Au moyen de ces fonctions on peut composer deux invariants du qua- 


trième ordre (p?+œ°)? et (pi+œi). Ainsi, le développement de © 
(139,7) a la forme 
D=D+ Ant+ Cint + Cent (vi+ vi). (139,16) 


{l faut ici distinguer deux cas. Posons C,<<0 ; alors ® en fonction de 
Ya, Ye avec la condition supplémentaire y?+yi=1 a un minimum pour 


1 Ceci ne veut évidemment pas dire que la variation de ôp dans un cristal 
réel est justement donnée par la fonction (139,14). Dans l'expression (139,14) 
seule importe la symétrie. 
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Y1=1, Ye=0 !. La fonction ôp=ng; a une symétrie de la classe O, 
avec un réseau de Bravais à faces centrées, dont la maille cubique à 
un volume 8 fois supérieur au volume de la maille cubique du ré- 
seau initial. Une maille élémentaire contient 4 atomes (et une maille 
cubique — 16 atomes). En pla- 
çant des atomes identiques dans 
des nœuds équivalents on trou- 
ve que cette superstructure cor- 
respond à un alliage triple de 
composition ABC, dont les ato- 
mes sont dans les positions sui- 
vantes : 


[les coordonnées des atomes sont 
données en unités de longueur 
des arêtes de la nouvelle maille 
cubique, c’est le double des lon- 
gueurs des arêtes de la maille 
initiale (voir fig.64,a) ; lesigne 
indique une permutation cyclique]. Si les atomes B et C sont iden- 
tiques, nous obtiendrons un réseau ordonné de composition AB.. 

Posons maintenant C,>0, © aura alors un minimum pour 
y={=1/2, de telle sorte que ôp = n(p;+ q2)/V 2 lou ôp = 
n(p, — p2)/V2, ce qui conduit au même résultat]. Cette fonction a 
une symétrie de la classe O, avec le même réseau de Bravais à faces 
centrées que dans le cas précédent mais seulement avec deux ensem- 
bles de nœuds équivalents, qui peuvent être occupés par deux sortes 
d'atomes À et B: 


1 Ou pour ÿ,=0, Y:=1. Mais la fonction ôp—ng, a la même symétrie que 
nÿ1, en ne différant de celle-ci que par un déplacement de l'origine des coordou- 
nées d'une période du réseau. 
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(voir fig. 64, b) !. 
(d) À ces vecteurs k correspondent les fonctions suivantes dela 
symétrie D., requise : 


P=CcoSsn(y—:), s—=cosrn(z—y), p—=Ccosn(r—:), 
Pe=CcoOSn(y+E), Pa—=cosn(r+y), Ps—=Ccosxr(r+:). 


A l’aide de ces fonctions on peut composer un invariant du troisième 
ordre et quatre invariants du quatrième ordre, de telle sorte que le 
développement (139,6) prend la forme : 


D=OD,+ An + Bn (viV3Vs + YeYaVe + Vi YaVe + YaYaYs) + Can +- 
+ Conf (IH VE VS Va VE V6) + Can (EVE + VEVÉ + VEVS) + 
+ Can (Mi VaYaVa + Ya VaYs Ye + Y1V2Ys Ye) 


Par suite de la présence de termes cubiques, la transition de phase 
de seconde espèce n’est pas possible. Pour étudier la possibilité 
d'existence ct les propriétés des points isolés d’une transition con- 
tinue (voir paragraphe suivant), il aurait fallu étudier l'allure de la 
fonction D au voisinage du minimum ; nous n'’allons pas nous y ar- 
rêter. 

L'exemple ét'idié montre combien sont rigoureuses les condi- 
tions imposées par la théorie thermodynamique aux transitions de 
phase de seconde espèce ; ainsi, dans le cas présent, les transitions 
de phase de seconde espèce ne peuvent exister que pour la formation 
de superstructure de trois types. 

Notons encore que dans le cas (c) (pour C,;<<0), la variation de 
fait de la fonction de densité ôp = n#, ne répond qu'à l’un des deux 
paramètres y,, y, figurant dans le potentiel thermodynamique (139,16). 
Ceci met en évidence un trait important de la théorie exposée : lors- 
que l'on considère un changement donné du réseau lors d'une tran- 
sition de phase de seconde espèce, il peut se trouver qu'il soit indis- 
pensable de tenir compte des autres changements « virtuels possi- 
bles ». 


$ 140. Points isolés ct points critiques d’une transition continue 


Comme la courbe (sur le diagramme P, T) des transitions de 
phase de seconde espèce sépare les phases de symétrie différente elle 
ne peut évidemment pas se terminer simplement en un certain point. 


! Les structures de la fig. 64, a et b se rapportent respectivement aux grou- 
pes spatiaux Of et Oj. La première est la structure des alliages de Heussler. 
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Elle peut cependant se transformer en la courbe des transitions de 
phase de première espèce. Le point où l’une des courbes passe dans 
l'autre peut être appelé point critique des transitions de seconde es- 
pèce ; ce point est en un certain sens semblable au point critique 
ordinaire. 

L'allure des grandeurs thermodynamiques en fonction de la 
température au voisinage du point critique peut en principe être 
étudiée par la même méthode que celle du $ 138. La remarque faite 
au début de paragraphe indiquant combien sont conventionnels les 
résultats obtenus s'adresse à fortiori au cas présent Nous n'’indi- 
querons ici que les résultats obtenus. 

Dans le développement (138,4) les deux coefficients A(P, T) 
et C(P, T) s'annulent au point critique (tant que À = 0. C >0, 
nous avons des transitions de phase de seconde espèce, de telle sorte 
que la courbe de ces transitions ne se termine que là où C change 
de signe) ; ainsi, pour étudier le voisinage du point critique il faut 
considérer le développement du potentiel thermodynamique aux ter- 
mes du sixième ordre près. On peut montrer que la courbe des transi- 
tions de phase de seconde espèce passe d’une manière continue dans la 
courbe des transitions de première espèce, c’est-à-dire que la dérivée 
dT/dP le long de la courbe ne fait pas de saut ; quant à la dérivée 
seconde dT/dP*, elle fait un saut. Au point critique, la chaleur spé- 
cifique C, de la phase moins symétrique est infinie, car elle est inver- 
sement proportionnelle à la racine carrée de la distance à ce point. 

Enfin. il nous reste à examiner le cas où les termes du troisième 
ordre dans le développement du potentiel thermodynamique ne sont 
pas identiquement nuls. Dans ce cas, pour que le point de transition 
de phase continue existe, il faut qu’en plus du coefficient A(P, T) 
les coefficients B,(P, T) des invariants du troisième ordre dans 
le développement (139,6) soient également nuls. Il est évident que 
ceci n’est possible que s’il n’y a qu'un seul invariant du troisième 
ordre ; dans le cas contraire, on aurait plus de deux équations pour 
deux inconnues P et T1. Lorsqu'il n°y a qu’un invariant du troisième 
ordre, les deux équations À (P, T) = Oet B (P, T) = 0 déterminent 
la paire de valeurs P, T correspondante. c’est-à-dire que les points 
de transition de phase continue sont des points isolés. 

Comme ces points sont isolés, leur position sur l'intersection 
des courbes (dans le plan P, T) des transitions de phase de seconde 
espèce doit être déterminée. Comme de tels points isolés de transition 
continue n’ont pas encore été observés, nous n’allons ici en faire 
une étude détaillée et nous nous limiterons à indiquer les résultats 2. 


1 11 semble que l’on puisse démontrer (bien que nous ne l'ayons pas fait 
dans le cas général) un théorème d'après lequel il ne peut y avoir plus d'un in- 
variant du troisième ordre (pour les représentations des groupes spatiaux). 

2 Voir L. Landau, Phys. Zs. Sowjet. 11, 26 (1937). 
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Le plus simple des cas est représenté sur la figure 65, a. La phase 
Lest de symétrie supérieure, el les phases 7/7 et 111 de symétriein- 
fériceure ; les symétries des phases 7/7 cet 7111 sont identiques, ct ces 
phases ne se distinguent que par le signe de n. Au point de transition 
continue (0 sur la fig. 65) les trois phases sont identiques. 


I 
0 Il 


I 


a) b) 
Fig. 65 


Dans des cas plus compliqués, au point de transition continue 
deux courbes (comme sur la fig. 65, b) de transition de première espèce 
ou plus sont tangentes. La phase 7 est la plus symétrique, les autres 
le sont moins, les symétries des phases Z1 et ZII (et des phases 7V et V) 
sont identiques, et ces phases ne se distinguent que par le signe de n!. 


$ 141. Transition de phase de seconde espèce dans un réseau à deux 
dimensions 


L'étude des transitions de phase de seconde espèce dans le cas 
des systèmes à deux dimensions ? présente également un grand inté- 
rêt. Bien que cette question n'ait pas été étudiée dans le cas général, 
on peut penser que le caractère général de la singularité des grandeurs 
thermodynamiques au point de transition est donné par la solution 
du problème de la transition dans le cas simple du modèle du réseau 
à deux dimensions ; un problème semblable a été résolu pour la pre- 
mière fois par Z. Onsager en 1944 %. Ce problème est d’autant plus 
important que, jusqu’à présent, le cas tridimensionnel n’a pas reçu 
de solution. 

Le modèle considéré est un réseau plan carré composé de V nœuds, 
contenant chacun un « dipôle » dont l’axe est perpendiculaire au plan 


1 On peut supposer que pour les transitions entre un liquide et un cristal 
Re même les points isolés des transitions de phase continues sont impossi- 
bles. 

2 En plus d'un intérêt purement théorique ce problème est étroitement lié 
au comportement des cristaux de structure en couches stratifiées et des pellicules 
adsorbantes (comparer avec le & 147). 

3 La méthode primitive utilisée par Onsager était très compliqués La so- 
lution a été ultérieurement simplifiée par de nombreux auteurs. La méthode 
utilisée appartient à N. Vdoritchenko (qui a utilisé certaines des idées de M. Kac 
et D. C. Ward, 1952). 
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du réseau. Le dipôle peut avoir deux orientations vpposées, de telle 
sorte que le nombre total de configurations possibles des dipôles 
dans le réseau est. égal à 2N. Pour définir les différentes configurations 
nous allons procéder de la manière suivante. A chaque nœud du réseau 
(de coordonnées entières k&, {) faisons correspondre la variable o,, 
pouvant prendre deux valeurs + 1 correspondant à deux orientations 
possibles du dipôle. Si l’on ne tient compte que de l'interaction entre 
les dipôles voisins, l’énergie de la configuration peut s’écrire sous la 
forme 


L 
E(o)=—J 2 (OuOgi+1 + OmOkærr) (141,1) 
k, =1i 


(L étant le nombre de nœuds dans l'arête du réseau que nous nous 
représentons sous la forme d'un grand carré : N — L?)'. Le paramètre 
J détermine l'énergie d'interaction d’une paire de di pôles voisins, cette 
énergie est égale à — J et + J pour des orientations identiques et 
opposées des dipôles. Nous allons supposer que J >> 0. Dans ce cas, 
la configuration « complètement polarisée » (ordonnée) dans laquelle 
tous les di pôles sont orientés dans un même sens a une énergie moindre. 
Cette configuration est réalisée au zéro absolu. et au fur et à mesure 
de l’augmentation de la température le degré d’ordre diminue, pour 
s’annuler au point de transition, lorsque les deux orientations de 
chaque dipôle deviennent équiprobables. 

Pour déterminer les grandeurs thermodynamiques il faut calcu- 
ler la somme statistique 


Z= ee or = Ÿ exp {o D (GuGur+1 + OuOk+1)} , (141,2) 
k.! 


(0) (a) 


prise pour toutes les 2 configurations possibles (nous avons intro- 
duit la désignation 6 = J/T). Remarquons que 


exp (80,041) = ch0+0,,04: sh8 = ch 0 (1 +0,,0xrth6), 
il est facile de s’en rendre compte, en développant les deux membres 


de l'égalité suivant les puissances de 6 sans oublier que 0%, =. 
Ainsi, on peut écrire l'expression (141,2) sous la forme 


Z=(U—#)"S, (141,3) 


ou 
L 
s-2 Il 4 + 20m Oui +1) (1 + 2041 Op4 1,1) (141,4) 
avec z=th6. 


1 Le nombre L est évidemment supposé macroscopiquement grand, et par- 
tout dans la suite nous négligerons les effets aux limites (liées à des propriétés 
particulières des nœuds au voisinage des bords du réseau). 
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Dans (141,4) sous le signe somme on a un polynôme des variables 
z et 6,,. Puisque chaque nœud (k, !) est lié à quatre nœuds voisins, 
les puissances de chacun des 6,, peut prendre des valeurs de Q à 4. 
Après la sommation suivant tous les 6,,= + 1, les termes contenant 
des puissances impaires de 6,, s’annulent, de telle sorte que seuls les 
termes contenant 6,, aux puissances 0,2 et 4 ne seront pas nuls. 
Comme 0%, = 04 — Où — 1, chaque terme du polynôme conte- 
nant toutes les variables &,, à des puissances paires entrera dans la 
somme proportionnellement au nombre total de configurations 2%. 

A chaque terme du polynôme on peut, d’une manière univoque. 
faire correspondre un ensemble de lignes (« liaisons ») reliant cer- 
taines paires de nœuds voisins du réseau. Ainsi, aux graphiques 


a) b) c) 
e e e e e e e e e e [2 e e e e 
SÉRES  L re. ee EN, 
AGE KI 
e e e 
keL LI ee 4 PTE 
Par hs de CT nee ee 
e . a e e A 24S | e e e 
KLL-3 


Fig. 66 


représentés sur la figure 66 correspondent les termes suivants du 
polynôme : 


2 2 
a) LOpOË 41.1 Or. 1-1 
82 +2 2 2 2 2 
D) 1o0E 41 10841, 1108, 1108, 1-20 1-10, 10 
0x? a? 2 2 2 2 2 2 
C) ZOEOk nu Okan. 1108, 1 1Ok 01 OR. 1-10 1-20, 1-3 X 
X Ofo,1-30k-e, 1-0 
A chaque ligne du graphique on fait correspondre le facteur x, et 
à chacune de ses extrémités le facteur o,.. 

Le fait que seuls les termes du polynôme contenant tous les 
04, à des puissances paires entrent dans la somme statistique signi- 
fie du point de vue géométrique que dans chaque nœud du graphique 
doivent se terminer soit 2, soit 4 liaisons. En d’autres termes, la 
sommation ne s'effectue que suivant des graphes fermés, des aulo- 
intersections aux nœuds sont tolérées IEEE dans le nœud (&, L — 1) 
sur la figure 66, b]. 
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Ainsi, la somme S peut s'écrire de la manière suivante 


S=NYrE, (141,5) 


où #, est le nombre de graphes fermés, formés d’un nombre pair r 
de liaisons ; tout graphe à liaisons multiples (par exemple fig. 66, c) 
ne fait qu'un. 

Puis le calcul s'effectue en deux étapes : 1) la somme suivant les 
graphes d'un type donné se transforme en une somme suivant toutes 
les boucles fermées possibles ; 2) la somme obtenue se calcule par 
analogie avec le problème du « voyageur errant » pour un point dans 
le réseau 

Nous allons considérer chacun des graphes comme un ensemble 
d'une ou de plusieurs boucles fermées. Pour les graphes sans auto- 
intersection une Lelle représentation est évidente ; ainsi, le graphe 
de la figure 66, c est un ensemble de deux boucles. Pour les graphes 


FH OS 


à auto-intersection un tel développement n’est pas univoque ; une 
même figure peut se composer d’un nombre différent de boucles 
suivant la manière dont elle a été construite. C’est ce que illustre la 
figure 67, donnant trois modes dont on peut représenter le graphe de 
la figure 66, b : une ou deux boucles sans auto-intersection ou une 
boucle avec auto-intersection. D'une manière analogue sur des gra- 
phes plus compliqués, on peut également passer de trois manières 
différentes chaque intersection. 

Il est facile de voir que la somme (141,5) peut êtré étendue sur 
tous les ensembles possibles de boucles, si lors du calcul du nombre de 
graphes g,, chacun d'eux est pris avec le signe (—1)", où » est le nom- 
bre total d’auto-intersections dans les boucles de l’ensemble donné. 
En effet, lors d’un tel calcul, tous les termes superflus de la somme 
disparaissent automatiquement. Ainsi, les trois graphes de la figure 67 
entreront avec les signes+, +, — respectivement, de telle sorte que 
deux d’entre eux se compenseront, et il ne restera, comme il se de- 
vait, qu’un seul terme dans la somme. La nouvelle somme compren- 
dra également les graphes de « liaisons se répétant », dont un exemple 
simple est donné sur la figure 68,a. Ces graphes font partie des gra- 


a 


7° 


lt 
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phes inadmissibles (en certains nœuds convergent un nombre impair 
de liaisons, soil trois), mais comme il se devait ils disparaissent en 
fait de la somme : lors de la construction des boucles correspondant 
à ce graphe, toute liaison commune peut être parcourue de deux ma- 
nières différentes sans intersection (comme sur la figure 68, b) ou 
avec auto-intersection (fig. 68, c), les ensembles des boucles entre- 
ront dans la somme avec des signes opposés et s'élimineront. Puis, 
on peut ne pas tenir compte explicitement du nombre d'’intersec- 
tions, si l’on utilise la propriété géométrique bien connue suivante : 
l'angle total de rotation de la tangente lorsque l’on contourne une 
boucle plane fermée est égal à 2n ({ + 1), où / est un nombre entier 
(positif ou négatif), dont la parité coïncide avec celle du nombre v 
d’auto-intersections de la boucle. Ainsi, si à chaque nœud dans la 
boucle (avec un angle de rotation @ = 0, + x/2) on fait correspondre 
le facteur eit’2, après avoir contourné toute la boucle le produit de 
ces facteurs sera égal à (—1)"*'. Pour l’ensemble de plusieurs (s) 
boucles on obtient finalement le facteur (—1)"**, où r = Ÿv. 

Ainsi, on peut ne pas tenir compte du nombre d'intersections, 
si l’on prend chaque nœud dans la boucle avec un poids de et’? et si 
pour tout le graphe (l’ensemble de boucles) on introduit encore le 
facteur (—1)° [pour compenser le même facteur (— 1)"*"]. 

Désignons par f, la somme suivant toutes les boucles solitaires 
de longueur r (c’est-à-dire composées de r liaisons), chaque boucle 
entre avec un facteur e'%/2 pour chaque nœud. La somme suivant 
toutes les paires de boucles avec au total r liaisons sera égale à 


Dee 
rt +3 =r 


(le facteur 1/2! tient compte du fait que lors de la permutation des 
indices r;,, r,. on obtient la même paire de houcles), de même pour 
trois boucles, etc. Ainsi, la somme S prend la forme : 


S=L(-g 2 at-tef.. fs 
. sen CU =] 


Puisque car S entrent des ensembles de boucles de longueur 
totale r, + r, + …, arbitraire, dans la somme interne les nombres 
ri re … prennent indépendamment toutes les valeurs de 1 à l’oo !. 


Ainsi 
: 2 sit. tee 1) 


r=i 


1 Les boucles à plus de N nœuds n'entrent pas dans la somme, car elles 
contiennent obligatoirement des liaisons se répétant. 
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et S prend la forme suivante : 


S- exp Der). (141,6) 


Telle est la première partie des calculs. 

Dans la suite, il sera commode de relier à chaque nœud du réseau 
quatre directions de sortie possibles que nous doterons d'indices 
spéciaux v = {, 2, 3, 4, par exemple suivant la règle 

I— ° —+r1 


Introduisons la grandeur W, (k, !, v) qui est la somme pour toutes 
les transitions possibles de longueur r issues d'un nœud initial donné 
ko, los Vo dans le nœud k, !, v (comme d'habitude, chaque liaison 
entre avec le facteur e*/?, où œ est le changement de direction lors- 
que l’on passe à la liaison suivante) ; le dernier pas conduisant au 
nœud k, !,v ne doit pas provenir de la direction de la flèche vi. 
Ainsi définie W, (k,, L. v,) est la somme suivant toutes les boucles 
issues du point k,, L, dans la direction v, et revenant en ce point. Il 
est évident que 


fe We lo Vo). (141,7) 


KolaVo 


En effet, on a à droite et à gauche une somme suivant toutes les 
boucles solitaires, mais dans SW, chaque boucle entre 2r fois, 
car cette boucle peut être contournée dans deux directions opposées 
et se rapporter à chacun de ses r nœuds pris comme initial. 

De la définition de W, (k, !, v) on déduit les formules de récurrence 
suivantes : 


Wa, L 1)=W, (1, 4, 1)+e W, (6, 1—1, 2)+ 


ix 
+0+e4W,(k, 1+1, 4), 
in 
Won L 2e We (Et LDH IL DE 


Let W,(k41, 4, 3)+0, 


ue ! En fait, W, (k, !, v) ne dépend évidemment que des différences k—k,, 
— lo. 
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WG & 9 =0+6FW,(k, 11, 2)+ 
+W, (E+1, l, 3)+ ei W (6, +1, 4), 
W,.,(&, L =e"*w, (&—1, !, 1)+0+ 
Let W, (+1, 1, 3)+W,(k, 1+1, 4). 


La manière dont ont été construites ces relations est évidente ; 
ainsi, on peut arriver au point k, /, 1 en faisant le dernier (r + 1)ier, 
pas de la gauche, du bas ou du haut, mais non de la droite ; les coef- 
ficients de W, sont dus aux facteurs eip/2, 

Désignons” par À la matrice des coefficients du système d’équa- 
tions (141,8) (avec tous les k, L) écrites sous la forme 


Wat, 1, v)= D AGivIk El v)W,(k", l', v'). 
k'1v" 


La manière dont ont été construites ces équations permet de faire 
correspondre à cette matrice l’image d'un point «errant» pas à 
pas suivant le réseau avec’une « probabilité ‘de transition » d’un pas 
d’un nœud à l’autre, égale à l'élément correspondant de la matrice 
À ; en fait, ses éléments ne sont différents de zéro que pour une varia- 
tion de k ou de / de O ou de + 1, c’est-à-dire que lors de chaque pas 
le point ne passe qu'une liaison. Il est évident que la « probabilité 
de transition » d’une longueur r sera déterminée par la matrice A”. 
En particulier, les composantes diagonales de cette matrice donnent 
la « probabilité » de retour du point au nœud initial après avoir 
contourné la boucle d’une longueur r, c'est-à-dire qu’elles coïnci- 
dent avec W, (k,, L, v.). Ainsi 


Tr A'= D W,(k,, lo Vo): 


RoloVo 
En comparant avec (141,7), on trouve : 


di ri 
f,=55 TrA = 2 
où À, sont les valeurs propres de la matrice A. En substituant cette 


expression dans (141,6) et en changeant l'ordre de la sommation 
suivant é et suivant r, on obtient : 


Smexpl EE tr) 


rt r=] 


spl Sin ap} = HV Î—zX,. (141,9) 
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La matrice A est facilement diagonalisable par rapport aux indi- 
ces k, l, ceci en passant à une autre représentation à l’aide de la 
transformation de Fourier : 


2x 
er 7 (pk+ql) 


L 
W,.(P, 4 v)= 2 e W,(#, 1, v). (441,10) 


k 0 


Lorsque dans les deux membres de (141,8) on passe aux compo- 
santes de Fourier, chacune d'elles ne contient W, (p, q, v) qu'avec 
des indices identiques p, q, c’est-à-dire que la matrice A est diago- 
nale suivant p, q. Pour des p, g donnés, ses éléments sont égaux à : 


eg? a”le”1 0 ae? 
ae”? e7T ae 0 
A(pgvlpgav)=| 0 ae”? &” ae? ’ 
a”le? O0 ae? ef 


où & = eiv/i, e — e2rilL. 
Pour des p, q donnés, le calcul simple du déterminant donne : 


4 
I (1 — 24) = Det (ôw: — rAw) = 
i=f 


=(1+ 2) — 27 (1 — 2°) (cos Fe +0 À£) | 


s 


D'où, conformément à (141,3) et (141,9), on trouve finalement la 
somme statistique : 


L 
Z=% 4-2)" I] [u La) — 9x ({— 2?) x 
p.q=0 


x (cos MP + cos 2)|". (141,11) 


Le potentiel thermodynamique est ! : 
D=—TinZ=—-NTIn2+NTIn(i—r)— 


en T ÿ In [u 42°)? — 2x (1 — 7°) (cos ÆP + cos +) 


L 
p.q=0 


1 Dans le modèle considéré la température n’influe que sur l'ordonnance. 
ment de l'orientation des dipôles, et non sur la distance les séparant (+ le coeffi- 
cient de dilatation thermique » du réseau est nul), Dans ce cas, on peut indiffé- 
remment parler d'énergie libre ou de potentiel thermodynamique. 
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ou, en passant de la sommation à l'intégration, 


O=—NTIn2+NTIn({--1°)— 


27 
NT CAN 2 € 
— TG ff In[(1+2°)—2x (1— 7°) (cos w, + cos w,)] do, do, (141,12) 


0 


{rappelons que x = th(J/T)]. 

Passons à l'étude de cette expression. La fonction O(7) a un 
point singulier pour la valeur de x pour laquelle l'argument du lo- 
garithme sous l’intégrale peut s’annuler. Cet argument comme fonc- 
tion de &, et de &, est minimal pour cos w, = cos w, = 1, il est 
alors égal à 

(+ zx} — 4x (1 —2°) = (rt +27—1)?. 


Cette expression n’a un minimum où elle s’annule que pour la seule 
valeur (positive) x = z,= V2 — 1 ; la température correspondante 


Fe (thà=z,) sera le point de transition de phase. 


Le développement de O (T) suivant les puissances det = T —T, 
au voisinage du point de transition contient, en plus d'une partie 
régulière, un terme singulier. Ce dernier seul nous intéresse (la partie 
régulière sera simplement remplacée par sa valeur pour { — 0). 
Pour trouver ce terme développons l’argument du logarithme dans 
(141,12) au voisinage de son minimum suivant les puissances de 
©, ©, et t, l’intégrale preud alors la forme 


[Tin fest® + ce (wt + w)] du, du», 


où c1. c sont des constantes. En effectuant l'intégration, on trouve 
finalement qu’au voisinage du point de transition le potentiel ther- 
modynamique a la forme 


Dæa—+b(T—T}In|T—T.|, (141,13) 


où a, b sont de nouveau des constantes (b > 0). Le potentiel est con- 
tinu au point de transition, et la chaleur spécifique devient infinie 
conformément à 


Cæbln|T—T,|, (141,14) 


qui est symétrique des deux côtés du point de transition. 

Dans une formation réelle bidimensionnelle i] faut s'attendre à 
des singularités des grandeurs thermodynamiques du même type, 
les coefficients a, b et la température de transition 7, seront des 
fonctions de la «pression». La compressibilité et le coefficient de 
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dilatation thermique du réseau auront des singularités de la forme 
(141,14). 

Dans le modèle considéré, le moment dipolaire moyen en un 
nœud (« polarisation spontanée » du réseau) joue le rôle de degré 
d'ordre, il est différent de zéro au-dessous du point de transition 
et nul au-dessus. On peut également déterminer comment cette gran- 
deur varie en fonction de la température !. 

Sans nous y arrêter, indiquons simplement le résultat final don- 
nant la manière dont s’annule le degré d'ordre lorsque l'on s'approche 
du point de transition : 


n=const(T —T)" (141,15) 


1 Pour la première fois ce problème a été résolu par L. Onsager (1947). La 
plus simple des solutions est donnée dans l’article de N. Vdovitchenko, 
Journ. Phys. U.R.S.S., 48, 526 (1965). 


CHAPITRE XV 


SURFACES 


$ 142. Tension superficielle 


Nous avons partout négligé les effets liés à la présence d’une 
surface de séparation entre les différents corps !. Comme lors de 
l'augmentation des dimensions (nombre de particules) du corps les 
effets superficiels augmentent bien plus lentement que les effets de 
volume, il était tout à fait naturel de les négliger lors de l’étude des 
propriétés volumiques des corps. Cependant, il existe toute une série 
d'effets liés justement aux propriétés des surfaces de séparation. 

Les propriétés thermodynamiques de la surface de séparation sont 
entièrement caractérisées par une seule grandeur (fonction d'état 
des corps) qui se détermine de la manière suivante. Désignons par 
& l’aire de la surface de séparation et considérons Île processus du 
changement réversible de cette aire d’une grandeur infiniment petite 
ds. Le travail dépensé lors d’un tel processus est évidemment pro- 
portionnel à dé, c’est-à-dire qu’il peut être écrit sous la forme 


dR = ad. (142,1) 


La grandeur & ainsi déterminée est la caractéristique essentielle 
de la surface de séparation ; on l’appelle coefficient de tension super- 
ficielle. 

La formule (142,1) correspond exactement à la formule dR = — P dV 
donnant le travail lors d’un changement réversible du volume 
du corps. On peut dire que & joue pour la surface le même rôle que la 
pression pour le volume. En particulier, il est facile de montrer qu’une 
force égale à & et dirigée suivant la tangente à la surface le long de la 
normale intérieure au contour agit par unité de longueur du contour 
limitant un domaine quelconque de la surface de séparation. 


! En réalité, les phases en contact sont évidemment séparées par une mince 
couche de transilion ; si l'on ne s'intéresse pas à sa structure, un peut la considé- 
rer comme une surface géométrique. 
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Nous supposons que «& est une grandeur positive; on peut s’en 
rendre compte directement par les considérations suivantes. Si l’on 
avait & << 0, ceci voudrait dire que sur le contour limitant la sur- 
face agissent des forces dirigées suivant la normale extérieure, c’est- 
à-dire tendant à « détendre » la surface ; en d’autres termes, la surface 
de séparation de deux phases tendrait à augmenter indéfiniment, 
c’est-à-dire qu'il n’y aurait pas de phases, car elles seraient mélan- 
gées. Au contraire, pour & >> 0 la surface de séparation tendrait à 
être minimale (à volume donné des deux phases). Ainsi, par exemple, 
si l’une des phases isotropes était plongée dans l’autre, elle prendrait 
la forme d’une sphère (nous négligeons évidemment l’effet du champ 
de gravitation extérieur). 

Nous allons procéder à une étude plus détaillée de la tension su- 
perficielle à la limite de deux phases isotropes — liquide et vapeur — 
d'une même substance pure.S'il est question de la surface de séparation 
de deux phases se trouvant en équilibre, ceci veut dire que leur pres- 
sion et leur température sont liées fonctionnellement par l’équation 
de la courbe d'équilibre de phase, & étant en réalité une fonction non 
de deux, mais d’une seule variable indépendante. Au point critique 
les phases liquide et gazeuse deviennent identiques, la surface de 
séparation entre ces phases cesse d'exister et « doit s’annuler. La loi 
suivant laquelle cette surface doit s’annuler reste jusqu’à l’heure 
actuelle inconnue. 

Qualitativement on peut appliquer à la tension superficielle entre 
le liquide et sa vapeur la loi des états correspondants ($ 85). On peut 
s'attendre à ce que le rapport sans dimensions de & à la grandeur de 
dimension erg/cm*? formée par la température et la pression critiques 
soit une fonction universelle de la température réduite T/T;! : 


cran) re 


Si l’on ne tient pas compte des effets superficiels, les éléments 
différentiels de l'énergie du système composé de deux phases (d’une 
même substance), lorsque le volume V de tout le système est donné, 
ont la forme dE = T dS + paN (à l'équilibre, la température 7 et 
le potentiel chimique u des deux phases sont identiques, ce qui per- 
met d'écrire cette identité pour tout le système). Pour tenir compte 
de la présence des effets superficiels, il faut évidemment ajouter 
dans le membre de droite de cette égalité l'expression (142,1) 


dE =T dS + p dN + a dé. (142,3) 


1 Aux températures nettement inférieures à la température crilique ce rap- 
port esl à peu près égal à 4. 
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Cependant, il est commode de prendre pour grandeur thermody- 
namique de base non pas l'énergie, mais le potentiel Q, qui est un 
potentiel thermodynamique par rapport aux variables indépendantes 
T,u (et au volume Ÿ). Ici cette grandeur est commode car T et pu 
prennent les mêmes valeurs dans les deux phases (par contre, lors- 
que l’on tient compte des effets superficiels, les pressions ne coïnci- 
dent généralement pas— voir $ 144). Pour l'élément différentiel de 
Q (avec de nouveau V = const) on a : 


dQ = —SdT —N du+adi. (142,4) 


On peut présenter les grandeurs thermodynamiques (telles que 
E, Q,S, etc.) du système considéré comme la somme de deux par- 
ties — l’une de volume et l’autre de surface. Une telle division n'est 
cependant pas univoque, car le nombre de particules dans chacune 
des phases n’est déterminé qu’au nombre de particules se trouvant 
dans la couche transitoire entre les phases près ; même chose pour 
le volume des phases. Entre-temps, cette incertitude est justement 
du même ordre de grandeur que les effets superficiels qui nous inté- 
ressent. Nous allons rendre cette division univoque en la soumettant 
à la condition naturelle suivante : les volumes V, et V, des deux pha- 
ses se déterminent de telle sorte qu’en plus de l'égalité V, + V, = V 
(où V est le volume total du système) on ait également l'égalité 

nVitnrVo=N, 


où NW est le nombre total de particules du système, et n, = n,;(u, T) 
et n, = n, (u, T) sont les densités volumiques du nombre de parti- 
cules dans chacune des phases (considérées comme illimitées). 

Ces deux égalités fixent le choix des volumes V,, V, (et du nombre 
de particules N, = n,V,, N, = n.V.) et par là même les valeurs des 
parties volumiques de toutes les autres grandeurs thermodynamiques. 
Nous doterons les parties volumiques de l'indice O, et les parties su- 
perficielles de l’indice s ; conformément à la définition adoptée on a 
N,=0. 

‘A partir de (142,4) on a, à T et p constants (donc à & constant), 
dQ@ = ad8 ; il est donc évident que Q, = a$. Ainsi, 


Q = Q, + a8. (142,5) 
Comme l’entropie est S =— (js sa partie superficielle est ! 


1 Le coefficient a n'est fonction que d'une variable indépendante ; pour une 
telle fonction la notion de dérivée partielle par rapport à p ct à T n a pas de 
sens par elle-même. Cependant, comme nous avons posé 


20 
Ne —( =) 0. 


à es 1,2 Ses 
nous avons formellement adopté par là même quel = |. —0. Dans ces couditions 
pte p q du 


T 
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ou da 
S=— gr = —$ (142,6) 


Ensuite, nous trouvons l'énergie libre superficielle ; comme F = Q+ 
+Nu, et N,= 0, on a 


F,= 08. (142,7) 
Quant à l'énergie superficielle, elle est égale à 
E=F,4+TS,= (a—7%) 8. (142,8) 


La quantité de chaleur absorbée lors d’une variation isothermique 
réversible de l'aire de la surface de 8, à &, est égale à 


Q=T (Sie Su) = —T (EH). (142,9) 


La somme de la chaleur Q et du travail R = à (8,—8,) lors de ce 
processus est égale, comme il se devait, à la variation de l'énergie 
Es ES Es. 


Problème 


Trouver la loi limite donnant la tension superficielle de l'hélium liquide 
en fonction de la température aux Frppure basses (A. Atkins, 1953). 

Solution. Calculer à l'aide de la formule (61,1) la partie superficielle 
de l'énergie libre F.=&a ; dans cette formule les fréquences w, se rapportent 
maintenant aux oscillations de la surface du liquide. Dans le cas bidimensionnel, 
le passage de la sommation à l'intégration est réalisé par l'introduction du fac- 
teur & (214 dk)/(2n)°. Après l'intégration par parties on trouve : 


ho 
T { GES h kdo 
remanets ze [ii —e Jarre À TS 


(&, est la tension superficielle pour 7—0). Aux températures suffisamment basses 
seules entrent en ligne de compte les oscillations aux fréquences basses, c'est- 
à-dire celles dont les vecteurs d'onde sont petits (longueurs d'onde grandes). De 
telles oscillations sont des ondes hydrodynamiques capillaires, pour lesquelles 
2 Lys os 

p p 


( étant la densité du liquide !). Ainsi 


da _{da 
aT —\ AT Jy° 


c'est ce qui a été utilisé dans (142,6). 


oo 


nous avons 


1 Voir « Mécanique des milieux continus », $ 61. La démonstration donnée 
pe se rapporte qu'au ‘He liquide et à des températures si basses que toute la mas- 
se du liquide peut être supposée superfluide. Dans un liquide de Fermi (‘He li- 
quide) les ondes capillaires de ce type n'existent pas par suite de l’augmenta- 
tion sans limites de la viscosité lorsque T0. 
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nee "3 _w"*dw 
Mob (& Cr 


0 


(la convergence rapide de l'intégrale permet de remplacer la limite supérieure 
par l'infini). Le calcul de l'intégrale (voir note, page 193) donne 


: Th fp\'s,/7 4 Th p° 
man CE) (Se (s)ee os 


$ 143. Tension superficielle des cristaux 


La tension superficielle d’un corps anisotrope — d’un cristal 1— 
est différente pour ces différentes faces ; on peut dire que c'est une 
fonction de la direction de la face (c’est-à-dire de ses indices de Mil- 
ler). Cette fonction a un caractère assez particulier. D'un côté, la 
différence des valeurs de & pour deux faces cristallines dont les di- 
rections sont aussi voisines que l'on veut, est infiniment petite, 
c'est-à-dire que la tension superficielle peut être représentée sous la 
forme d'une fonction continue de la direction de la face. D'un autre 
côté, cependant, on peut montrer que cette fonction n’a en aucun 
point de dérivée déterminée. Ainsi, par exemple, si l’on considère 
une famille de plans réticulaires s’intersectant le long d'une droite 
(soit p l’angle de rotation autour de cette droite, déterminant la di- 
rection du plan), nous voyons que la fonction & = & () a pour cha- 
que valeur de q deux dérivées différentes — dans Ïa direction de 
l'augmentation et de la diminution de son argument *. 

Supposons que nous connaissons la tension superficielle en fonc- 
tion de la direction des faces. 11 s’agit, au moyen de cette fonction, 
de déterminer la forme d'équilibre du cristal ; soulignons que la 
forme du cristal que l’on observe habituellement est déterminée par 
les conditions de croissance du cristal et ne correspond nullement à 
l'équilibre. La forme d'équilibre se détermine par la condition de 
minimum du potentiel Q (à 7, et à volume V du cristal donnés), 
ou. ce qui est la même chose, par la condition de minimum de sa 
partie superficielle. Cette dernière est égale à 


Q,=Ÿ a di, 


où l'intégrale est prise sur toute la surface du cristal (pour un corps 
isotrope à = const, Q, — aë$ et la forme d'équilibre se détermine 


: I] s’agit de la tension superficielle à la limite du cristal et du gaz ou du 
iquide. 

2 Pour plus de détails voir L.. Landau, « Sur la forme d'équilibre des 
cristaux ». Recueil en l'honneur du 70° anniversaire de A. loffe, 1950. 
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simplement par la condition de minimum de la surface totale &, 
c’est-à-dire que c’est une sphère). 

Soit z = z (x, y) l'équation de la surface du cristal, et introdui- 
sons les désignations suivantes : 


> _& 
P— ôz ? 12 Sy 


pour les dérivées déterminant la direction de la surface en chacun 
de ses points; « peut s'exprimer sous la forme d’une fonction 
a = a (p, q) de ces dérivées. La forme d’équilibre se déterminera par 
la condition 


Va(p, g)VT+ p° + df «dr dy = min (143,1) 


avec la condition supplémentaire 
\ z dr dy = const (143.2) 
(volume constant). Ce problème variationnel conduit à l’équation 


différentielle 


9 ôf , à àf _ 
EF 2 7 = 2h (143,3) 


où l’on a introduit la désignation 
1, g)=a(p, 9 VT+pr +05, (143,4) 


À étant une constante. 
Puis, nous avons par définition dz = p dr + q dy ; en introdui- 
sant la fonction auxiliaire 


b = PT + ay —3;, (143,5) 
on a dt = x dp + y dg ou 
= #& - & 
TD? Contr71 , (143,6) 


ici & est une fonction de p et de g. Ecrivons les dérivées par rapport 
à x et à y dans (143,3) sous la forme de jacobiens, et multiplions les 


deux membres de l'égalité par Se F ; en utilisant de plus (143,6) ; 


on obtient l'équation 


a, & % 4 &, % 
EEE 


18 Xe 1641 
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L'intégrale de cette équation est L 


f=M=A(pz + qy—5), 
ou 


NT 
+ (PS4 2 — Le (143,7) 


Mais ce n’est rien d’autre que l'équation de l'enveloppe de la surface 
d’une famille de plans 


pr+qy—:= + a(p, gVT+P + (143,8) 


(p, g étant des paramètres). 

Le résultat obtenu peut être formulé sous la forme de la construc- 
tion géométrique suivante. Sur tout rayon vecteur issu de l’origine 
des coordonnées on porte un segment dont la longueur est proportion- 
nelle à à (p, q), où p, g déterminent la direction du rayon vecteur !. 
On mène, par les extrémilés de ces segments, des plans qui leur sont 
perpendiculaires ; l'enveloppe de ces plans donne la forme d'’équi- 
libre du cristal (G. V. Wulf). 

On peut montrer (voir l’article cité, page 552) que le caractère 
particulier de la fonction &, qui a été mentionné au début de ce para- 
graphe, peut conduire à ce que la forme d'équilibre ainsi déterminée 
du cristal contiendra une série de zones planes correspondant à des 
plans réticulaires d’indices de Miller petits. La grandeur des zones 
planes diminue rapidement avec l’augmentation des indices de Miller. 
Ceci doit conduire à ce que la forme d'équilibre sera composée d’un 
petit nombre de zones planes qui ne s’intersectent cependant pas 
sous des angles, mais sont réunies à l’aide de domaines arrondis. 


$ 144. Pression superficielle 


Nous avons mentionné ($ 12) que l'égalité des pressions de deux 
phases en contact provenait de l'égalité des forces exercées par les 
deux phases sur la surface de séparation. Nous avons alors, comme 
partout, négligé les effets superficiels. Entre-temps, il est évident 
que si la surface de séparation n’est pas plane, son aire, donc égale- 
ment son énergie superficielle, varie en général, lors de son dépla- 
cement. En d’autres termes, la présence d'une surface courhe de sé- 
paration entre les phases conduit à l'apparition de forces supplémen- 
taires, et les pressions des deux phases ne seront plus identiques ; 
leur différence est appelée pression superficielle. 


! Les trois cosinus directeurs du rayon vecteur sont proportionnels à p, q, 
—1 respectivement. 
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Ainsi, les conditions d'équilibre ne requièrent maintenant que 
la constance de la température et du potentiel chimique le long du 
système. Lorsque ces grandeurs, ainsi que le volume total du systè- 
me, sont données, le potentiel thermodynamique Q doit être minimal 
(par rapport au déplacement de la surface de séparation). 

Considérons deux phases isotropes (deux liquides ouunliquideet 
une vapeur). Si nous ne nous intéressons qu'aux aspects thermodyna- 
miques de la question, on peut considérer que l’une des phases(phase 1) 
est une sphère plongée dans l’autre phase !. Les pressions sont alors 
constantes le long de chacune des phases et le potentiel thermodyna- 
mique total Q du système est donné par la formule 


Q=—PV,—PV,+08, (144,1) 


les deux premiers termes étant la partie volumique du potentiel, et 
les indices 1 et 2 se rapportant à chacune des deux phases. 

Les pressions des deux phases se trouvant en équilibre satisfont 
aux équations a, (P,, T) = ue (Ps, T) =, où est la valeur com- 
mune des deux patentiels chimiques. Ainsi, lorsque pu et T sont cons- 
tants, il faut également supposer P,, P, constants (de même que le 
coefficient de tension superficielle &«). Comme la somme F, + V, 
est constante, la condition de minimum de Q s'écrit sous la forme sui- 
vante 


dQ = —(P,—P,)dV,+ad8=0. 


4x 


Enfin, en substituant V, = 7°, 8 = 4nr° (où r est le rayon de la 
sphère), on trouve la formule cherchée 
2œ 

Pi—P,=— . (144,2) 


Lorsque la surface de séparation est plane (r — o), les deux pres- 
sions, comme il fallait s'y attendre, coïncident. 

La formule (144,2) ne détermine que la différence des pressions 
des deux phases ; calculons maintenant chacune d'’elles séparément. 

Les pressions P, et P, satisfont à l’équationu, (P,, T) =u,(P;, T). 
La pression commune des deux phases (que nous désignerons par 2,) 
lorsque la surface de séparation est plane se détermine, à la même 
température, à partir de la relation pu, (P,, T) = le (Po T). En re- 
tranchant membre à membre la seconde égalité de la première on a : 


MP T)—b (Po T)= Us (Pe, T)—He:(PoT). (144,3) 
En supposant les différences 
ôP,=P;—P,, ôP,=P;—P, 


.! Pour le cas général d'une forme arbitraire de la surface de séparation voir 
« Mécanique des milieux continus », $ 60. 


18° 
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relativement petites et en développant suivant ces différences les 
deux membres de l'égalité (144,3), on trouve 


v,0P, =16Pe, (144,4) 


où v,, v. sont les volumes moléculaires [voir (24,12)]. En y associant 
la formule (144,2) écrite sous la forme ôP, — &P, = 2a/r, on trouve 
les ôP, et ôP, cherchés sous la forme 


teste D, ie 
ôP, = ni Rrn ôP, — Fr (144,5) 
Pour une goutte de liquide dans la vapeur on a v, < v, ; en con- 
sidérant la vapeur comme un gaz parfait on a v, = T/P,=T/P, et on 
trouve finalement 
2a 


GP, 6P—- ep, (144,6) 


(pour plus de clarté on écrit les indices « 1 » et «g » au lieu de 1 et 2). 
Nous voyons que la pression de la vapeur au-dessus de la goutte sur- 
passe la pression de la vapeur saturante au-dessus de la surface plane 
du liquide et qu’elle augmente lors de la diminution du rayon de la 
goutte. 

Lorsque les dimensions de la goutte sont suffisamment petites 
et que ÔP,/P, n'est plus petit, les formules (144,6) deviennent 
inapplicables, car, le volume de la vapeur dépendant fortement de la 
pression, le développement fait lorsque l'on est passé de (144,3) à 
(144,4) n'est plus correct. Par suite de la faible compressibilité du 
liquide, l'influence de la variation de la pression est insignifiante 
et le membre de gauche de l'équation (144,3) peut comme précédem- 
ment être remplacé par vôP,. Dans le membre de droite, on substi- 
tue le potentiel chimique de la vapeur sous la forme p = TIn P, + 
+ % (7) et l’on trouve : 

T P 
ôP,=P,—P, en Fe ; 
Comme ici ôP,> 6P,, la différence P, — P, peut être remplacée par 
P,— P,et en utilisant la formule (144,2) pour la pression superfi- 
cielle, on obtient finalement : 


In Pe _ 2av, 


= (144,7) 


Pour une bulle de vapeur dans le liquide on obtient d’une ma- 
nière analogue les mêmes formules (144,6-7) avec le signe inverse. 
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$ 145. Tension superficielle des solutions 


Considérons maintenant la surface de séparation entre une so- 
lution liquide et une phase gazeuse ; il peut s'agir d'un gaz quelcon- 
que et de sa solution dans le liquide, d'une solution liquide et de sa 
vapeur, etc. 

Tout comme au $ 142, nous allons diviser toutes les grandeurs 
thermodynamiques du système considéré en deux parties, l’une se 
rapportant au volume, l’autre à la surface ; la manière dont s’effec- 
tue la division est fixée par les conditions V = V, + V,,N = N,+N. 
pour le volume et le nombre de particules du solvant. En d'autres 
termes, tout le volume V du système se répartit entièrement entre 
les deux phases de telle sorte que si l’on multiplie V, et V, par les 
densités volumiques correspondantes du nombre de particules du 
solvant, on obtient en somme justement le nombre total N de par- 
ticules du solvant dans le système. Ainsi, par définition la partie 
superficielle W, est nulle. 

Comme pour les auties grandeurs le nombre de particules du soluté 
sera présenté sous la forme de la somme de deux parties nr = n, + n.. 
On peut dire que n, est la quantité de substance dissoute dans les 
volumes V, et V, si elle était répartie le long de chacun d’eux avec une 
concentration constante égale à la concentration volumique de la 
solution correspondante. Le nombre n, ainsi déterminé peut être 
tant supérieur qu'inférieur au nombre total réel de particules du so- 
luté n. Sin, = n — nj> 0, ceci veut dire que la substance dissoute 
s’accumule avec une concentration supérieure dans la couche super- 
ficielle (adsorpticn positive). Si, au contraire, nr, << 0, ceci veut dire 
que dans la couche superficielle la concentration est inférieure à la 
concentration volumique (adsorption négative). 

Le coefficient de tension superficiclle de la solution est fonction 
non d’une mais de deux variables indépendantes. Comme la dérivée 
du potentiel © par rapport au potentiel chimique (prise avec le signe 
inverse) donne le nombre de particules correspondant, on peut obtenir 
n,en dérivant Q, = &8 par rapport au potentiel chimique u’ du 
soluté ! : 


LU] da 
nes —s( jo (445,1) 
1 Le coefficient &« est maintenant une fonction de deux variables indépen- 
dantes pu’ et T. Quant à la dérivée 2 elle doit être prise à T et à potentiel chi- 


mique pu du solvant constants. Mais la condition que nous avons adoptée, soit 


= 0Qs — 
Me (GE) 7 


signifie que nous avons formellement posé (Æ PL ce qui permet d'é- 
u' 
crire l'égalité (145,1) (comparer avec la note de la page 550). 
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Supposons que la pression de la phase gazeuse est si petite que 
l’on puisse négliger son influence sur les propriétés de la phase liqui- 
de. La dérivée de a dans la formule (145,1), qui doit être prise le long 
de la courbe d'équilibre des phases à température donnée, peut alors 
être remplacée par la dérivée, prise à pression constante, égale à zéro 
(et à T constant). En considérant « comme une fonction de la tempé- 
rature et de la concentration c de la solution, on peut écrire (145,1) 


sous la forme 
ne —8(%), CA (145,2) 


Mais conformément à l’inégalité thermodynamique (98,7), la dérivée 


Æ) : est toujours positive. Ainsi, il découle de (145.2) que », et 


âc 

soute augmente la tension superficielle (« augmente avec l'augmen- 
tation de la concentration de la solution), il y a adsorption négative. 
Quant aux substances diminuant la tension superficielle, elles s’ad- 
sorbent positivement. 

Si la solution est faible, le potentiel chimique du soluté a la forme 
u° = Tilnc + +Ÿ(P,T), en substituant cette expression dans (145,2) 
on trouve : 


Fe) sont de signe contraire. Ceci veut dire que si la substance dis- 


msg (SE). (145,3) 


On obtient une formule analogue pour l’adsorption d’un gaz (de pres- 
sion P) sur la surface liquide : 


n=—8+ (Fe): (145,4) 


Si non seulement la solution, mais également l’adsorption sont 
faibles, on peut développer « en série suivant les puissances de c et 
écrire approximativement 


a=0, + ac, 


où &, est la tension superficielle à la limite des deux phases du sol- 
vant pur. Ainsi, (145,3) nous donne a, = — re. , donc 


a—a,=—"#7, (145,5) 
Cette formule ressemble à la formule de Van't Hoff pour la 
pression osmotique (ici l’aire de la surface joue le rôle du volume). 
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$ 146. Tension superficielle des solutions d'’électrolytes forts 


La variation de la tension superficielle d’un liquide lorsqu'on y 
dissout un électrolyte fort peut être calculée sous une forme générale 
par les solutions faibles (L. Onsager, N. Samaras, 1934). 

Désignons par w,(r) l'énergie supplémentaire d’un ion (du type a) 
par suite de la présence d’une surface libre ; l'ion se trouve à une dis- 
tance x de cette surface [w, (x) tend vers zéro lorsque x — ol. La 
concentration des ions au voisinage de la surface diffère de la con- 
centration c, à l'intérieur de la solution par le facteur 

Ta 
e T La 


z=i— 


Ainsi, la contribution de la surface dans le nombre total de ces ions 
dans le liquide est égale à: 


as = — Se | w,dzx (146,1) 


(& étant le volume moléculaire du solvant). 
Pour calculer la tension superficielle on part de la relation: 


8da= —Y n due (146,2) 


où la sommation s'effectue pour tous les types d'ions dans la solu- 
tion. Pour les solutions faibles(u, = Tin c, + Ÿ,) 


&da=—TY “ss de. (146,3) 


En substituant (146,1) on trouve : 


da =+ Y dea| w,dz. (146,4) 


a 


Dans la suite, nous allons voir que la contribution essentielle 
dans l'intégrale est due aux distances z grandes par rapport aux dis- 
tances intermoléculaires, mais petites par rapport au rayon de Debye- 
Hückel 1/x. 

L'énergie w, se compose de deux parties : 


e—1 


Va = et+1 


La 146,5 
7e + 249 (&). (146,5) 
Le premier terme est lié à la « force d'image » agissant sur la charge 
ez, disposée dans le milieu de constante diélectrique e à une distance 
z de sa surface. Par suite de l'inégalité x << 1/x l’effet d'écran du 
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nuage ionique autour de la charge n'influe pas sur cette énergie. 
Dans le second terme (x) désigne la variation, liée à la présence de 
la surface, du potentiel du champ créé par tous les autres ions de la 
solution. Cependant, ici, ce terme est sans importance car il disparaît 
lors de la substitution de (146,5) dans (146.4) par suite du fait que la 
solution est électriquement neutre (Sc,z, = 0, donc Yz,de,= 0). 
Ainsi, en prenant l'intégrale dans (146,4) on trouve : 
(e—1)e? 


1 2 
da — ÆteLl> E+1) Dr d (zic). 


La divergence logarithmique de cette intégrale aux deux limites 
confirme l'affirmation faite plus haut quant au domaine d'intégra- 
tion. Nous avons évidemment pris pour limite supérieure le rayon 
d’écranisation 1/x et pour limite inférieure une certaine grandeur 
a, de l’ordre de grandeur des distances atomiques (mais différente 
pour les différents ions). Comme la grandeur *x° est proportionnelle 
à la somme DEA on voit que l'expression obtenue est une diffé- 
rentielle totale et peut donc être directement intégrée, on obtient 


(146,6) 


e—1)et Er 
aa = Ÿ Ms, 
Ch2è 


8 1 sa 
e(e+1)v = 2 « 


où a, est la tension superficielle du solvant pur, et À, des constantes 
sans dimensions. 

Cette formule est la solution au problème posé. Notons que la 
dissolution d’un électrolyte fort augmente la tension superficielle 
du liquide. 


$ 147. Adsorption 


On entend par adsorption. dans le sens étroit du mot, les cas où 
la substance dissoute se concentre essentiellement à la surface de la 
face condensée (adsorbant) !, pratiquement sans pénétrer dans son 
volume. La « pellicule adsorbante » ainsi formée peut être caractéri- 
sée par la concentration superficielle ÿ déterminée comme la quantité 
de particules de la substance adsorbée par unité d’aire de la surface. 
Aux pressions faibles du gaz qui s’adsorbe, la concentration y doit 
être proportionnelle à la pression ? ; par contre, aux pressions éle- 
vées, l’augmentation de y se ralentit tendant vers une valeur limite 
correspondant à la formation d’une pellicule monomoléculaire où 
les molécules de la substance adsorbée sont empilées d’une manière 
compacte. 

1 Nous supposons l'adsorption à partir de la phase gazeuse. 

3 En pratique, cette loi n'est pas réalisée sur la surface du corps solide, la 
surface n’élant en fait jamais homogène. 
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Soit u’ le potentiel chimique de la substance adsorbée. De même 
qu’au $ 98 pour les solutions volumiques, on peut obtenir pour l’ad- 
sorption l'inégalité thermodynamique suivante 


(A) >0 (AE 


tout à fait analogue à l'inégalité (98,7). D’un autre côté, conformé- 
ment à (145,1), on a : 


ua a 0e PO 2 
= Ce) (& } (ar )r (972) 
et par suite de l'inégalité (147,1) on trouve que: 
ôa 
(#),<0, (447,3) 


c'est-à-dire que la tension superficielle décroît avec l'augmentation 
de la concentration superficielle. 

Le travail minimal qu’il faut dépenser pour la formation d’une 
pellicule adsorbante est égal à la variation correspondante du poten- 
tiel thermodynamique © : 


Rain = 8(a— ao), (147,4) 


où «, est la tension superficielle de la surface propre. D'où, confor- 
mément à (92,4), on obtient la chaleur d'adsorption 


Q=—8T° (7 Ets 1 (447,5) 


T T 


La pellicule adsorbante peut être considérée comme un système 
thermodynamique à « deux dimensions », qui peut être tant iso- 
trope qu'anisotrope malgré l’isotropie des deux phases volumiques 1. 
On peut poser la question de la détermination des types de symétrie 
de la pellicule. 

L’analogue des cristaux solides ordinaires serait une pellicule 
« cristalline-solide », dans laquelle les atomes sont disposés régu- 
lièrement dans les nœuds d'un réseau à deux dimensions (plan). Cette 
disposition pourrait être décrite par une «fonction de densité » 
p(r, y) à deux dimensions (comparer avec le $ 128). Cependant, une 
étude analogue à celle qui a été faite au $ 128 pour le cas tridimen- 
sionnel, montre qu’un tel réseau ne peut exister , car il doit « s’éta- 


1 Il s'agit ici de l’adsorption sur la surface du liquide ; l'adsorption sur 
une surface solide ne présente pas d'intérêt par suite de la non-homogénéité 
notée, en fait toujours présente. 

Remarquons qu'est possible en principe l'anisotropie de la surface de sé- 
paration entre deux phases isotropes (liquide et vapeur) d'une même substance 
pure. 
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ler » par suite des fluctuations thermiques (donc on ne peut avoir que 
p == const). Le carré moyen du déplacement fluctuationnel se déter- 
mine par une intégrale de la même forme (128,2) que pour le cas d'un 
réseau cristallin à trois dimensions : 
dk xdk, 

(fs VPN 
mais dans le cas bidimensionnel une telle intégrale diverge loga- 
rithmiquement pour des petites valeurs du vecteur d’onde. 

Pour éviter tout malentendu il est cependant indispensable de 
faire la remarque suivante. L’étude mentionnée ne montre que les 
déformations fluctuationnelles sont infinies lorsque les dimensions 
du système (son aire) augmentent indéfiniment ! (par contre, dans 
le cas du réseau cristallin tridimensionnel ces déformations restent 
finies même pour un système illimité). En fait, cependant, les di- 
mensions de la pellicule pour lesquelles les fluctuations restent peti- 
tes peuvent se trouver être assez grandes. Dans des cas semblables, 
une pellicule de dimensions finies peut faire apparaître des proprié- 
tés « cristallines-solides », et l’on pourrait approximativement par- 
ler de réseau bidimensionnel. 

En toute rigueur, pour une pellicule bidimensionnelle considérée 
comme une formation illimitée, on ne peut parler que desymétrie 
de corrélation entre les dispositions des différentes molécules, lors- 
que la position de l’une d'elles est donnée ; en ce sens, une pellicule 
anisotrope est l’analogue bidimensionnel des cristaux liquides tri- 
dimensionnels (voir $ 129). Ainsi, les symétries des pellicules doivent 
être classées en groupes ponctuels (combinaisons de plans et d’axes 
de symétrie). Les rotations autour des axes et les réflexions dans les 
plans doivent évidemment faire correspondre le plan de la pellicule 
avec lui-même et, de plus, laisser inchangée la disposition mutuelle 
des deux phases, à la limite desquelles se trouve la pellicule (ceci 
veut dire qu’un plan de symétrie coïncidant avec le plan de la pelli- 
cule est impossible). Ainsi, la pellicule ne peut avoir qu’un axe de 
symétrie perpendiculaire à son plan et des plans de symétrie passant 
par cet axe. En d’autres termes, les types de symétrie possibles de la 
pellicule se réduisent aux groupes ponctuels €, et C,.. 

Comme pour les corps solides tridimensionnels, les pellicules bi- 
dimensionnelles peuvent avoir des phases diverses, et les transitions 
entre ces phases s'effectuent au moyen de transitions de première ou 
de seconde espèce. Les transitions de seconde espèce ne sont possibles 
qu'entre les phases de symétrie différente. 


1 Ce qui permet de considérer des valeurs aussi petites que possibles du vec- 
teur d'onde. 
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Quant aux transitions de première espèce, elles peuvent avoir 
lieu entre n'importe quelles phases — comme entre les phases de 
symétrie différente qu'entre les phases de même symétrie (y com pris 
les transitions entre deux phases isotropes du type transition gaz- 
liquide). Les conditions d'équilibre des deux phases de la pellicule 
nécessitent, en plus de l'égalité des températures et des potentiels 
chimiques, l’égalité de leurs tensions superficielles. Cette dernière 
condition correspond à la condition d'égalité des pressions dans le 
cas des phases volumiques et exprime simplement la compensation 
des forces avec lesquelles les phases agissent l’une sur l’autre. 


$ 148. Mouillage 


Considérons l'adsorption sur la surface d’un corps solide d’une 
vapeur de la substance adsorbée, la pression de la vapeur étant voi- 
sine de celle de la saturation. La concentration d'équilibre y se 
détermine par la condition d'égalité du potentiel chimique de la 
substance adsorbée u” et du potentiel chimique de la vapeur pu. 
Différents cas peuventse présenter suivant le caractère de n° en fonc- 
tion de . 

Supposons que la quantité de substance adsorbée augmente peu 
à peu et que la couche adsorbante devient une pellicule liquide 
d'épaisseur macroscopique. La « concentration superficielle » y prend 
alors le sens d’une grandeur proportionnelle à l'épaisseur de la pel- 
licule d : y = p d/m, où m est la masse de la molécule et p la densité 
du liquide. Lorsque l'épaisseur de la pellicule augmente, le potentiel 
chimique de la substance tend vers u, qui est le potentiel chimique 
du liquide massif. Nous allons compter les valeurs deu’ (à Pet T 
données) à partir de cette valeur limite, c'est-à-dire que ci-dessous 
nous allons écrire’ + pu, au lieu dep” ; ainsi, par définition, p°’— 0 
pour y — oc. 

Le potentiel chimique de la vapeur peut se présenter sous la forme 


p 
b=m(T)+TIne, 


où p, (T) est la pression de la vapeur saturante : on a ici tenu compte 
du fait que, par définition, la vapeur saturante se trouve en équilibre 
avec le liquide, c’est-à-dire que pour p = p,on doit avoir =u,i. 
La concentration superficielle se détermine par la condition 
"+ =, c'est-à-dire 


(y =T In+ : (148,1) 


1 Nous supposons le liquide Lu PE e c'est-à-dire que nous négli- 
geons le fait que le potentiel chimique dépend de la pression. 
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Si cette condition est satisfaite par plusieurs valeurs de y, la sta- 
bilité de l’état correspond au minimum du potentiel Q.. En le rap- 
portant à 1 cm° de surface, nous obtiendrons une grandeur que l’on 
peut appeler (dans le cas général d’une épaisseur quelconque de la 
pellicule) « coefficient effectif de tension superficielle »@ à la limite 
du corps solide et de la vapeur, tenant compte de la présence d’une 
couche intermédiaire. En intégrant la relation (147,2) on trouve : 


a(y= (y dy+atos. (148,2) 
Y 


La constante est choisie de telle sorte que pour y — co la fonction 
a (y) se transforme en une somme de tensions superficielles à la li- 
mite de phases « massives » — solide-liquide et liquide-gaz. 

Rappelons également que l’inégalité (147,1) vraie pour tout y 
est une condition indispensable pour la stabilité thermodynamique 
de l’état. 

Considérons maintenant quelques cas typiques suivant le carac- 
tère de la fonction pu'(y). Sur les graphiques donnés ci-dessous la 
courbe continue correspond à cette fonction dans le domaine des pel- 
licules liquides d'épaisseur macroscopique, les pointillés se rappor- 
tent au domaine des pellicules adsorbantes d’« épaisseur moléculai- 
re ». [] estévident que la représentation de cette fonction dans ces 
deux domaines est impossible à la même échelle, les graphiques sont 
alors conventionnels. 

Dans le premier des cas représentés (fig. 69, a), la fonction p‘(y) 
décroît d'une manière monotone dans le domaine des épaisseurs ma- 
croscopiques lorsque y (c’est-à-dire l’épaisseur de la pellicule) aug- 
mente. Pour ce qui est du domaine des dimensions moléculaires, la 
fonction u'’(y) tend vers — oo pour y — 0 comme u’ = 7 In y; 
cette loi correspond à une « solution faible » de la substance adsor- 
bée sur la surface. La concentration d'équilibre se détermine confor- 
mément à (148,1) par le point d’intersection de la courbe avec la 
droite horizontale u’ = const & 0. Ici ceci n'a lieu que dans le 
domaine des concentrations moléculaires, c'est-à-dire qu'il doit y 
avoir adsorption moléculaire ordinaire, ce dont il a été question au 
paragraphe précédent. 

Si u’(y) est une fonction croissante monotone, partout négative 
(fig. 69, b), à l’équilibre, sur la surface de l’adsorbant se forme une 
pellicule liquide d'épaisseur macroscopique. En particulier, pour la 
pression p = p, (vapeur saturante) doit apparaître une pellicule si 
épaisse que les propriétés de la substance ne s’y distinguent pas des 
propriétés du liquide massif, de telle sorte que la vapeur saturante 
sera en contact avec sa propre phase liquide. Dans ce cas, on dit que 
le liquide mouille complètement la surface solide donnée. 
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Des cas plus compliqués sont en principe possibles. Ainsi, si la 
fonction u’(y) passe par zéro et a un maximum (fig. 69, c), il y aura 
mouillage, mais avec formation d’une pellicule qui n'est stable que 
pour des épaisseurs inférieures à une certaine valeur limite. La pelli- 
cule d'épaisseur finie se trouve en équilibre avec la vapeur saturante, 
ce qui correspond au point À. Cet état est séparé de l’autre état sta- 
ble — d'équilibre de la paroi solide avec le liquide massif — par 
une zone métastable AB et une zone d'’instabilité totale BC. 


u|r b 
A 
l 
l 
1 
1 
1 


r 


Fig. 69 


La courbe du type représenté sur la figure 69, d correspond à une 
pellicule instable dans un certain intervalle d'épaisseurs. La droite 
BF intersectant des aires égales BCD et DEF relie les points B et 
F avec des valeurs de « identiques (pour des u’ identiques), comme on 
peut le voir à partir de (148,2). Les branches AB et FG correspondent 
à des pellicules stables ; l’intervalle CE est tout à fait instable, et 
les intervalles BC et EF sont métastables. 

Les deux limites de la zone d'’instabilité (points B et F) correspon- 
dent dans ce cas aux épaisseurs macroscopiques de la pellicule. L’ins- 
tabilité dans l'intervalle entre une certaine épaisseur macroscopique 
et une épaisseur moléculaire devrait correspondre à la courbe du type 
représenté sur la figure 69, e. Cependant, une telle courbe conduira 
plutôt au cas de non-mouillage. En effet, à la limite de stabilité 
correspondrait sur la branche BC un point où la droite horizontale 
intersecterait des aires identiques au-dessous de la partie supérieure 
de la courbe et au-dessus de la partie inférieure. Mais cette dernière 
aire qui est liée aux forces de Van der Waals (voir ci-dessous) sera 
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petite par rapport à la première, qui, elle, est liée à des forces bien 
plus importantes à des distances moléculaires. Ceci veut dire que la 
tension superficielle sur toute la branche BC sera supérieure à celle 
qui correspondrait à l’adsorption moléculaire sur une surface soli- 
de, la pellicule sera ainsi métastable. 

Le potentiel chimique de la pellicule liquide (comptée à partir 
de la valeur pu) caractérise la différence entre l'énergie de la substance 
dans la pellicule et son énergie dans le liquide massif. Il est évident 
que u’ se détermine donc par les forces d'interaction des atomes à 
des distances grandes par rapport aux dimensions atomiques —d 
(forces de Van der Waals). Le potentiel u’(d) peut être calculé sous 
une forme générale, le résultat s'exprimant par les caractéristiques 
électromagnétiques de la paroi solide et du liquide (leur perméabi- 
lité diélectrique) ?. 


$ 149. Angle de raccordement 


Considérons le contact de trois corps —solide, liquide et gaz (ou 
solide et deux liquides) ; nous les distinguerons par les indices 1,2 
et 3, en désignant les coefficients de tension superficielle à leur limite 
PAT Goes Ligs Los (fig. 10). 

Trois forces de tension superficielle sont appliquées à la ligne de 
contact des trois corps, chacune de ces forces est dirigée vers l’inté- 

rieur de la surface de séparation entre les fdeux corps 

Ca correspondants. Désignons par 8 l’angle entre la surface 
3 du liquide et la surface plane du corps solide — angle de 
raccordement. La valeur de cet angle est déterminée par 

la condition d'équilibre mécanique : la résultante 


1 des trois forces de tension superficielle ne doit pas avoir 
8 de composante le long de la surface du corps solide : 
ay Fe A3 = Go + Go COS 0, 
d'où 
Pete cos O5. (449,1) 
G2a 


Si Gi >, C'est-à-dire si la tension superficielle entre le gaz et 
le corps solide est supérieure à la tension superficielle entre le corps 
solide et le liquide, on a cos 0 > 0 et l’angle de raccordement est 
aigu (comme sur la fig. 70). Si, au contraire, a,,<< &,,, l’angle de rac- 
cordement est obtus. 


1 Voir 1. Dzialochinski, E. Lifchitz, L. Pitaevski, 
« Théorie générale des forces de Van der Waals », Progrès des sciences physiques 
73, 381 (1961). 
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L'expression (149,1) montre que dans tout cas réel de contact 
stable, l’inégalilé suivante doit être remplie 


M3 — Que | < Dos (149,2) 


sinon la condition d'équilibre conduirait à une valeur imaginaire de 
l’angle 6, ce qui n’a aucun sens. D'un autre côté, si @3,, &3, &es SOnt 
les valeurs des coefficients correspondants pour chacune des paires de 
corps, en l’absence du troisième, il est 
possible que la condition (149,2) ne soit 
pas satisfaite. En réalité cependant, il ne 
faut pas oublier que lors du contact de 
trois substances différentes sur la surface 
de séparation de deux d'entre elles, il 
peut en général se former une pellicule ad- 
sorbante de la troisième substance dimi- 
nuant la tension superficielle. Les coef- 
ficients & obtenus satisferont en tout 
cas à l’inégalité (149,2) et une telle ad- 
sorption aura obligatoirement lieu si en 
son absence l’inégalité n’était pas remplie. 

Si le liquide mouille complètement la surface solide, sur cette 
dernière il se formera non une pellicule adsorbante, mais une pelli- 
cule liquide d’épaisseur macroscopique. Le gaz sera par suite par- 
tout en contact avec la même substance liquide, et la tension super- 
ficielle entre le corps solide et le gaz disparaîtra. La condition d'équi- 
libre mécanique donnera simplement cos 0 = 1, c’est-à-dire que 
l’angle de raccordement sera nul. 

Des considérations analogues sont vraies pour le contact de trois 
corps, aucun d'eux n'étant solide — une goutte de liquide (3 sur la 
figure 71) sur la surface d'un autre liquide (/) limitée par un gaz (2). 
Dans ce cas les angles de raccordement 6, et 6, se déterminent en 
égalant à zéro la résultante des trois forces de tension superficielle, 
c'est-à-dire la somme vectorielle : 


jo + 3 + ss = 0. (149,3) 


Il est évident que chacune des grandeurs a, @i3,& doit se trouver 
entre la somme et la différence des deux autres. 


Fig. 71 


$ 150. Formation de germes lors des transitions de phase 


Si la substance se trouve dans un état métastable, tôt ou tard 
elle passera dans un état stable. Par exemple, une vapeur sous-re- 
froidie se condensera dans le temps; un liquide surchauffé 
se transformera en vapeur. Cette transition se produit de la manière 
suivante. Par suite des fluctuations il se forme dans la phase homogène 
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des petits agglomérats de l’autre phase ; par exemple dans la vapeur 
il se forme des gouttes de liquide. Si la vapeur se trouve être une 
phase stable, ces gouttes sont toujours instables et disparaissent 
dans le temps. Au contraire, si la vapeur est sous-refroidie, pour des 
dimensions suffisamment grandes des gouttes formées, ces dernières 
se trouvent être stables et continueront à grandir dans le temps, 
paraissant être des centres de condensation de la vapeur. Des gouttes 
de dimensions suffisamment grandes sont indispensables pour com- 
penser les effets énergétiquement non avantageux de l'apparition 
d'une surface de séparation entre le liquide et la vapeur !. 

Ainsi, il y a une certaine dimension « critique » minimale pour 
le germe de la nouvelle phase apparu dans la phase métastable, pour 
que ce germe puisse devenir le centre de formation de cette phase. 
Comme pour des dimensions inférieures ou supérieures à la valeur 
critique, se trouve être stable l’une ou l’autre des phases, le « germe 
critique » se trouve en équilibre instable avec la phase métastable. 
Ci-dessous il s’agit justement de la probabilité d'apparition de tels 
germes ©. Par suite de la décroissance rapide de la probabilité de fluc- 
tuations lors de l’augmentation de leurs dimensions, le début de la 
transition de phase se détermine par la probabilité de l’apparition 
de germes ayant justement ces dimensions minimales. 

Considérons la formation de germes dans les phases isotropes — 
formation de gouttes de liquide dans une vapeur sous-refroidie ou de 
bulles de vapeur dans un liquide surchauffé. Le germe peut être 
supposé sphérique, car par suite des dimensions très réduites on peut 
complètement négliger l'influence du champ de gravitation sur sa 
forme. Pour un germe en équilibre avec le milieu ambiant, confor- 
mément à (144,2) on a P' — P = 2a/r, d’où le rayon du germe 


2 
rer = PP (150,1) 
(les lettres avec et sans accent se rapportent partout respectivement 
au germe et à la phase métastable de base). 

Conformément à la formule générale (114,1) la probabilité w 
de l'apparition fluctuationnelle d’un germe est proportionnelle à 
exp ( — Rmin/T), Où Rain est le travail minimal qu’il faut dépenser 
pour sa formation. Comme la température et le potentiel chimique du 
germe coïncident avec les valeurs de ces grandeurs pour le milieu 
ambiant (phase de base), ce travail est donné par la variation du 


1 11 ne faut pas oublier que le mécanisme décrit de formation d'une phase 
nouvelle ne peut avoir lieu que pour une substance suffisamment pure. En géné- 
ral, les centres de formation d'une phase nouvelle sont des impuretés diverses — 
poussières, ions, etc. 

2 Pour le calcul de la probabilité d'apparition des germes de dimensions 
arbitraires illustrant les relations données voir problème 2. 
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potentiel Q lors du processus. Avant l'apparition du germe le volu- 
me de la phase métastable était égal à V + V’, et son potentiel à 


Q = — P (V + V’). Après la formation du germe de volume V” le 
potentiel Q de tout le système est égal à — PV — P'V' + as. 
Ainsi, 
Rain = —(P'—P)V'+ as. (150,2) 


Pour un germe sphérique V= in, 8 — 4nr°, et en rempla- 
çant r par son expression prise dans (150,1), on trouve : 


16710 
Rain T—3(P —Pÿ . (150,3) 
Tout comme au $ 144, désignons par P, la pression des deux phases 
(pour une température donnée 7) pour une surface de séparation pla- 
ne ; en d’autres termes, P, est la pression pour laquelle la valeur de 
T donnée est le point ordinaire de transition de phase, à partir du- 
quel on compte le surchauffage ou le sous-refroidissement. Si la 
phase métastable n'est que peu sous-refroidie ou surchauffée, les 
différences ÔP — P — P,, 6P' = P' — P, sont relativement peti- 
tes et liées par la relation (144,4) : 


v' ôP'=v6P, (450,4) 


où v’ et vsont les volumes moléculaires du germe et de la phase mé- 
tastable. En écrivant dans la formule (150,3) 6P’ — 8P au lieu de 
P' — Pet en exprimant ôP’ en fonction de ôP de (150,4), on trouve 
la probabilité de formation d’un germe dans une phase faiblement 
surchauffée ou sous-refroidie : 
16x%a3v"2 
we exp{— per | . (150,5) 
S'il s’agit de la formation de bulles de vapeur dans un liquide 
surchauffé, on peut dans cette formule négliger v par rapport à v’, 
on a alors: 
16x70 
w = exp { — rer) | (450,6) 
Au contraire, pour la formation de gouttes de liquide dans une 
vapeur sous-refroidie on peut négliger v’ dans (150,5) par rapport à v 
et substituer v = T/PÆTI/P, pour v. Ceci donne: 


16743 "2P? 
“RP. | 
Le degré de métastabilité peut être déterminé non pas par ôP 


mais par la différence Ô7 = T — T, de la température T de la phase 
métastable (avec laquelle le germe se trouve en équilibre) et de la 


w = exp { — (150,7) 
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température 7, d'équilibre des deux phases pour une surface de sé- 
paration plane. Conformément à la formule de Clapeyron-Clausius 
ôT et ôP sont liées par la relation suivante : 


ôP = ÔT, 


is 
To(t—v") 
où g est la chaleur moléculaire de la transition de la phase métas- 
table à la phase du germe. En substituant ôP dans (150,5), on obtient 
la probabilité pour la formation d’un germe sous la forme suivante : 


Pre) 


w — exp er 


(150,8) 

Si la vapeur saturante se trouve en contact avec une surface solide 
(paroi du récipient) complètement mouillée par le liquide donné, la 
condensation de la vapeur se produira sans formation de germe, direc- 
tement sur cette surface. La formation d'une pellicule liquide sur 
la surface solide n’est pas dans ce cas liée à une dépense de travail 
pour la formation de la surface, ainsi l’existence d’une phase méta- 
stable (vapeur sous-refroidie) est impossible. 

De même se trouve être impossible en général le surchauffage du 
corps solide à surface ouverte. En effet, en général, la surface de la 
phase solide de la même substance est complètement mouillée par 
le liquide, et ceci veut dire que la formation d’une couche liquide 
sur la surface du corps fondant n'est pas liée à une dépense de tra- 
vail pour la formation d’une nouvelle surface. 

La formation de germes à l’intérieur du cristal lors de la fusion 
peut cependant avoir lieu pour les conditions requises de chauffage 
si le corps est chauffé de l’intérieur, et que sa surface est maintenue 
à une température inférieure à la température de fusion. La proba- 
bilité de formation de germes dépend alors des déformations élasti- 
ques, accompagnant l'apparition de gouttes de liquide à l’intérieur 
du corps solide !. 


Problèmes 


1. Déterminer la probabilité de formation d'un germe de liquide sur la 
surface solide pour une valeur donnée de l'angle de raccordement 6 (différant 
de zéro). 

Solution. Le germe aura la forme d’un segment de sphère de rayon de 
D égal à r sin 6 (r étant le rayon de la sphère correspondante). Son volume est 
égal à 


V = (1 — cos 0)? (2—+ cos 0), 


1 Voir. Lifchitz, L. Gulida, Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences de L'U.R.S.S., 87, 377, 523 (1952). 
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la surface de sa partie sphérique et celle de sa base étant égales respectivement à 
2nr2(1—cos 6) et xr° sin°6. En utilisant la relation (149,1) déterminant l'angle 
de raccordement, on trouve que la variation de Q, lors de la formation d'un 
germe est égale à 


œ-2nr? (1—cos 8) —@ cos 0-77? sin? 0 — œnr? (1 — cos 0)? (24 co: D), 


où & est le coefficient de tension superficielle à Ja limite du liquide et de la va- 
pou Cette variation de Q, est la même que celle qui aurait lieu lors de la 
ormation dans la vapeur d'un germe sphérique de volume V et de tension su- 
perficielle égale à 


CRTEL (=) 22400 0)". 


Ainsi, les formules cherchées pour la formation des germes sont obtenues en 
substituant dans les formules ci-dessus «1 à «. 

2. Trouver la probabilité de formation d'un germe de dimension arbitraire. 

Solution. Considérons la phase métastable comme un milieu extérieur 
où se trouve le germe et calculons le travail dépensé pour sa formation, confor- 
mément à la formule (20,2) : Rmin=A(E—ToS +P9V) ou, comme le processus 
s'effectue ici à température constante égale à la température du milieu, on a 
Rmin=A4(F+P0V). Pour la détermination de cette grandeur il suffit de ne con- 
sidérer que la quantité de matière passant à l'autre phase (car l'état de la masse 
restante de la substance dans la phase métastable reste inchangé). Désignons de 
nouveau les valeurs correspondant à la substance dans les phases initiale et 
nouvelle par des lettres sans ou avec accent respectivement, on a : 


Rmin = 1F/(P°)+ PV +8] — [F (P)+ PV] = D'(P')—@D (P)—(P'— PV" +a8 (1) 


[pour un germe se trouvant en équilibre instable avec la phase métastable, on 
aurait ®’(P')=@(P) et on semble revenir à (150,2)]. 

Supposant que le degré de métastabilité est petit, on a @'(P')=@'’(P)+ 
+(P'—P)V", donc (1) se réduit à 


Romin=#7[p" (P)}—4u (P)]+a8, 


où n=V'/5" est le nombre de particules dans le germe. Pour un germe sphérique 
on a: É 


Rmin= — a [u (P)—u° (P)]+4xr2o. (2) 


Dans le domaine métastable u(P)>n'(P), le premier terme (volumique) 
est donc négatif. L'expression (2) décrit une barrière de potentiel qui est franchie 
lors de la formation d'un germe stable. Elle a un maximum pour la valeur 


2a° 
TETE 


correspondant à la dimension critique du germe. Pour r <r., il est avan- 
tageux du point de vue énergétique de diminuer r et le germe se résorbe ; pour 
r> rer il est avantageux d'augmenter r et le germe grandit !. 


! Le calcul de Run pour r=r.- conduit évidemment à la formule (150,5), 
si l'on remarque que dans les conditions considérées a{P)—pn'(P)={(7—5) 62. 
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$ 151. Fluctuations de la flexion des molécules longues 


Dans les molécules ordinaires la forte interaction des atomes con- 
duit à ce que l’agitation thermique intramoléculaire se réduit sim- 
plement à de petites oscillations des atomes autour de leur position 
d’équilibre, sans changer pratiquement la forme des molécules. Les 
molécules formées par de très longues chaînes d'atomes (par exemple 
chaînes hydrocarbonées polymériques) se conduisent d’une manière 
tout à fait différente. Par suite des grandes longueurs des molécu- 
les et de ce que les forces tendant à maintenir une forme linéaire 
d’équilibre des molécules sont petites, les fluctuations de la flexion 
des molécules peuvent être importantes, jusqu’à la torsion même 
des molécules. Par suite de la grande longueur de la molécule on peut 
la considérer comme un système linéaire macroscopique particulier, 
et pour le calcul des valeurs moyennes caractérisant sa flexion on peut 
sRpAguer des méthodes statistiques (S. ÆE. Bresler, J. Frenkel, 
1939) . 

Considérons des molécules de structure longitudinale homogène 
(comme pour des chaînes longues de polymères). Si l’on ne s'inté- 
resse qu'à leur forme, on peut considérer une telle molécule comme 
un fil homogène continu. La forme de ce fil se détermine par le « vec- 
teur de courbure » p dans chacun de ses points, ce vecteur est dirigé 
suivant la normale principale à la courbe et sa grandeur est égale à 
l'inverse de son rayon de courbure. 

Les flexions de la molécule sont petites, en ce sens que sa courbure 
en chaque point est petite (par suite de la grande longueur des molé- 
cules ceci n’exclue évidemment pas des déplacements relatifs impor- 
tants de leurs points éloignés). Pour de petites valeurs du vecteur p 
l'énergie libre d’une molécule fléchie (rapportée à l’unité de lon- 
gueur) peut être développée suivant les puissances des composantes 
de ce vecteur. Comme dans les positions d'équilibre l'énergie libre 
est minimale (forme rectiligne, on a p = 0 en tous les points), les 
termes linéaires du développement sont absents et l’on obtient : 


1 
F=Fo+z Y app (151,1) 
ik 


où les coefficients a;, caractérisent les propriétés d’une molécule 
rectiligne (sa « résistance à la flexion »), mais par hypothèse la molé- 


1 Dans la théorie exposée une molécule est considérée comme un système isolé 
et l'on ne tient pas compte de son interaction avec les molécules environnantes. 
Mais dans une substance condensée cette dernière peut évidemment exercer une 
action importante sur la forme des molécules. Bien que les résultats obtenus ne 
soient pas toujours applicahles, leur démonstration présente un grand intérêt 
méthodique. 
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cule est homogène, donc ces coefficients sont constants le long de la 
molécule. 

Le vecteur p se trouve dans un plan normal à la ligne de la 
molécule dans un certain de ses points, et il a dans ce plan deux 
composantes indépendantes. Par conséquent, l’ensemble des cons- 
tantes a;, forme un tenseur symétrique bidimensionnel du second 
rang dans ce plan. Nous allons rapporter ce tenseur à ses axes prin- 
cipaux et désignons par a, et a, les valeurs principales de ce tenseur 
(le fil représentant la molécule ne doit pas du tout avoir des proprié- 
tés de symétrie axiale ; donc a, et a. ne doivent pas être égales). 
L'expression (151,1) prendra alors la forme : 


1 e 
F=F;+ T (api + api), 


où p, et p, sont les composantes de p dans la direction des axes prin- 
cipaux correspondants. 

Enfin, en intégrant le long de la molécule, on trouve la variation 
totale de son énergie libre due à une faible flexion: 


1 [1 
AF,= + | (apt+ api) di (151,2) 


(L étant la coordonnée le long du fil). Les grandeurs a, et a, sont 
évidemment obligatoirement positives. 

Soient t, et t, les vecteurs unitaires le long des tapgentes au fil 
en deux de ses points (points a et b) à la distance / l’un de l’autre. 
Désignons par 0 = 6(/) l’angle entre ces tangentes, c’est-à-dire 


t,t, = cos 6. 


Considérons d’abord le cas d’une flexion faible pour lequel l'angle 
6 est petit même pour des points éloignés. Soient deux plans passant 
par le vecteur t, et deux axes principaux du tenseur a;, dans le plan 
normal (au point a). Pour des valeurs petites de 8 le carré de l’angle 
62? peut être mis sous la forme 


62 — 0: + 67, (151,3) 


où 6, et 6, sont les angles de rotation du vecteur t, par rapport au 
vecteur !, dans les deux plans indiqués. Les composantes du vec- 
teur de courbure sont liées aux fonctions 6,(/) et 6,(2) par les rela- 
tions 
__ dé, () _ 464 () 
7 Pe=— 7 : 
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et la variation de l'énergie libre lors de la flexion de la molécule 


prend la forme : 
if(()ea())a as 


Lors du calcul de la probabilité de fluctuation pour des valeurs 
données 6, (1) = 6, et 6, (1) = 6, pour un certain !, il faut considérer 
l équilibre le plus complet possible pour ces valeurs 6, et 6, (voir 
note, page 417). En d’autres termes, il faut déterminer la plus petite 
des valeurs de l'énergie libre possible à 6, et 6, donnés. Mais une in- 


tégrale de la forme 
ça dl 
f(æy 


pour des valeurs données de la fonction 6,(/) aux deux limites 


(8,(0) = 0, 6,(9 = 8,) est minimale si e,() varie linéairement. 
On a 


no a202 
21 , 
et comme la probabilité de fluctuation est 


ar. 


wee T 


AFi=— 


{voir (119,1)], on obtient pour les carrés moyens des deux angles: 
BUT gg" 
1—= a; L @ 


Quant au carré moyen de l'angle 6(/) qui nous intéresse, il est égal à 
BIT (+ +2) (151,5) 


Comme on pouvait s’y attendre, dans cette approximation il se 
trouve être proportionnel à la longueur du segment de molécule 
entre les deux points considérés. 

Pour passer aux flexions correspondant à des valeurs grandes des 
angles 0 (/) on peut procéder de la manière suivante. Les angles entre 
les directions des tangentes t,, t,, t, aux trois points (a, b, c) du fil 
sont liés par les relations trigonométriques suivantes : 


cos6,,—=cos0,, cos 0,, —sin 0,4 sin 0,, cos y, 


où œ est l’angle entre les plans(t,, t,) et (t,, t.). En prenant la moyenne 
de cette expression et en tenant compte du fait que les fluctuations 
de la flexion des différents domaines ab et bc de la molécule (lorsque 
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l'on se donne Ja direction de la tangentet, au point moyen) dans l’ap- 
proximation considérée sont statistiquement indépendantes, on 
obtient : 


cos0,,=cos0,,cos0,, — cos 0, cos 8, 


(quant au terme en cos w, il disparaît lorsque l’on prend la moyenne). 

Cette relation signifie que la valeur moyenne cos 6 (/) doit être 
une fonction multiplicative de la longueur / du domaine de la molé- 
cule se trouvant entre les deux points donnés. D’un autre côté, 


pour des valeurs petites de 6 (!) on doit avoir conformément 
à (151,5) : 


cos 0 (1) = 1 — 


où l’on a introduit la désignation suivante : 
dt À 
a aa, 
La fonction satisfaisant à ces conditions est : 
nn US 
cosB([) =e 9%. (151,6) 


C'est la formule cherchée. Remarquons que pour des distances ! 
grandes, la valeur moyenne cos 8 Ææ 0, ce qui corresppnd à l’indé- 
pendance statistique des directions des domaines de la molécule suf- 
fisamment éloignés. 

A l’aide de la formule (151,6), il est facile de déterminer le carré 
moyen de la distance R (supposée droite) entre les deux extrémités 
de la molécule. Si t (2) est le vecteur unitaire de la tangente en un 
point arbitraire de la molécule, le rayon vecteur entre ses extré- 
mités est égal à 


L 


=(toa 


(L étant la longueur totale de la molécule). En écrivant le carré de 
l'intégrale sous la forme d’une intégrale double et en prenant la 
moyenne, on obtient : 


. 


LL Mt] 
= ((tatapana,=((e dt 


1 
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Le calcul de l’intégrale conduit finalement à la formule : 


F2 (2) (21 +e +) (151,7) 


Dans le cas des températures basses (LT << a), cette formule 
donne : 

R=1 (1-2) : (151,8) 
pour 7 — 0 le carré moyen À? tend, comme il se devait, vers le carré 
L? de la longueur totale de la molécule. Si, au contraire, LT ÿ- a 
(températures hautes ou longueurs L suffisamment grandes), on a 


R=. (151,9) 


R® est alors proportionnel à la longueur de la molécule, de telle sorte 
que lerapport R?/L° tend vers zéro lorsque L augmente. 


$ 152. Impossibilité d'existence des phases dans les systèmes 
unidimensionnels 


Il est d’un grand intérêt de principe de répondre à la question de 
savoir si sont possibles différentes phases des systèmes unidimension- 
nels (systèmes linéaires), c'est-à-dire des systèmes où les particules 
sont disposées au voisinage d'une certaine ligne. Les considérations 
ci-dessous permettent de donner une réponse négative à cette 
question : l’équilibre thermodynamique entre deux phases homo- 
gènes, en contact en un point (et d’une longueur aussi grande que 
possible) se trouve être impossible. 

Pour démontrer cette affirmation imaginons un système linéaire 
formé de segments disposés en série et alternativement de phases dif- 
férentes. Soit O, le potentiel thermodynamique de ce système dans 
lequel l’on n'a pas tenu compte de l’existence des points de contact 
des phases différentes ; en d’autres termes, c’est le potentiel thermo- 
dynamique des quantités totales des deux phases indépendamment 
de la manière dont elles ont été divisées en segments. Pour tenir 
compte de l'influence de ces points de contact remarquons que notre 
système peut formellement être considéré comme une «solution » 
de ces points dans les deux phases. Si cette « solution » est faible, 
le potentiel thermodynamique ® du système aura la forme : 


D=D,+nT In + ny. 
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où n est le nombre de points de contact sur la longueur L. D'où 
40 n 
PTE =Tin TL + Ÿ. 
Pour des « concentrations » suffisamment petites #/L (c'est-à-dire 
pour un petit nombre de segments des différentes phases), In _. a une 


valeur négative grande en valeur absolue, de telle sorte que l’on a 
également 


Ainsi, © diminue lorsque r7 augmente, et comme © doit tendre vers 
un minimum, ceci veut dire que #7 tendra à augmenter (jusqu’à ce 


que la dérivée a ne devienne positive). En d’autres termes, les 


deux phases tendront à se mélanger sous la forme de segments sans 
cesse diminuant, c'est-à-dire qu’elles ne peuvent exister comme pha- 
ses séparées. 
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